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P°íklady

1. Nech´
∑∞

n=1 an konverguje. Konverguje pak i °ada
∑∞

n=1 a2n?

�e²ení: Nikoli. Protip°íklad: an = (−1)n

n . Pak
∑∞

n=1 an konverguje z Leibnize, ale∑∞
n=1 a2n =

∑∞
n=1

1
2n diverguje.

2. Dokaºte následující tvrzení: �ada reálných £ísel
∑∞

n=1 an je absolutn¥ konvergentní
práv¥ tehdy, kdyº pro kaºdou omezenou posloupnost reálných £ísel konverguje °ada∑∞

n=1 anbn.

�e²ení: ” ⇒ ” Nech´
∑∞

n=1 |an| konverguje a nech´ {bn} je omezená. Tedy existuje
M ≥ 0 takové, ºe |bn| ≤ M . Pak

∞∑
n=1

|anbn| ≤
∞∑
n=1

M |an| = M

∞∑
n=1

|an| < ∞,

tedy
∑∞

n=1 anbn konverguje absolutn¥, tedy konverguje.

” ⇐ ” Uvaºujme bn = sgn(an). Pak
∑∞

n=1 anbn =
∑∞

n=1 |an| a
∑∞

n=1 an je tedy abso-
lutn¥ konvergentní.

3. Nech´ {an} je posloupnost reálných £ísel. Rozhodn¥te o platnosti následujících tvrzení.

(a) Nech´ an ≥ 0 a
∑∞

n=1 an konverguje. Pak
∑∞

n=1 sin(an) konverguje.
�e²ení: Tvrzení platí. Máme | sin t| ≤ t pro t ≥ 0. Tedy ze SK

∞∑
n=1

| sin(an)| ≤
∞∑
n=1

an < ∞.

(b) Nech´ an ≥ 0 a
∑∞

n=1 sin(an) konverguje. Pak
∑∞

n=1 an konverguje.
�e²ení: Neplatí. Uvaºujme an = 2π + 1

n2 . Pak sin(an) = sin(2π + 1
n2 ) = sin 1

n2 .
�ada

∑∞
n=1 sin(

1
n2 ) konverguje (LSK s 1

n2 ).
Ale

∑∞
n=1 2π + 1

n2 diverguje (nespl¬uje NP)..

(c) Nech´
∑∞

n=1 an konverguje. Pak
∑∞

n=1 sin(an) konverguje.
�e²ení: Neplatí. Poloºme an = bncn, kde bn = ⌊n/3⌋−1/3 a cn = 1, 1,−2, 1, 1,−2, . . .
Pak cn má omezené £áste£né sou£ty a bn → 0 monotónn¥. Tedy z Dirichletova
kritéria

∑∞
n=1 an konverguje.

Pro
∑∞

n=1 sin(an) budeme uvaºovat sou£ty po trojicích:

sin(n−1/3) + sin(n−1/3)− sin(2n−1/3).

Z Taylorova rozvoje máme

sinx+ sinx− sin(2x) = x3 − x5

4
+ o(x5)
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Tedy na²e sou£ty po t°ech lze zapsat jako 1
n − 1

4 · 1
n5/3 + o( 1

n5/3 )

Pro sou£ty po t°ech pak dostáváme
∑∞

n=1
1
n − 1

4

∑∞
n=1

1
n5/3 + o( 1

n5/3 ), coº je sou£et
divergentní a konvergentní °ady. Tedy dohromady jde o divergentní °adu.
Tedy diverguje i p·vodní

∑∞
n=1 sin(an).

4.
Který z následujících graf· m·ºe reprezentovat primitivní
funkci k funkci na obrázku vpravo?

Figure 1: https://www.wiley.com/college/hugheshallett/0470089148/conceptests/concept.pdf

D, funkce na obrázku vpravo je f(x) = x. Její integrál je x2/2, takºe D.
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5.
Který z následujících graf· m·ºe reprezentovat primitivní
funkci k funkci na obrázku vpravo?

Figure 2: https://www.wiley.com/college/hugheshallett/0470089148/conceptests/concept.pdf

C, funkce vpravo (tedy derivace) je kladná, primitivní funkce tedy musí být rostoucí.
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6. Na obrázku je funkce f . Na£rtn¥te její primitivní funkci F , jestliºe víte, ºe F (0) = 0.
(Sta£í ná£rtek, není nutno hledat primitivní funkci ze vzore£k·, jde spí² o gra�ckou
podobu.)

7. Uvaºujte následující integrál ∫
1− x

(x+ 1)2
dx.

Pokud aplikujete parciální zlomky, dostanete∫
1− x

(x+ 1)2
dx =

−2

x+ 1
− log |x+ 1|+ c.
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Pokud ho °e²íte pomocí per partes, vyjde∫
1− x

(x+ 1)2
dx =

x− 1

x+ 1
− log |x+ 1|+ c.

Jak je to moºné?

�e²ení: Oba výsledky se li²í o konstantu. Konkrétn¥

x− 1

x+ 1
− log |x+ 1|+ c =

x+ 1− 2

x+ 1
− log |x+ 1|+ c = 1 +

−2

x+ 1
− log |x+ 1|+ c

Následující p°íklad i s °e²ením máme ze https://www.karlin.mff.cuni.cz/~pick/an

alyza_pro_studenty_2025-03-06.pdf

8. De�nujme funkci f : [0, 1] → [0, 1]

f(x) =

{
0, x ∈ R \Q,
1
q , x = p

q , kde p, q jsou nesoud¥lné.

Ukaºte, ºe f nemá primitivní funkci na ºádném intervalu (a, b) ⊂ [0, 1].

�e²ení: Nech´ (a, b) ⊂ [0, 1] je interval. Uvaºujme racionální £íslo p
q ∈ (a, b), kde p, q

jsou nesoud¥lná.

Pak funkce nenabývá ºádných iracionálních hodnot v intervalu (0, 1q ), a tedy nemá na
(a, b) Darbouxovu vlastnost. Tedy nemá na (a, b) PF.
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