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Piiklady

1. Necht >">° | a, konverguje. Konverguje pak i fada Y 2 | agy?
Reseni: Nikoli. Protiptiklad: a, = # Pak Y > | a, konverguje z Leibnize, ale
S0 LA = > ood 5 diverguje.

2. Dokazte nasledujici tvrzeni: Rada redlnych isel Y 7 | a, je absolutné konvergentni
pravé tehdy, kdyz pro kazdou omezenou posloupnost redlnych ¢&isel konverguje rfada

2 n=1 @nbn.
ReSeni: ” = ” Necht >.°° | |a,| konverguje a necht {b,} je omezena. Tedy existuje
M > 0 takové, ze |b,| < M. Pak

o0 o0 o0
Z |anby| < ZM\an\ = MZ lan| < oo,
n=1 n=1 n=1

tedy > ° | anby konverguje absolutné, tedy konverguje.
7 < 7 Uvazujme b, = sgn(ay). Pak > 07 anby = > o7 |an| a > o7 ay, je tedy abso-
lutné konvergentni.

3. Necht {a,} je posloupnost redlnych ¢isel. Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni.

(a) Necht a, >0a ) 2, a, konverguje. Pak > >° | sin(a,) konverguje.
Regeni: Tvrzeni plati. Mame |sint| < ¢ pro ¢ > 0. Tedy ze SK

o0 oo
Z |sin(a,)| < Zan < 0.
n=1 n=1

(b) Necht a, >0a ). 2, sin(a,) konverguje. Pak > 7, a, konverguje.
Reseni: Neplati. Uvazujme a, = 27 + n% Pak sin(a,) = sin(27 + #) = sin #
Rada 32, sin(-) konverguje (LSK s ).
Ale Y0 2+ % diverguje (nespliiuje NP)..

(c) Necht >>°, a, konverguje. Pak > °° | sin(a,) konverguje.
Reseni: Neplati. Polozme a,, = byc,, kdeb, = [n/3] 3 ac, =1,1,-2,1,1,-2,...
Pak ¢, m& omezené Castetné soucty a b, — 0 monoténné. Tedy z Dirichletova
kritéria Y7 | a, konverguje.
Pro ">, sin(ay) budeme uvazovat soucty po trojicich:

sin(n~Y3) + sin(n~/?) — sin(2n"1/3).

7 Taylorova rozvoje mame

5
sinz + sinz — sin(2z) = 2 — L o(z?)

4
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Tedy nage soucty po t¥ech lze zapsat jako % - i . ﬁ + o(ﬁ)
Pro soucty po tiech pak dostavame y > | % — i o ﬁ + 0(#), coZ je soucet

divergentni a konvergentni fady. Tedy dohromady jde o divergentni fadu.
Tedy diverguje i piivodni > 7, sin(ay,).

o
T

Ktery z nasledujicich grafi mutZze reprezentovat primitivni s}
" funkci k funkci na obrazku vpravo?

Figure 1: https://www.wiley.com/college/hugheshallett /0470089148 /conceptests/concept.pdf

D, funkce na obrazku vpravo je f(z) = x. Jeji integral je x2/2, takie D.
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Ktery z nasledujicich grafi muze reprezentovat primitivni
" funkci k funkci na obrazku vpravo?

(d Y

g L z
/2 7’ /2 7’

Figure 2: https://www.wiley.com/college/hugheshallett /0470089148 /conceptests/concept.pdf

C, funkce vpravo (tedy derivace) je kladna, primitivni funkce tedy musi byt rostouci.
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6. Na obrazku je funkce f. Nacrtnéte jeji primitivni funkci F', jestlize vite, ze F'(0) = 0.
(Sta¢i nacrtek, neni nutno hledat primitivni funkci ze vzoreckud, jde spis o grafickou
podobu.)

6 5 4 3 2 -10 1 2,3 a/5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 1&

7. Uvazujte néasledujici integral
/ 11—z
——=dx
(x +1)2
Pokud aplikujete parcidlni zlomky, dostanete

1—=z -2
do = 1 1) +c.
/(:c+1)2 T= g lesledlle
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Pokud ho fesfte pomoci per partes, vyjde

1—=z r—1
dz = —1 1 +ec.
/<x+1>2 v oy lsleddlte

Jak je to mozné?

Regeni: Oba vysledky se lisi o konstantu. Konkrétne

r—1 | ‘ +1H‘ r+1-—2
—log |z c=——
r+1 8 11

-2
—log|x+1|+c:1—|—f+1—log]x—i—l]—i—c

Nasledujici ptfiklad i s feSenfm mame ze https://www.karlin.mff.cuni.cz/"pick/an
alyza_pro_studenty_2025-03-06.pdf

8. Definujme funkci f: [0,1] — [0, 1]

f@»:{a z€R\Q,

%, T = g, kde p, g jsou nesoudélné.

UkaZte, Ze f neméa primitivn{ funkci na Zadném intervalu (a,b) C [0, 1].
Reseni: Nechf (a,b) C [0,1] je interval. Uvazujme raciondlni ¢islo g € (a,b), kde p,q
jsou nesoudélna.

Pak funkce nenabyvé zadnych iracionalnich hodnot v intervalu (0, %), a tedy nemé na
(a,b) Darbouxovu vlastnost. Tedy neméa na (a,b) PF.
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