
11. cvičení – Goniometrické substituce + lepení
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Příklady

Najděte primitivní funkce

1. g(x) =
1

2 sinx− cosx+ 5
.

Řešení:
Funkce g je spojitá na (−∞,∞), má tam tedy PF.
Použijeme substituci t = tan x

2 = φ(x). Funkce f(t) = 1
3t2+2t+2

.
Intervaly: (αk, βk) = (−π + 2kπ, π + 2kπ), (a, b) = (−∞,∞). Navíc φ(αk, βk) =
(−∞,∞) ⊆ (a, b).
Zasubstituujeme∫

1

2 sinx− cosx+ 5
dx →

∫
2

4t− 1 + t2 + 5 + 5t2
dt =

∫
1

3t2 + 2t+ 2
dt

C
=

1√
5
arctan

3t+ 1√
5

→
∫

g(x)
C
=

1√
5
arctan

3 tg x
2 + 1
√
5

.

x ∈ (−π + 2kπ, π + 2kπ)

Tedy

G(x) =
1√
5
arctan

3 tg x
2 + 1
√
5

+ ck, x ∈ (−π + 2kπ, π + 2kπ)

V bodech π + 2kπ je potřeba funkci slepit. Limity:

lim
x→(π+2πk)−

1√
5
arctan

3 tg x
2 + 1
√
5

+ ck =
π

2
√
5
+ ck,

lim
x→(π+2πk)+

1√
5
arctan

3 tg x
2 + 1
√
5

+ ck+1 = − π

2
√
5
+ ck+1.

tedy
ck+1 =

π√
5
+ ck.

Odtud
ck =

πk√
5
+ c0, k ∈ Z.

Protože G i g jsou spojité na (−∞,∞), můžeme použít lemma o lepení.
Závěr:

G(x) =

{
1√
5
arctan

3 tg x
2
+1√
5

+ πk√
5
+ c0, x ∈ (−π + 2πk, π + 2πk)

(2k+1)π

2
√
5

+ c0, x = π + 2πk

2. g(x) =
1

2− sinx
Řešení:
Funkce g je spojitá na (−∞,∞), má tam tedy PF.
Použijeme substituci t = tan x

2 = φ(x). Funkce f(t) = 1
t2−t+1

.
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Intervaly: (αk, βk) = (−π + 2kπ, π + 2kπ), (a, b) = (−∞,∞). Navíc φ(αk, βk) =
(−∞,∞) ⊆ (a, b).
Zasubstituujeme∫

1

2− sinx
dx →

∫
2

t2 + 1
· 1

2− 2t
t2+1

dt =

∫
1

t2 − t+ 1
dt =

∫
4

3
(

t− 1
2√
3

2

)2

+ 1

dt

C
=

2√
3
arctan

2t− 1√
3

→
∫

g(x)
C
=

2√
3
arctan

2 tg x
2 − 1
√
3

x ∈ (−π + 2kπ, π + 2kπ)

Tedy

G(x) =
2√
3
arctan

2 tg x
2 − 1
√
3

+ ck, x ∈ (−π + 2kπ, π + 2kπ)

V bodech π + 2kπ je potřeba funkci slepit. Limity:

lim
x→(π+2πk)−

2√
3
arctan

2 tg x
2 − 1
√
3

+ ck =
π√
3
+ ck,

lim
x→(π+2πk)+

2√
3
arctan

2 tg x
2 − 1
√
3

+ ck+1 = − π√
3
+ ck+1.

tedy

ck+1 =
2π√
3
+ ck.

Odtud
ck =

2πk√
3
+ c0, k ∈ Z.

Protože G i g jsou spojité na (−∞,∞), můžeme použít lemma o lepení.
Závěr:

G(x) =

{
2√
3
arctan

2 tg x
2
−1√
3

+ kπ 2√
3
+ c0 x ∈ (−π + 2kπ;π + 2kπ)

π√
3
+ kπ 2√

3
+ c0 x = π + 2kπ

3. g(x) =
1

1 + sinx
Řešení: Podmínky: sinx ̸= −1, tedy x ̸= −π

2 + 2kπ.
Funkce g je spojitá na (−π

2 + 2kπ, 3π2 + 2kπ), má tam tedy PF.
Použijeme substituci t = tan x

2 = φ(x). Funkce f(t) = 2
(1+t)2

.
Intervaly: (αk, βk) = (−π

2 + 2kπ, π + 2kπ), (a, b) = (−1,∞). Navíc φ(αk, βk) =
(−1,∞) ⊆ (a, b).
Intervaly podruhé: (ᾱk, β̄k) = (π+2kπ, 3π2 +2kπ), (ā, b̄) = (−∞,−1). Navíc φ(ᾱk, β̄k) =
(−∞,−1) ⊆ (ā, b̄).
Zasubstituujeme∫

dx

1 + sinx
→
∫

2

t2 + 1

1

1 + 2t
t2+1

dt =

∫
2

t2 + 2t+ 1
dt =

∫
2

(t+ 1)2
dt

C
= −2

1

t+ 1

→
∫

g(x)
C
= −2

1

tan x
2 + 1
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x ∈ (−π
2 + 2kπ, π + 2kπ), (π + 2kπ, 3π2 + 2kπ)

Tedy

G(x) =

−2 1
tan x

2
+1 + ck, x ∈ (−π

2 + 2kπ, π + 2kπ),

−2 1
tan x

2
+1 + dk, x ∈ (π + 2kπ, 3π2 + 2kπ).

V bodech π + 2kπ je potřeba funkci slepit. Limity:

lim
x→(π+2kπ)−

−2
1

tan x
2 + 1

+ ck = 0 + ck

lim
x→(π+2kπ)+

−2
1

tan x
2 + 1

+ dk = 0 + dk

tedy
ck = dk

Protože G i g jsou spojité na (−π
2 + 2kπ, 3π2 + 2kπ), můžeme použít lemma o lepení.

Závěr:

G(x) =


−2 1

tan x
2
+1 + ck, x ∈ (−π

2 + 2kπ, π + 2kπ),

ck, x = π + 2kπ,

−2 1
tan x

2
+1 + ck, x ∈ (π + 2kπ, 3π2 + 2kπ).

Pozn.: V bodech −π/2+2kπ nelepíme, původní funkce g tam není definovaná, tedy tam
nemůže mít PF.

4. g(x) =
sin2 x

1 + sin2 x
Řešení:
Funkce g je spojitá na (−∞,∞), má tam tedy PF.
Použijeme substituci t = tanx = φ(x). Funkce f(t) = t2

(t2+1)(2t2+1)
.

Intervaly: (αk, βk) = (−π
2 + kπ, π2 + kπ), (a, b) = (−∞,∞). Navíc φ(αk, βk) =

(−∞,∞) ⊆ (a, b).
Zasubstituujeme∫

sin2 x

1 + sin2 x
dx →

∫ t2

t2+1

1 + t2

t2+1

· 1

t2 + 1
dt =

∫
t2

(1 + t2)(2t2 + 1)
dt

=

∫
1

1 + t2
dt−

∫
1

2t2 + 1
dt

C
= arctan t− 1√

2
arctan

√
2t

x ∈ (−π
2 + kπ, π2 + kπ)

Tedy

G(x) = arctan(tanx)− 1√
2
arctan(

√
2 tanx) + ck, x ∈ (−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ)

V bodech π
2 + kπ je potřeba funkci slepit. Limity:

lim
x→(π

2
+πk)−

arctan(tanx)− 1√
2
arctan(

√
2 tanx) + ck =

(√
2− 1√
2

)
π

2
+ ck

lim
x→(π

2
+πk)+

arctan(tanx)− 1√
2
arctan(

√
2 tanx) + ck+1 = −

(√
2− 1√
2

)
π

2
+ ck+1.
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tedy

ck+1 =

(√
2− 1√
2

)
π + ck.

Odtud

ck =

(√
2− 1√
2

)
kπ + c0, k ∈ Z.

Protože G i g jsou spojité na (−∞,∞), můžeme použít lemma o lepení.
Závěr:

G(x) =

{
arctan tanx− 1√

2
arctan

√
2 tanx+ kπ

√
2−1√
2

+ c0, x ∈ (−π/2 + kπ;π/2 + 2π)

π
2

√
2−1√
2

+ kπ
√
2−1√
2

+ c0, x = π
2 + kπ

5. g(x) =
1

(1− cos2 x)(1 + cos2 x)
Řešení:
Podmínky: cosx ̸= ±1, x ̸= 0 + kπ.
Funkce g je spojitá na (0 + kπ, π + kπ), má tam tedy PF.
Použijeme substituci t = cotx = φ(x). Funkce f(t) = − 1+t2

1+2t2
.

Intervaly: (αk, βk) = (0+kπ, π+kπ), (a, b) = (−∞,∞). Navíc φ(αk, βk) = (−∞,∞) ⊆
(a, b).
Zasubstituujeme∫

1

(1− cos2 x)(1 + cos2 x)
dx →

∫
1

1
1+t2

(
1 + t2

1+t2

) −1

1 + t2
dt

= −
∫

1 + t2

1 + 2t2
dt = −

∫
1

2
+

1

2

1

1 + 2t2
dt

C
= −1

2
t− 1

2
√
2
arctan(

√
2t)

→
∫

g(x)
C
= −1

2
cotx− 1

2
√
2
arctan(

√
2 cotx)

x ∈ (0 + kπ, π + kπ)

Tedy

G(x) = −1

2
cotx− 1

2
√
2
arctan(

√
2 cotx) + ck, x ∈ (0 + kπ, π + kπ)

Funkce se při této substituci nelepí.

6. g(x) =
1 + sinx

2 + cosx
Řešení: Zdroj příkladu: https://matematika.cuni.cz/ikalkulus.html
Funkce g je spojitá na (−∞,∞), má tam tedy PF.
Použijeme substituci t = tan x

2 = φ(x). Funkce f(t) = 2(1+t)2

(t2+1)(t2+3)
.

Intervaly: (αk, βk) = (−π + 2kπ, π + 2kπ), (a, b) = (−∞,∞). Navíc φ(αk, βk) =
(−∞,∞) ⊆ (a, b).
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Zasubstituujeme∫
1 + sinx

2 + cosx
dx =

∫
2(1 + t)2

(t2 + 1)(t2 + 3)
dt =

∫
2

3 + t2
+

2t

1 + t2
− 2t

3 + t2
dt

C
=

2√
3
arctan

t√
3
+ log(1 + t2)− log(3 + t2)

=
2√
3
arctan

t√
3
+ log

(1 + t2)

(3 + t2)

→
∫

g(x)
C
=

2√
3
arctan

tg x
2√
3

+ log
(1 + (tg x

2 )
2)

(3 + (tg x
2 )

2)

x ∈ (−π + 2kπ, π + 2kπ)

Tedy

G(x) =
2√
3
arctan

tg x
2√
3

+ log
(1 + (tg x

2 )
2)

(3 + (tg x
2 )

2)
+ ck, x ∈ (−π + 2kπ, π + 2kπ)

V bodech π + 2kπ je potřeba funkci slepit. Limity:

lim
x→(π+2πk)−

2√
3
arctan

tg x
2√
3

+ log
(1 + (tg x

2 )
2)

(3 + (tg x
2 )

2)
+ ck =

π√
3
+ ck,

lim
x→(π+2πk)+

2√
3
arctan

tg x
2√
3

+ log
(1 + (tg x

2 )
2)

(3 + (tg x
2 )

2)
+ ck+1 = − π√

3
+ ck+1.

tedy

ck+1 =
2π√
3
+ ck.

Odtud
ck =

2πk√
3
+ c0, k ∈ Z.

Protože G i g jsou spojité na (−∞,∞), můžeme použít lemma o lepení.
Závěr:

G(x) =

 2√
3
arctan

tg x
2√
3
+ log

(1+(tg x
2
)2)

(3+(tg x
2
)2)

+ kπ 2√
3
+ c0 x ∈ (−π + 2kπ;π + 2kπ)

π√
3
+ kπ 2√

3
+ c0 x = π + 2kπ

7. g(x) =
sin2 x− cos2 x

sin2 x+ 4 cos2 x
Řešení: Zdroj příkladu: https://matematika.cuni.cz/ikalkulus.html
Funkce g je spojitá na (−∞,∞), má tam tedy PF.
Použijeme substituci t = tanx = φ(x). Funkce f(t) = t2−1

(t2+1)(t2+4)
.

Intervaly: (αk, βk) = (−π
2 + kπ, π2 + kπ), (a, b) = (−∞,∞). Navíc φ(αk, βk) =

(−∞,∞) ⊆ (a, b).
Zasubstituujeme∫

sin2 x− cos2 x

sin2 x+ 4 cos2 x
dx →

∫
t2 − 1

(t2 + 1)(t2 + 4)
dt =

5

3

1

4 + t2
− 2

3

1

1 + t2
dt

C
=

5

6
arctan

t

2
− 2

3
arctan t

→
∫

g(x)
C
=

5

6
arctan

tanx

2
− 2

3
arctan(tanx)
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x ∈ (−π
2 + kπ, π2 + kπ)

Tedy

G(x) =
5

6
arctan

tanx

2
− 2

3
arctan(tanx) + ck, x ∈ (−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ)

V bodech π
2 + kπ je potřeba funkci slepit. Limity:

lim
x→(π

2
+πk)−

5

6
arctan

tanx

2
− 2

3
arctan(tanx) + ck =

π

12
+ ck

lim
x→(π

2
+πk)+

5

6
arctan

tanx

2
− 2

3
arctan(tanx) + ck+1 = − π

12
+ ck+1

tedy
ck+1 =

π

6
+ ck.

Odtud
ck =

π

6
k + c0, k ∈ Z.

Protože G i g jsou spojité na (−∞,∞), můžeme použít lemma o lepení.
Závěr:

G(x) =

{
5
6 arctan

tanx
2 − 2

3 arctan(tanx) + ck, x ∈ (−π
2 + kπ, π2 + kπ)

π
12 + π

6k + c0, x = π
2 + kπ

8. g(x) =
1

sinx+ 2
Řešení: Zdroj příkladu: Petr Holický, Ondřej F.K. Kalenda : Metody řešení vybraných
úloh z matematické analýzy pro 2. - 4. semestr
Funkce g je spojitá na (−∞,∞), má tam tedy PF.
Použijeme substituci t = tan x

2 = φ(x). Funkce f(t) = 1
t2+t+1

Intervaly: (αk, βk) = (−π + 2kπ, π + 2kπ), (a, b) = (−∞,∞). Navíc φ(αk, βk) =
(−∞,∞) ⊆ (a, b).
Zasubstituujeme∫

1

sinx+ 2
dx →

∫
1

t2 + t+ 1
dt

C
=

2√
3
arctan

(
2√
3
t+

1√
3

)
→
∫

g(x)
C
=

2√
3
arctan

(
2√
3
tan

x

2
+

1√
3

)
x ∈ (−π + 2kπ, π + 2kπ)

Tedy

G(x) =
2√
3
arctan

(
2√
3
tan

x

2
+

1√
3

)
+ ck, x ∈ (−π + 2kπ, π + 2kπ)

V bodech π + 2kπ je potřeba funkci slepit. Limity:

lim
x→(π+2πk)−

2√
3
arctan

(
2√
3
tan

x

2
+

1√
3

)
+ ck =

π√
3
+ ck,

lim
x→(π+2πk)+

2√
3
arctan

(
2√
3
tan

x

2
+

1√
3

)
+ ck+1 = − π√

3
+ ck+1.
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tedy

ck+1 =
2π√
3
+ ck.

Odtud
ck =

2πk√
3
+ c0, k ∈ Z.

Protože G i g jsou spojité na (−∞,∞), můžeme použít lemma o lepení.
Závěr:

G(x) =

 2√
3
arctan

(
2√
3
tan x

2 + 1√
3

)
+ kπ 2√

3
+ c0 x ∈ (−π + 2kπ;π + 2kπ)

π√
3
+ kπ 2√

3
+ c0 x = π + 2kπ
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