
10. cvi£ení � Goniometrické substituce

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

�ást p°íklad· máme odtud: https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/ps10/sbir
ka2/m_analyza_v2/SPzMAI_v2.pdf

P°íklady

Najd¥te primitivní funkce

1. g(x) =
sinx

1 + cosx
�e²ení: Podmínky: cosx ̸= −1, tedy x ̸= π + 2kπ. Funkce g je spojitá na intervalech
(−π + 2kπ, π + 2kπ), k ∈ Z, má tam tedy PF.
Pouºijeme substituci t = cosx = φ(x). Funkce f(t) = −1

1+t .
Intervaly: (αk, βk) = (−π+2kπ, π+2kπ), (a, b) = (−1,∞). Navíc φ(αk, βk) = (−1, 1] ⊆
(a, b).
Pak

dt = − sinx dx

Zasubstituujeme∫
sinx

1 + cosx
dx →

∫
−1

1 + t
dt

C
= − log |1 + t| →

∫
g(x) dx

C
= − log |1 + cosx|

x ∈ (−π + 2kπ, π + 2kπ)

2. g(x) =
1

1 + sin2 x
�e²ení: Funkce g je spojitá na R, má tam tedy PF.
Pouºijeme substituci t = tanx = φ(x). Funkce f(t) = 1

1+2t2
.

Intervaly: (αk, βk) = (−π
2 + kπ, π2 + kπ), (a, b) = (−∞,∞). Navíc φ(αk, βk) =

(−∞,∞) ⊆ (a, b).
Máme tedy

dt =
1

cos2 x
dx,

1

1 + t2
= dx

Zasubstituujeme∫
1

1 + sin2 x
dx →

∫
1

1 + t2

1+t2

· 1

1 + t2
dt =

∫
1

1 + 2t2
=

∫
1

1 + (
√
2t)2

C
=

√
2

2
arctan(

√
2t) →

∫
g(x) dx

C
=

√
2

2
arctan(

√
2 tanx)

x ∈ (−π
2 + kπ, π2 + kπ)

V bodech π
2 + kπ je pot°eba funkci slepit, coº bude náplní aº p°í²tí hodiny.

3. g(x) =
3 sin2 x+ cos2 x

sin2 x+ 3 cos2 x
�e²ení: Funkce g je spojitá na R, má tam tedy PF.
Pouºijeme substituci t = tanx = φ(x). Funkce f(t) = 3t2+1

t2+3
· 1
t2+1

.
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Intervaly: (αk, βk) = (−π
2 + kπ, π2 + kπ), (a, b) = (−∞,∞). Navíc φ(αk, βk) =

(−∞,∞) ⊆ (a, b).
Máme tedy

dt =
1

cos2 x
dx,

1

1 + t2
= dx

Zasubstituujeme ∫
3 sin2 x+ cos2 x

sin2 x+ 3 cos2 x
dx →

∫
3t2 + 1

t2 + 3
· 1

t2 + 1
dt

Dále °e²íme rozkladem na parciální zlomky. Ve zlomku

3t2 + 1

(t2 + 3)(t2 + 1)

formáln¥ pi²me y místo t2.
Varování: tento trik slouºí pouze k rozkladu na parciální zlomky, nelze s ním dále
integrovat.
Pak podle v¥ty o rozkladu na parciální zlomky máme, ºe

3y + 1

(y + 3)(y + 1)
=

A

y + 3
+

B

y + 1

3y + 1 = A(y + 1) +B(y + 3)

a dosazením y = −1 dostaneme, ºe B = −1, dosazením y = −3 dostaneme, ºe A = 4.
Platí tedy, ºe

3t2 + 1

(t2 + 3)(t2 + 1)
=

4

t2 + 3
− 1

t2 + 1

Nyní dokon£íme integraci∫
3t2 + 1

t2 + 3

1

t2 + 1
dt =

∫ (
4

t2 + 3
− 1

t2 + 1

)
dt

C
=

4√
3
arctan

t√
3
− arctan t

→
∫

g(x)
C
=

4√
3
arctan

tg x√
3
− arctan(tg x)

x ∈ (−π
2 + kπ, π2 + kπ)

V bodech π
2 + kπ je pot°eba funkci slepit, coº bude náplní aº p°í²tí hodiny.

4. g(x) =
cos3 x

2− sinx
�e²ení: Funkce g je spojitá na R, má tam tedy PF.
Pouºijeme substituci t = sinx = φ(x). Funkce f(t) = 1−t2

2−t .
Intervaly: (α, β) = (−∞,∞). (a, b) = (−∞, 2). Navíc φ(α, β) = [−1, 1] ⊆ (a, b). Máme
dt = cosx dx.
Zasubstituujeme∫

cos3 x

2− sinx
dx →

∫
1− t2

2− t
dt =

∫
2 + t+

3

t− 2
dt

C
= 2t+

t2

2
+ 3 log |t− 2|

→
∫

g(x) dx
C
= 2 sinx+

sin2 x

2
+ 3 log | sinx− 2|

x ∈ (−∞,∞)
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5. g(x) =
1

2− cosx
�e²ení: Funkce g je spojitá na R, má tam tedy PF.
Pouºijeme substituci t = tan x

2 = φ(x). Funkce f(t) = 2
1+3t2

.
Intervaly: (αk, βk) = (−π + 2kπ, π + 2kπ), (a, b) = (−∞,∞). Navíc φ(αk, βk) =
(−∞,∞) ⊆ (a, b).
Máme

dt =
1

2 cos2 x
2

dx,
2

1 + t2
= dx

Zasubstituujeme∫
1

2− cosx
dx →

∫
1

2− 1−t2

1+t2

· 2

1 + t2
dt =

∫
2

1 + 3t2
=

∫
2

1 + (
√
3t)2

C
=

2√
3
arctan(

√
3t) →

∫
g(x) dx

C
=

2√
3
arctan(

√
3 tan

x

2
)

x ∈ (−π + 2kπ, π + 2kπ),
V bodech π + 2kπ je pot°eba funkci slepit, coº bude náplní aº p°í²tí hodiny.

6. g(x) =
1

sinx
�e²ení: Funkce g je spojitá na (0 + kπ, π + kπ), má tam tedy PF.
Pouºijeme substituci t = cosx = φ(x). Funkce f(t) = − 1

1−t2
.

Intervaly: (α, β) = (0 + kπ, π + kπ), (a, b) = (−1, 1). Navíc φ(α, β) = (−1, 1) ⊆ (a, b).
Máme dt = − sinx dx.
Zasubstituujeme∫

1

sinx
dx =

∫
sinx

sin2 x
dx =

∫
sinx

1− cos2 x
dx →

∫
−1

1− t2
dt =

∫
1

2

1

t− 1
− 1

2

1

t+ 1

C
=

1

2
log |t− 1| − 1

2
log |t+ 1| →

∫
g(x) dx

C
=

1

2
log | cosx− 1| − 1

2
log | cosx+ 1|

x ∈ (0 + kπ, π + kπ)

7. g(x) =
1

cosx sin3 x
�e²ení: Podmínky: cosx ̸= 0, sin ̸= 0, tedy x ̸= k π

2 .
Funkce g je spojitá na (0 + k π

2 ,
π
2 + k π

2 ), má tam tedy PF.
Pouºijeme substituci t = tanx = φ(x). Funkce f(t) = t2+1

t3
.

Intervaly: (αk, βk) = (0+kπ, π2 +kπ), (a, b) = (0,∞). Navíc φ(αk, βk) = (0,∞) ⊆ (a, b).
Máme tedy

dt =
1

cos2 x
dx,

1

1 + t2
= dx

Zasubstituujeme∫
1

cosx sin3 x
dx =

∫
1

cosx sinx · sin2 x
dx →

∫
1

t
1+t2

· t2

1+t2

· 1

1 + t2
dt =

∫
t2 + 1

t3
dt

C
= log |t| − 1

2
t2 →

∫
g(x)

C
= log | tg x| − 1

2 tg2 x
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x ∈ (0 + kπ, π2 + kπ)

Nyní v¥tu o substituci aplikujeme je²t¥ jednou s intervaly: Intervaly: (αk, βk) = (π2 +
kπ, π + kπ), (a, b) = (−∞, 0). Navíc φ(αk, βk) = (−∞, 0) ⊆ (a, b).
Záv¥r: ∫

g(x)
C
= log | tg x| − 1

2 tg2 x

x ∈ (0 + k π
2 ,

π
2 + k π

2 )

Poznámka:

1

2 tan2 x
=

cos2 x

2 sin2 x

C
=

cos2 x

2 sin2 x
+

1

2
=

cos2 x+ sin2 x

2 sin2 x
=

1

2 sin2 x

8. g(x) =
sinx

sinx− cosx
�e²ení: Podmínky: cosx ̸= sin ̸= 0, tedy x ̸= π

4 + kπ.
Funkce g je spojitá na (−3

4π + kπ, π4 + kπ), má tam tedy PF.
Pouºijeme substituci t = tanx = φ(x). Funkce f(t) = t

t−1 · 1
1+t2

.
Intervaly: (αk, βk) = (−3

4π+ kπ,−π
2 + kπ), (a, b) = (1,∞). Navíc φ(αk, βk) = (1,∞) ⊆

(a, b).
Máme tedy

dt =
1

cos2 x
dx,

1

1 + t2
= dx

Zasubstituujeme∫
sinx

sinx− cosx
dx =

∫
tanx

tanx− 1
dx →

∫
t

t− 1
· 1

1 + t2
dt =

∫ 1
2

t− 1
+

1

2
· −t+ 1

1 + t2
dt

=

∫ 1
2

t− 1
− 1

4
· 2t

1 + t2
+

1
2

1 + t2
dt

C
=

1

2
log |t− 1| − 1

4
log |t2 + 1|+ 1

2
arctan t

→
∫

g(x)
C
=

1

2
log | tanx− 1| − 1

4
log | tan2 x+ 1|+ 1

2
arctan(tanx)

x ∈ (−3
4π + kπ,−π

2 + kπ)

Nyní v¥tu o substituci aplikujeme je²t¥ jednou s intervaly: Intervaly: (ᾱk, β̄k) = (−π
2 +

kπ, π4 + kπ), (ā, b̄) = (−∞, 1). Navíc φ(ᾱk, β̄k) = (−∞, 1) ⊆ (ā, b̄).
Záv¥r: ∫

g(x)
C
=

1

2
log | tanx− 1| − 1

4
log | tan2 x+ 1|+ 1

2
arctan(tanx)

x ∈ (−3
4π + kπ,−π

2 + kπ)

x ∈ (−π
2 + kπ, π4 + kπ),

V bodech −π
2 + kπ je pot°eba funkci slepit, coº bude náplní aº p°í²tí hodiny.

9. g(x) =
sin3 x

1 + 4 cos2 x+ 3 sin2 x
�e²ení: Funkce g je spojitá na (−∞,∞), má tam tedy PF.
Pouºijeme substituci t = cosx = φ(x). Funkce f(t) = t2−1

t2+4
.

Intervaly: (α, β) = (−∞,∞) (a, b) = (−∞,∞). Navíc φ(α, β) = [−1, 1] ⊆ (a, b). Máme
dt = − sinx dx.
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Zasubstituujeme∫
sin3 x

1 + 4 cos2 x+ 3 sin2 x
dx =

∫
(1− cos2 x) sinx

1 + 4 cos2 x+ 3(1− cos2 x)
dx

→
∫

t2 − 1

1 + 4t2 + 3(1− t2)
dt =

∫
t2 − 1

t2 + 4
dt =

∫
1− 5

t2 + 4

C
= t− 5

2
arctan

t

2

→
∫

g(x) dx
C
= cosx− 5

2
arctan

cosx

2

x ∈ (−∞,∞)

10. g(x) = tg5 x

Podmínky: cosx ̸= 0, tedy x ̸= π
2 + kπ

Funkce g je spojitá na (−π
2 + kπ, π2 + kπ), má tam tedy PF.

Pouºijeme substituci t = tanx = φ(x). Funkce f(t) = t5

1+t2
.

Intervaly: (αk, βk) = (−π
2 + kπ, π2 + kπ), (a, b) = (−∞,∞). Navíc φ(αk, βk) =

(−∞,∞) ⊆ (a, b).
Máme tedy

dt =
1

cos2 x
dx,

1

1 + t2
= dx

Zasubstituujeme∫
tan5 x dx →

∫
t5

1 + t2
dt =

∫ (
t3 − t+

t

t2 + 1

)
dt

C
=

t4

4
− t2

2
+

1

2
ln(1 + t2)

→
∫

g(x)
C
=

1

4
tan4 x− 1

2
tan2 x+

1

2
ln(1 + tan2 x)

x ∈ (−π
2 + kπ, π2 + kπ)

11. g(x) =
sinx

1 + sinx
�e²ení: Podmínky sinx ̸= −1, tedy x ̸= −π

2 + 2kπ.
Funkce g je spojitá na (−π

2 + 2kπ, 3π2 + 2kπ), má tam tedy PF.
Pouºijeme substituci t = tan x

2 = φ(x). Funkce f(t) = 4t
(t2+1)(t+1)2

.
Intervaly: (αk, βk) = (−π

2 + 2kπ, π + 2kπ), (a, b) = (−1,∞). Navíc φ(αk, βk) =
(−1,∞) ⊆ (a, b).
Máme

dt =
1

2 cos2 x
2

dx,
2

1 + t2
= dx

Zasubstituujeme∫
sinx

1 + sinx
dx →

∫
2t

t2 + 1
· 1

1 + 2t
t2+1

· 2

t2 + 1
dt =

∫
4t

(t2 + 1)(t2 + 2t+ 1)
dt

=

∫
4t

(t2 + 1)(t+ 1)2
dt =

Postupujeme rozkladem na parciální zlomky, který hledáme ve tvaru

4t

(t2 + 1)(t+ 1)2
=

A

t+ 1
+

B

(t+ 1)2
+

Ct+D

t2 + 1
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Odkud p°enásobením vyplývá

4t = A(t+ 1)(t2 + 1) +B(t2 + 1) + (Ct+D)(t+ 1)2

Dosazením t = −1 dostaneme, ºe B = −2. Dosazením t = i dostaneme

4i = (Ci+D)(1 + i)2 = (Ci+D) · 2i

2 = Ci+D

odkud plyne, ºe C = 0 a D = 2. Zp¥tným dosazením dostaneme

4t = A(t+ 1)(t2 + 1)− 2(t2 + 1) + 2(t+ 1)2

a porovnáním absolutním £len· vidíme, ºe 0 = A − 2 + 2, tedy, ºe A = 0. Hledaný
rozklad má tedy tvar

4t

(t2 + 1)(t+ 1)2
= − 2

(t+ 1)2
+

2

t2 + 1

Dokon£eme integraci.∫
4t

(t2 + 1)(t+ 1)2
= −

∫
2

(t+ 1)2
dt+

∫
2

t2 + 1
dt

C
=

2

t+ 1
+ 2 arctan t

→
∫

g(x)
C
=

2

1 + tg x
2

+ 2arctan(tg
x

2
)

x ∈ (−π
2 + 2kπ, π + 2kπ),

Nyní v¥tu o substituci aplikujeme je²t¥ jednou s intervaly: Intervaly: (ᾱk, β̄k) = (π +
2kπ, 3π2 + 2kπ), (ā, b̄) = (−∞,−1). Navíc φ(ᾱk, β̄k) = (−∞,−1) ⊆ (ā, b̄).
Záv¥r: ∫

g(x)
C
=

2

1 + tg x
2

+ 2arctan(tg
x

2
)

x ∈ (−π
2 + 2kπ, π + 2kπ), x ∈ (π + 2kπ, 3π2 + 2kπ).

V bodech π + 2kπ je pot°eba funkci slepit, coº bude náplní aº p°í²tí hodiny.

12. g(x) =
2− sinx

2 + cosx
�e²ení:

Funkce g je spojitá na (−∞,∞), má tam tedy PF.
Pouºijeme substituci t = tan x

2 = φ(x). Funkce f(t) = 4 t2−t+1
(t2+1)(t2+3)

.
Intervaly: (αk, βk) = (−π + 2kπ, π + 2kπ), (a, b) = (−∞,∞). Navíc φ(αk, βk) =
(−∞,∞) ⊆ (a, b).
Máme

dt =
1

2 cos2 x
2

dx,
2

1 + t2
= dx

Zasubstituujeme
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∫
2− sinx

2 + cosx
dx →

∫
2− 2t

1+t2

2 + 1−t2

1+t2

· 2

1 + t2
dt = 4

∫
t2 − t+ 1

(t2 + 1)(t2 + 3)
dt =

∫
4 + 2t

t2 + 3
− 2t

t2 + 1
dt

=

∫
2t

t2 + 3
+

4

t2 + 3
− 2t

t2 + 1
dt

C
= log |t2 + 3|+ 4√

3
arctan

t√
3
− log |t2 + 1|

→
∫

g(x)
C
= log | tan2 x

2
+ 3|+ 4√

3
arctan

tan x
2√
3

− log | tan2 x
2
+ 1|

x ∈ (−π + 2kπ, π + 2kπ)

V bodech π + 2kπ je pot°eba funkci slepit, coº bude náplní aº p°í²tí hodiny.

Bonus

13. Které/á z následujících tvrzení jsou pravdivá?

(a) Jestliºe f ′(x) = g′(x) (pro v²echna x), pak f(x) = g(x) (pro v²echna x).
(b) Jestliºe

∫
f(x) =

∫
g(x) (pro v²echna x), pak f(x) = g(x) (pro v²echna x).

Zdroj: http://www.math.cornell.edu/~GoodQuestions/GQbysection_pdfversion.pdf

�e²ení: "⇒" P°edpokládejme, ºe f není stejnom¥rn¥ spojitá na intervalu I. Neboli

∃ε > 0 ∀δ > 0 ∃x, y ∈ I, |x− y| < δ : |f(x)− f(y)| ≥ ε.

Najd¥me tedy takové ε > 0 a zvolme n ∈ N. Poloºme δn = 1
n . Protoºe f není ste-

jnom¥rn¥ spojitá, tak existuje x = xn a y = yn takové, ºe |xn − yn| < δ = 1
n a zárove¬

|f(xn)− f(yn)| ≥ ε.
Zbývá ukázat, ºe limn→∞ |xn − yn| = 0. Zvolme η > 0. Najd¥me n0 ∈ N takové, ºe
1
n0

< η. Pak pro kaºdé n ≥ n0 platí

|xn − yn| ≤
1

n
≤ 1

n0
< η.

"⇐"
M¥jme takové ε > 0 a posloupnosti {xn} a {yn} takové, ºe limn→∞ |xn − yn| = 0 a
|f(xn)− f(yn)| ≥ ε pro kaºdé n ∈ N.
Z de�nice limity pro kaºdé δ > 0 existuje n0 ∈ N, ºe pro kaºdé n ≥ n0 je |xn − yn| < δ.
Zvolme tedy δ > 0 a poloºme x = xn a y = yn. Pak máme |x − y| < δ a zárove¬
|f(xn)− f(yn)| ≥ ε.
QED.

14. PRAVDA � NEPRAVDA Nech´ F je primitivní funkce k f na intervalu (a, b).

NE Jestliºe (a, b) je omezený a F je omezená, pak i f je omezená.
Protip°íklad: F =

√
x, f = 1

2
√
x
na (0, 1).

NE Jestliºe f je omezená a spojitá, pak i F je omezená.
Protip°íklad: f = 1

x , F = lnx na (1,∞).

15. PRAVDA Nech´ funkce f má na R primitivní funkci, g je polynom. Pak k funkci fg
existuje primitivní funkce na R.
�e²ení: Uvaºujme polynom g stupn¥ n.
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� n = 0, tedy g = a, kde a je konstanta. Pak z linearity∫
af = aF.

� n = 1, tedy g = ax+ b. Pak z per partes (polynom g i g′ je spojitá funkce) máme∫
fg = Fg −

∫
Fg′ = Fg −

∫
Fa.

Integrál na pravé stran¥ existuje, protoºe Fa je spojitá funkce. (F jako primitivní
funkce musí být spojitá.)

� Obecné n: ∫
fg = Fg −

∫
Fg′

Integrál na pravé stran¥ existuje, protoºe Fg′ je spojitá funkce.

De�nice 1. �ekneme, ºe funkce f : I → R je stejnom¥rn¥ spojitá na intervalu I, jestliºe

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x, y ∈ I, |x− y| < δ : |f(x)− f(y)| < ε.

16. Dokaºte: Nech´ I je interval, f : I → R. Pak f není stejnom¥rn¥ spojitá na I práv¥
tehdy, kdyº existuje ε > 0 a posloupnosti {xn}, {yn} bod· z I spl¬ující
limn→∞ |xn − yn| = 0 a |f(xn)− f(yn)| ≥ ε pro kaºdé n ∈ N.
�e²ení: "⇒" P°edpokládejme, ºe f není stejnom¥rn¥ spojitá na intervalu I. Neboli

∃ε > 0 ∀δ > 0 ∃x, y ∈ I, |x− y| < δ : |f(x)− f(y)| ≥ ε.

Najd¥me tedy takové ε > 0 a zvolme n ∈ N. Poloºme δn = 1
n . Protoºe f není ste-

jnom¥rn¥ spojitá, tak existuje x = xn a y = yn takové, ºe |xn − yn| < δ = 1
n a zárove¬

|f(xn)− f(yn)| ≥ ε.
Zbývá ukázat, ºe limn→∞ |xn − yn| = 0. Zvolme η > 0. Najd¥me n0 ∈ N takové, ºe
1
n0

< η. Pak pro kaºdé n ≥ n0 platí

|xn − yn| ≤
1

n
≤ 1

n0
< η.

"⇐"
M¥jme takové ε > 0 a posloupnosti {xn} a {yn} takové, ºe limn→∞ |xn − yn| = 0 a
|f(xn)− f(yn)| ≥ ε pro kaºdé n ∈ N.
Z de�nice limity pro kaºdé δ > 0 existuje n0 ∈ N, ºe pro kaºdé n ≥ n0 je |xn − yn| < δ.
Zvolme tedy δ > 0 a poloºme x = xn a y = yn. Pak máme |x − y| < δ a zárove¬
|f(xn)− f(yn)| ≥ ε.
QED.
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