10. cviceni — Goniometrické substituce
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Cast prikladi mame odtud: https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/ps10/sbir

ka2/m_analyza_v2/SPzMAI_v2.pdf

Piiklady

Najdéte primitivn{ funkce

L g(z) =

sinx
g 1+ cosx
Resgeni: Podminky: cosx # —1, tedy x # w + 2kw. Funkce ¢ je spojitd na intervalech
(=7 + 2km, 7w 4 2km), k € Z, m4 tam tedy PF.

Pouzijeme substituci t = cosz = p(x). Funkce f(t) = 1;+1t

Intervaly: (ag, B) = (—m+2km, 7+2k7), (a,b) = (~1,00). Navic p(ax, B) = (~1,1] C

(a,b).

Pak

dt = —sinz dz
Zasubstituujeme
sinx .
/1+cosa: /1+t —log |1 + ‘%/Q(UC) x og |1+ cos z|
x € (—m+ 2km, w4 2km)
1

9@ = g,

ReSeni: Funkce g je spojita na R, méa tam tedy PF.

Pouzijeme substituci t = tanz = p(x). Funkce f(t) = ﬁ

Intervaly: (ou,Br) = (=% + km, § + kn), (a,b) = (—o0,00). Navic ¢(ag,fr) =
(—00,00) C (a,b).

Méme tedy
1 1
dt = ——dx, = dx
cos? x 1+ 2
Zasubstituujeme
1 1 1 1
——dz — 3 5 dt = 5 =
l—i—smx 1+1+t2 14t 142t 1+ (v/2t)2

2 2
< \Q[arctan V2t) —>/ \garctan(\ftana:)

v (=5 +kn, 5+ kn)
V bodech § + k7 je potteba funkci slepit, coz bude naplni az pifsti hodiny.

3sin? z + cos? z

.g(x) =
gv( ) sin? 2 + 3cos?x
ReSeni: Funkce g je spojitd na R, m4 tam tedy PF.

Pouzijeme substituci t = tanz = p(x). Funkce f(t) = 35131 . ﬁ
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Intervaly: (ow,Br) = (=% + km, § + kn), (a,b) = (—o0,00). Navic ¢(ag,fr) =
(—00,00) C (a,b).

Méme tedy

1 1
dx

dt =
cos?x 1+ ¢2

= dz

Zasubstituujeme

3sin?x + cos? 3241 1
— 5 dr — 5 a5 dt
sin“ x + 3 cos* x t*+3 t-+1

Déle feSime rozkladem na parcidlni zlomky. Ve zlomku
3t +1
(t2+3)(t2 + 1)

formélné pisme y misto t2.
Varovani: tento trik slouzi pouze k rozkladu na parcidlni zlomky, nelze s nim dale
integrovat.
Pak podle véty o rozkladu na parcialni zlomky mame, Ze
3y+1 A B
Wi3wrD) g3 yrl

3y+1=Ay+1)+ B(y+3)

a dosazenim y = —1 dostaneme, 7e B = —1, dosazenim y = —3 dostaneme, ze A = 4.
Plati tedy, ze

3t2+1 4 1
(t2+3)2+1) 2+3 241
Nyni dokon¢ime integraci

/3t2+1 1 " / 4 1 & 4 . t ot
- — _ —= ——= arctan — — arctan
t2+3t2+1 24+3 241 V3 V3

tgx
— / — arctan 8L arctan(tg )

V3

1Q

x € (—§—|—k7r,§+k:7r)
V bodech § + k7 je potfeba funkci slepit, coz bude naplni az piisti hodiny.
3
cos® x
4. =—
gv(:c) 2 —sinz
ResSeni: Funkce g je spojitd na R, mé tam tedy PF.
Pouzijeme substituci ¢ = sinz = p(x). Funkce f(t) =
Intervaly: (o, 8) = (—o00,0). (a,b) = (—o0,2). Navic ap( B) =[-1,1] C (a,b). Mame
dt = cos x dzx.
Zasubstituujeme

cos® x
2 —sinx Slnx

x € (—00,00)

t2

3 t2
/2+t+”dtg2t+2+3logt—2|

(2
—>/g(x)dx:2$inx+sm2x+310g|sinx—2|
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1
> gv(:c) - 2—cosw
ResSeni: Funkce g je spojitd na R, mé tam tedy PF.
Pouzijeme substituci ¢t = tan § = ¢(z). Funkee f(t) = 7 +23t2
Intervaly: (ag,Br) = (=7 + 2kn,m + 2km), (a,b) = (—00,00). Navic p(ag, Bk)
(—00,0) C (a,b).

Méme . 5

dt = ———=d ——=d

2cos? & “ 1+ ¢2 .
Zasubstituujeme
1 2 2 2
/dx%/ 7 2dt:/ 2:/ 5
2 —cosx 1+t2 1+1 1+3t 1+ (\/3t)
g larctan V3t) —>/ )dx = iau"ctan(\ftaun )
V3 V3 2

x € (—m + 2km, 7 + 2km),
V bodech 7 4 2k7 je potieba funkci slepit, coz bude naplni az p¥isti hodiny.

6. g(x) = —
g sin x
Resgeni: Funkce g je spojita na (0 + k7, ™ + k7), ma tam tedy PF.
Pouzijeme substituci t = cosz = p(x). Funkce f(t) = —ﬁ.
Intervaly: («, ) = (0 + km, 7 + k), (a,b) = (—1,1). Navic ¢(c,8) = (—=1,1) C (a,b).
Méme dt = —sinz dz.

Zasubstituujeme

/ 1 d /sin:cd / sinx _>/ /1 1 1 1
r= | ——dx = -
sin sin? z 1 —cos?zx 1—t2 2t—1 2t+1

log|t1|log|t+1|ﬁ/ daz— log|cosx—1|—§log|cosx+1|

z € (0+ km,m+ k)

1
7. g(x) = —— 3
. cos x sin® x
Regeni: Podminky: cosx # 0, sin # 0, tedy x # k7.
Funkce g je spojita na (04 k5, 5 + k%), ma tam tedy PF.
Pouzijeme substituci t = tanxz = p(x). Funkce f(t) = tzt‘SH.
Intervaly: (ag,Bx) = (0+km, §+k7), (a,b) = (0,00). Navic ¢(ay, Br) = (0,00) C (a,b).

Méme tedy
1 1
dt = dx, = dx
cos? z 1+ ¢2
Zasubstituujeme
1 1 1 1 t2+1
/3dx—/ 5 da:—>/ T 2dt:/§dt
cos T sin® x cosxsin - sin“x Tz 13 . 1+t t
+t 1+t
C 2 C
= log |t| — ft — =1 t -
ogltl = 5t [ 9(o) € log | tgal - 7
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€ (0+km, 5+ kn)
Nyni vétu o substituci aplikujeme jesté jednou s intervaly: Intervaly: (ou,Br) = (5 +
b, + k), (a,6) = (—00,0). Navic g(ag, 8) = (—00,0) C (a,b)

Z4vér:
/ (aﬁ)glo ltg x| — ———
g g|tg ez
T € (0+k%,g+k’g)
Poznamka:
1 _ cos? x c cos? 1 _ cos?x +sin?z _ 1
2tan?z  2sin?z  2sinz 0 2 2sin? z © 2sin?x
sinzx
8. g(z) =

g sinx — coszx
Reseni: Podminky: cosz # sin # 0, tedy = # § + k.
Funkce g je spojita na (—%ﬂ' + km, % + km), ma tam tedy PF.

Pouzijeme substituci t = tanz = ( ). Funkee f(t) = 5 - lth.

Intervaly: (o, Bg) = (=37 +km, =% + k), (a,b) = (1,00). Navic (o, Bi) = (1,00) C
(a,b).

Méme tedy
1 1
dt = dz, = dx
cos?x 14 ¢2
Zasubstituujeme
1
sin x tan x 5 1 —t+1
= dz — dt = 2. dt
/smx—cosx /tana:—l . /t—l 1+¢2 /t—1+2 14+¢2
= dt
/t 1 4 1+t2+1+t2

a

1 1
ilog |t —1] — Zlog]tQ + 1]+ iarctant

1 1 1
— /g(:):) < Elog|tanx -1 - Zlog\tan%n + 1|+ §arctan(tanx)

v € (—3m+km,—% + k) )
Nyni vétu o subsjituci aplikujeme jesté jednﬁou s intervaly: Intervaly: (ay, Ok) = (—g +
kﬂ-’ % + kﬂ-)? (d7b) = (—OO, 1)' Navic @(&kaﬁk) ( o0, 1) (Cl b)
ZAaver:
c 1 1 9 1
g(z) = ilog |tanz — 1| — 1 log | tan®z + 1] + 3 arctan(tan z)

v € (—3n+kn,—3 + km)
€ (—5 +kn, G+ kn),
V bodech —% + km je potieba funkci slepit, coz bude néplni az pristi hodiny.

sin®

9. g(x) =
gv( ) 1+4cos?x+ 3sinz
Resgeni: Funkce g je spojita na (—oo, 00), mé tam tedy PF.

Pouzijeme substituci t = cosz = p(x). Funkce f(t) = g;}l
Intervaly: («, 8) = (—00,0) (a,b) = (—o0,00). Navic ¢(«, 5) = [-1,1] C (a,b). Mame

dt = —sinx dx.
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Zasubstituujeme

/ sin® d / (1 — cos?z)sinx
xr =
1 +4cos?x + 3sin’x 1 +4cos?x+ 3(1 — cos? z)
2 -1 ¢ 5
— dt = dt = -
/1+4t2+3(1—t2) /t2+4 / t2+4

5 t
E t— — arctan 5

OS T

5 ¢
— dw = CcoST — 3 arctan

z € (—00,00)
10. g(z) =tg’x
Podminky: cosz # 0, tedy = # § + k7
Funkce g je spojita na (=% + km, § + k), ma tam tedy PF.

Pouzijeme substituci ¢ = tanx = ¢(x). Funkce f(t) = li—ig

Intervaly: (ow,Br) = (=% + km, § + kn), (a,b) = (—o0,00). Navic ¢(ag,fr) =

(—00,00) C (a,b).

Méme tedy
1 1
dt = dz, = dzx
cos? x 1+ 2
Zasubstituujeme
t° t ctt 2 1
5 _ 3 c 2
/tan xd$—>/2dt—/<t _t+t2+1> dt—z—§+§ln(1+t )
1 1
ftan T — §tan a:+fln(1+tan x)
v € (—5 +km, 5+ kn)
sin
11. =—
9(x) 1+sinz

Regeni: Podminky sinz # —1, tedy = # —5 +2km.

Funkee g je spojitd na (—3 + 2km, 3T + 2k7), ma tam tedy PF.
Pouzijeme substituci ¢ = tan § = (). Funkce f(t) = %
Intervaly: (ag,Br) = (=5 + 2kn,7m + 2kn), (a,b) =

(_17 OO) - (a¢ b)
Méme 1 5
dt = ———=d =d
2cos? & “ 142 “
Zasubstituujeme
i 2t 1 2 4t
/ s1n.ac dr — / ) T dt = / dt
1+sinz t2+1 1+t2j1 241 2+ 1)(2+2t+1)

B / 4t g —
) @+neE+1)2
Postupujeme rozkladem na parcialni zlomky, ktery hledame ve tvaru

4t A N B +Ct+D
E+D(E+1)2  t+1 (t+1)2 #2+1

(—1,00). Navic p(ag,fr) =
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Odkud pfenasobenim vyplyva
At = At +1)(t* +1) + B(t? + 1) + (Ct + D)(t + 1)*
Dosazenim t = —1 dostaneme, 7e B = —2. Dosazenim t = ¢ dostaneme
= (Ci+ D)(1+i)* = (Ci+ D) - 2i
2=Ci+D
odkud plyne, ze C =0 a D = 2. Zpétnym dosazenim dostaneme
At = At + 1) +1) = 2(2 + 1) + 2(t + 1)?

a porovnanim absolutnim ¢lend vidime, ze 0 = A — 2 4+ 2, tedy, ze A = 0. Hledany
rozklad ma tedy tvar

4t B 2 L2
24+ 1D)(t+1)2  (t+1)2 241

Dokonceme integraci.

/ it / 2 dt+/ 2 at€ 2 4 oarctant
= — — = arctan
(t2+1)(t+1)2 (t+ 1)2 241 t+1

— / =1 TteZ e —|— 2 arctan(tg 2)

r € (=5 + 2km, m + 2kT), )
Nyni vétu o substituci aplikujeme jesté jednou s intervaly: Intervaly: (ak,8x) = (7 +
2k, 37” + 2km), (a,b) = (—oo,—1). Navic ¢(ay, fr) = (—o0,—1) C (a,b).
Zavér:
/ (x) < L + 2arctan(t )
T = T g2 &9

v € (—5 +2km, 7+ 2km), x € (m + 2k, 37” + 2km).
V bodech 7 + 2k7 je potieba funkci slepit, coz bude naplni az p¥isti hodiny.

2 —sinx
12. = —
gz(aﬁ) 2+coszx
ResSeni:
Funkce g je spojita na (—oo,00), mé tam tedy PF.
Pouzijeme substituci ¢ = tan § = (). Funkce f(t) = %

Intervaly: (ag, k) = (=7 + 2km,m + 2k7), (a,b) = (—00,00). Navic p(ak,fr) =
<_OO7 OO) - (a7 b)
Mame
dt = ———d ——=d
2cos? 5 v 1+t v

Zasubstituujeme
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2 —si 2 -2 2 £2—t+1 442t 2
/Smxdx—>/ L2 dt:4/ + dt:/+ LAV
2+ cosx R 1+t (12 +1)(t2 + 3) t2+3 2+1

2t 4 2t 4 t
:/t2+3+t2+3—t2+1dtglog|t2+3|+\/garctan\/g—log]t2+1]

4 tan £
%/g(x) glog|ta1f12%+3]+—arc‘can 2 —log|taan+1|

V3 V3

x € (—7m + 2km, m + 2km)
V bodech 7 + 2k7 je potieba funkci slepit, coz bude naplni az prigt{ hodiny.

Bonus

13. Které/a z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?
(a) Jestlize f'(z) = ¢'(x) (pro vSechna x), pak f(z) = g(z) (pro viechna z).
(b) Jestlize [ f(z) = [ g(z) (pro vSechna z), pak f(z) = g(z) (pro viechna x).

Zdroj: http://www.math.cornell.edu/~GoodQuestions/GQbysection_pdfversion.pdf
ResSeni: "=" Piedpokladejme, Ze f neni stejnomérné spojita na intervalu I. Neboli

>0V >03z,yel, lv—y|<d:|f(x)— fly)] >e.

Najdéme tedy takové € > 0 a zvolme n € N. Polozme 6, = % Protoze f neni ste-
jnomé&rné spojita, tak existuje z = x, a y = y, takové, ze |x, —yn| < J = % a zaroven
F(n) — )| > <

Zbyvéa ukéazat, ze lim, oo [Ty — yn| = 0. Zvolme n > 0. Najdéme ny € N takové, ze
nio < n. Pak pro kazdé n > ng plati

1 1
’xn_yn‘§*§7<n-
n no
”<:”
Mgjme takové € > 0 a posloupnosti {z,} a {y,} takove, ze lim, o0 |2, — yn| = 0 a

|f(zn) = f(yn)| > € pro kazdé n € N.
Z definice limity pro kazdé 6 > 0 existuje ng € N, Ze pro kazdé n > ng je |z, — yn| < 9.
Zvolme tedy > 0 a polozme =z = z, a y = y,. Pak mame |z — y| < 0 a zaroven

|f(xn) = flyn)| > €.
QED.

14. PRAVDA — NEPRAVDA Necht F' je primitivni funkce k f na intervalu (a, b).

NE Jestlize (a,b) je omezeny a F' je omezend, pak i f je omezena.
Protipiiklad: F = \/z, f = ﬁ na (0,1).
NE Jestlize f je omezena a spojitd, pak i F' je omezena.
Protiptiklad: f = %, F =Ilnz na (1,00).
15. PRAVDA Necht funkce f mé na R primitivni funkci, g je polynom. Pak k funkci fg
existuje primitivni funkce na R.
ReSeni: Uvazujme polynom g stupné n.
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e n =0, tedy g = a, kde a je konstanta. Pak z linearity

[at =ar

e n =1, tedy g = ax + b. Pak z per partes (polynom g i ¢’ je spojita funkce) mame

/fg:Fg—/Fg’:Fg—/Fa.

Integral na pravé strané existuje, protoze Fa je spojita funkce. (F' jako primitivni

funkce musi byt spojité.)
/ fg="Fg— / Fg'

Integral na pravé strané existuje, protoze F¢’ je spojita funkce.

e Obecné n:

Definice 1. Rekneme, ze funkce f : I — R je stejnomérné spojitd na intervalu I, jestlize
Ve>030 >0Vr,yel, [x—y|l<d:|f(x)— fly)| <e.

16. Dokazte: Necht I je interval, f : I — R. Pak f neni stejnomérné spojita na I prave
tehdy, kdyz existuje € > 0 a posloupnosti {x,}, {y,} bodu z I spliwjici
lémn—mo ‘xn - yn’ =0a ‘f(xn) - f(yn)’ > ¢ pro kazdé n € N.
Reseni: "=" Piedpokladejme, Ze f neni stejnomérné spojita na intervalu I. Neboli

>0V >03z,yel, lx—y|<d:|f(x)— fly)] >e.

Najdéme tedy takové € > 0 a zvolme n € N. Polozme §,, = % Protoze f neni ste-
jnomérné spojita, tak existuje x = x, a y = y, takové, Ze |x, —y,| < § = % a zéroven
F(n) — £ ()] > <.

Zbyvéa ukazat, ze lim, oo [Ty, — yn| = 0. Zvolme n > 0. Najdéme ny € N takové, ze
nio < n. Pak pro kazdé n > ng plati

1 1
|xn_yn‘§*§7<77
n no
H<:H
Méjme takové € > 0 a posloupnosti {z,} a {y,} takové, ze lim, o0 |Tn — yn| = 0 a

[ (@n) — f(ym)] = € pro kazdé n € N.
Z definice limity pro kazdé ¢ > 0 existuje ng € N, Ze pro kazdé n > ng je |z, — yn| < 9.
Zvolme tedy § > 0 a polozme z = z, a y = y,. Pak mame |z — y| < 0 a zaroven

|f(xn) = flyn)| > €.
QED.
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