9. cviceni — Parcialni zlomky
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
Urcete primitivni funkci k danym funkeim:
x
1. (a =
(2) {W (z+ 1)(z+2)(z +3)
Reseni:
Budeme hledat rozklad ve tvaru

T A B C

(x+1)(x+2)(x+3) :c+1+3:+2+x+3

Prenasobenim dostaneme vztah

r=Alx+2)(r+3)+Blx+1)(z+3)+Cx+1)(r+2)

Dosadme nyni postupné za x = —1, —2, —3. Obdrzime tak, Ze
1
—1=24A — A= —3
—2=—-B — B=2
3
—-3=20 = C= —5

Odtud tedy vyplyva, ze

1 1 1
/ - dr = | — dx+/ AN e L Py
(x+1)(z+2)(x+3) 2 z+1 x4+ 2 2 z+3

(z+2)*

c 1 3 1
G| 1) + 21 92— 21 3= -n|—rre
2n]m+ |+ 21In |z + 2| 2n\x—i— | 5 @t D@13

x € (—00,-3),(=3,-2),(-2,-1),(—1,00).
(b) f(z) = ——

g x3—1
Reseni:

Plati, 7e 2 — 1 = (z — 1)(2? 4+ = + 1), p¥icemZ druhy ¢len jiz nem4 realné koteny.
Rozklad tedy hledame ve tvaru

r A n Bx +C
w—-1 xz—1 224z+1

Prenasobenim jmenovatelem dostaneme vztah

r=Ax*+x+1)+ (Bx+C)(z —1)

dosazenim x = 1 dostaneme, 7e A = % Zpétnym dosazenim a roznasobenim
dostaneme, Ze
1 1 1
T = §x2+§x+§+3x2—3x+C’x—C,
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odkud vyplyva, ze C = % (absolutni ¢leny) a B = (koeficienty u x?). Rozklad

mé tedy tvar

1
-3
11 1 z-—1
-1 3z—1 32242+1

1 1 c1
- dz € “Inje -1
/393—1 v= gl
1 x-—1 1 2x+1 1 1 C
2z dr= [ =227 qp— [~ g2 &
/31’2+.1‘+1 v /6:1324—3:—}—1 v /2:1:2+x+1 .

1 1 2 1
éln(a:2 +x +1) — —=arctan T

V3 V3

Plati, ze

Odtud vyplyva:

1 1 1 2z + 1
/xff—l dxggln]a;—ll—gln(x2+x+1)+%arctan x\/—g

x € (—00,1),(1,00).

541
© 10 = e

Regeni:
Mohli bychom provést déleni, k nalezeni prvniho kroku rozkladu ale vede snazsi
cesta
?+1  (2® —ba? + 6x) + 52% — 6 + 1 s 5a —6r+1
3 — 522 + 6 3 — 522 + 61 N 3 — 5a2 + 6

Nyni uZ mame na pravé strané podil polynomi, kde stupen ¢itatele je mensi nez stu-
pen jmenovatele, a mizeme tedy pouzit standardni algoritmus. Nejprve rozlozime
jmenovatel na korenové ¢initele a poté hleddame rozklad ve tvaru

14 5a% — 6z + 1 .4 B C
N zv(r —2)(xr—3) x r—2 x-—3

Prenasobenim jmenovatelem dostaneme rovnici
522 — 6z + 1= A(x — 2)(z — 3) + Bax(z — 3) + Cx(x — 2)

Postupnym dosazenim x = 0, x = 2 a x = 3 dostaneme, ze

1=6A = A:%

9=-2B — B:—g

28
$H-18+1=30 = C=73

Odtud vyplyva, ze

41 A B C 1 9 28
/de:/<l++ —l—) d:cgx+61n\x|—§ln|x—2\+§ln|x—3]
x

3 — 522 + 62 xr—2 x—3

x € (—00,0),(0,2),(2,3),(3,00).
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4

x
d =
(d) Jj(x) x4+ 522 +4
ResSeni:
Plati, ze
z? (o' 45a?+4)—ba?—4 5?44 5 +4
v+ 522 +4 rt 4522 + 4 224 (224 1)(22 +4)

Obecné bychom méli hledat rozklad ve tvaru

52°+4 A4+ Bx C+ Dz

(x24+1)(224+4) 22+1 2+ 4

zde ale postaci hledat jej ve tvaru

52 + 4 A N C
(22 4+ 1) (22 4+4) 2241 22+4

Je to z toho divodu, Ze ve zlomku neni nikde pfitomno x v prvni mocniné. Mozna

bude 1épe vidét, pro¢ to funguje, pokud namisto 22 budeme psat t.

st A C
(t+1)(t+4) t+1 t+4

Poznamenejme, Ze jde o substituci do vyrazu za tcelem hledani rozkladu, nikoliv
substituci do integrélu. Substituce nam bude uZitecna i v tom, Ze za t lze dosazo-
vat zadporné Cisla, coZ zjednodusi postup ziskavani koeficientti A, B. Kazdopadné,

prenasobenim jmenovatelem dostaneme vztah

5t+4=A(t+4)+Ct+1)

Dosazenim t = —4 a t = —1 dostaneme, ze'

-16 =-3C = (121—36

—-1=34 = A:—%

Odtud tedy mame, ze
ot +4 1 1 16 1

G+ 0)(+4)  3i+1 3i+4

a tedy
5x2 + 4 1 1 16 1

(22 + 1) (2% + 4) _§x2+1+§x2+4

Nyni uz miiZzeme provést integraci.

xt 1 1 16 1 1
—————dx = I+ —— =& 705
zt + 522 +4 3z24+1 3 4(x/2)2+1

)da:g

1) Poznamenejme, Ze zde hledame rozklad platny pro vechna t redlna. Pokud by nékdo namitl, ze t = 2>
a neni tedy mozné dosazovat zdporna ¢isla, pak na tuto namitku odpovézme, Zze pokud najdeme obecné&jsi
rovnost platnou pro v8echna reélna &isla, pak jisté plati i pro vSechna nezaporna realna ¢isla — ktera jiz lze

pséat ve tvaru druhé mocniny x.
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C n 1 ; 1 ¢ T + 1 ¢ 8 ¢ T
=g+ —arctanx — - - —— arctan — = x + — arctanx — — arctan —
3 3 1/2 2 3 3 2
rzeR
2+ 1
©) )= e -1
Reseni:
Rozklad budeme hledat ve tvaru

22 +1 A B C

(x+1)%2(x —1) (a:+1)2+x+1+x—1

Prenasobenim jmenovatelem dostaneme vztah
P2 +1=A@-1)+Bx+1)(z—1)+Cz+1)?
Dosazenim x = 1 a x = —1 dostaneme, Ze
2=4C = C = %

2=-2A — A=-1

Nyni dosazenim napt. x = 0 dostaneme, ze

1:—A—B+C:>B:—A+C—1:—(—1)+%—1:%
Odtud méame:
2+ 1 -1 1 1 1 1 c
d fry —_— —_— —_ d =
/(x+1)2(x—1) v /((w+1)2+2 r+1 2 x—l) v
c 1 1 1 1 1.
O 1+ -Injz—1] = “lnjz®—1
$+1+2n\x+ |+2n|x | $+1+2n!x |
x € (—o00,—1),(-1,1), (1, 00).

1
f =
Reseni: Kvadraticky trojélen 22 4+x +1 = (z + %)2 + % nema realné koteny. Proto
rozklad na parcialni zlomky hledame ve tvaru

1 A B Cx+ D

z(14+2)(1 4z + 22) _E+ 1+;1:+a:2+$—|—1

Pfenasobenim jmenovatelem dostaneme vztah
1=A0+2z)(1+ 2+ 2% +Bz(1+ 2+ 2%) + (Cz + D)x(x + 1)

Dosazenim x = 0 dostaneme, ze A = 1. Dosazenim x = —1 dostaneme, ze B = —1.
Po dosazeni a roznasobeni dostaneme

l=(142)1+z+2*) -2 +2+2%) + (Cz+ D)z(z+1)

l=14z+2°4+C2>+C2% + dz? + dz
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odkud vyplyva, ze D = —1 a C' = 0. Rozklad mé tvar
1 1 1 1

t(1+z)1+z+22) z 14z 22+x+1

Integraci dostavame

1
de =1 —In|1 - —————=d
/x(l—i—x)(l—kx—i—aﬂ) z=Infz| —In|l+2] /($+%)2+3 v

¢, T \/Z ¢ x+ % | T 2 ¢ 2z +1
=In|——| — {/ - arctan =In — arctan
1+ 3 \ﬁ 1+=x V3 V3
1
x € (—o0,—1),(—=1,0),(0,00).
2
x
(8) f(z) = <x2_3x+2>
ReZeni:
Nejprve najdeme rozklad jmenovatele. Plati, Ze
2 —3x+2=(xr—1)(z—2)
Hledame tedy rozklad vyrazu
2
(z = 1)%(x - 2)?
Ten je potieba obecné hledat ve tvaru
z? A B C D
= + + +

(x—1)2%x—-2)2 (x—12 2-1 (x—2)2 2x-2
Prenasobenim jmenovatelem dostaneme vztah
= Az -2+ Bz —1)(z—2)?+C(z —1)? + D(z — 2)(z — 1)2
Dosazenim x = 1 a x = 2 dostaneme, Ze
1=A, 4=C

Zbylé koeficienty B, D ur¢ime dosazenim dvou libovolnych hodnot, tfeba x = 0 a
x = 3. Dostaneme, Ze

0=4A—-4B+C—-2D=4—-4B+4—-2D — —-8=—-4B—2D
9=A+2B+4C+4D=1+2B+16+4D — —-8=2B+4D
Odtud snadno vyplyvé, ze D = —4 a B = 4. Odtud vyplyva:

/<372—?’)69H2>2d$:/<($—11)2+mi1+(w_42)2_gj2> do <

1 4 oAz —1 —1
S S P B S ) PR N ke ke it U Y it
x—1 x—2 (x—1)(x—2) x —
ox — 6 L4l z—1
_— n
x? — 3z +2 x —

x € (—00,1),(1,2),(2,00).
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() f(2) =

Reseni:
Plati, ze 2 + 1 = (z + 1)(2? — 2+ 1) = (z + 1)((z — 3)? + 2). Druhy kvadraticky
trojc¢len tedy nemé realné koreny, rozklad tedy hledame ve tvaru
1A N Bz +C
B+l z4+1 a2—z+1

Pfenasobenim jmenovatelem dostaneme vztah
l=A@*~2+1)+ Bz +C)(z+1)

dosazenim z = —1 dostaneme, ze A = % Roznasobenim pak dostaneme

1
1=§(x2—x+1)+Bx2+Bx+Cm+C

Wl

odkud ihned vyplyva, ze C = % (porovnéani koeficientt absolutnich ¢lent) a B = —
(porovnani koeficienttt u druhé mocniny x). Rozklad méa tedy tvar

1 11 1 -2
2+1 3zx+1 322—z+1

Plati, ze

5:1:+1
1 -2 1 2z-—-1
/mdx:/xdx—/lldx
322 —zx+1 622 —x+1 222 —x+1

1 20— 1
In(z? — x4+ 1) — — arctan a

V3 V3

11 1
/ dacggln]ac—i—l]

Q

Odkud vyplyva, ze

1 1 1 1 2
/:U?)Hdxg3ln|w+1|—61n(x2—x+1)+\/garctan 7

x € (—o0,—1),(—1,00).

3 1
2. (a) f(z) = 6@ L)
Reseni: Pouzijeme rekurentni vzorec
T 2n —1
Iniq = I,.
T ST A e
Tedyn=1a

1 @ 21
2 / G122 "oy T 2 1

. C .
Protoze I; = arctan z, mame

/—319—3 L—i—larctana:
16 (x2+1)2 16 \2(1 +22) 2 '

rzeR
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1
(b) f(z) = m
Regeni: Vysledny zlomek méame pifmo ve tvaru rozkladu na parcidlni zlomky,
budeme tedy pifimo pocitat integral. Provedeme jej prevedenim jmenovatele na
¢tverec a goniometrickou substituci.

/ 1 q / 1 q 16 1 q
& Tr = —_— €r = — _—_— x
(22 + 2+ 1)? [(z+3)2+ 317 9 J (B2 +1]?

Prevedeme na ¢tverec

1 1 16 1
[ e v e

a pouzijeme linearni substituci 2%1 =y. Pak % dr = dy a dostaneme

16 1 16 V3 1
9/[(2z+1)2+1]2 dx:g/Q[ 2112 dy.
e Y

Pouzijeme rekurentni vzorec jako v predchozim prikladé:

16/\/31 d c 8 < y +1acta )
_ - — — ar 11
9 ) 2P +12 Y T 33\ 201 +y?) " 2 Y

Vratime substituci

8 Y 1 ) / c 8 V3 1 2x + 1
+ — arctan — z)dz = + — arctan
3V3 (2(1+y2) 2 Y /(@) 3V3 | o1 4 (20£1)?) 2 V3
1+ (25))
1 2x+1 n 4 ¢ 2¢ +1
= - arctan
3l1+x+22 33 V3
rz€eR
22
) 1@) = g
Reseni:
Hledejme rozklad ve tvaru
z? Ax + B Cx+ D

(22 +22+2)2  22422+2 (22 +2x +2)?

Prenasobenim jmenovatelem a roznasobenim dostaneme
2? = (Az + B)(2* 4+ 22+ 2) + (Cz + D)
22 = Az + 242% + 2Ax 4+ Ba? + 2Bz + 2B+ Cz + D
odkud vyplyva, ze A=0, B=1, C = -2 a D = —2. Hledany rozklad mé tvar

x2 1 20 + 2

(22 +20+2)2  22+20+2 (224 2z +2)2
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Plati, ze

1 1 c
—————dr = | ———5——dz = arct +1
/ T T / CESIEE x = arctan(x )

/ 2 + 2 C 1
— e — r = ——
(22 + 22 4 2)? 2+ 2z + 2

odkud méme, Ze

/ v’ dz € arctan(z + 1) + !
—————— dx = arctan(x —_
(22 + 2z + 2)? x? 4+ 2z + 2
z €e€R
1
d = ——
@ F@) = oy
Reseni:
Zlomek jiz mame pfipraven ve tvaru vhodném k integraci. PouZijeme rekurentni
vzorec.
Mame
I ¢ arctan x
* on — 1
x n—
Iy = I,.
LT on(1 + 22)n * on "
Tedy
I T n 2-1— 11_ T n 1 ¢
= = — arctan z.
2T 2 11+ T 2.1 T 2(1442) ' 2
Dale
I T n 22— 1[ T n 3 T n 1 ¢
= = —— — S — —ar n
ST oo +a2)2 T 2.2 2T Al +a2)? T A\2(1 +a2) 2T
Zaver:
/ 1 3 ¢ n 3 =z n 1 T n
————— = —arctanx + — - c
(x2+1)3 8 8(z2+1) 4(22+1)2
z€eR
2?4 3z — 2

(€) {(x) T @-D@ltat1)2
Reseni: Rozklad na parcidlni zlomky hleddme ve tvaru

?+3z-2 A , Bz+C Dz +E
(r—1)(22+2+1)2 2-1 22+x+1 (22+2+1)2

Pfenasobenim jmenovatelem dostaneme vztah
2?43z -2=A(x*+2+1)*+ (Br+ C)(2® + x + 1)(x — 1) + (Dz + E)(x — 1)
Roznésobenim pravé strany mame

22432—2 = A—C—E+2Ax—Bx—Dz+Ex+3Ax*>+Da?+2A23+Cx3+ Az* + Bzt
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odkud porovnénim koeficienti dostaneme, ze

2 2 4 1 8
907 3T 3

Hledany rozklad méa tedy tvar

?+3r—-2 2 1 2 x+2 1 z+38
(r—1)(22+2+1)2 9z—-1 9a22+z+1 3 (22+x+1)2

Jednotlivé zlomky budeme integrovat zvlast. Plati, Ze

2 1 2
/ dxg§1n|x—1|

9z —1
2 xr+2 1 2z + 1 1 1 C
- —dz=— | —————dz—= | —— dz =
9/x2+m+1 o 9/9:2+a:+1 o 3/:1:2+x+1 o
c 1., 2 2 + 1
=—In(z"+x+1) — arctan
g ) "3 Ve

a nakonec

1/ z+8 dxl/ 2z + 1 dx+5/ L
3) (@24+x+1)2 7 6) (224 +1)2 2) (x24+x+1)2

o

Druhy integral po¢itame prevedenim jmenovatele na kanonicky tvar (z+ %)2 —{—%

(
%[(%)2 + 1] a substituci 2%1 =y.)

-1 1 +5 20+ 1 n 10 ¢ 20+ 1
— - arctan
6 22+x+1 6224+2+1 33 V3

[1s)

Dohromady dostaneme po tpraveé

/ 22432 —2 dxg
(x—D(x24+2x+1)2

+ arctan +

1
3224+ 1 +1
x € (—o00,1), z € (1,00).
2
(f) f(2) = i

(1-4 + T2 + 1)2
ResSeni: Jmenovatel lze rozlozit na soucin kvadratickych trojclent

(' +22+ 1) = (2® +2+1)*(2* —z+1)?
Z toho vyplyva, Ze rozklad na parcidlni zlomky hledame ve tvaru

241 Ax + B Cx+ D Kr+ L Mx+ N

5z + 2 8 2041 1 (x—1)2
il P O
3v3 V3 9 224+z+1

(xt 4+ 224 1)2 :x2—|—x+1+(:n2+x+1)2+x2—:v+1+(3:2—36—1—1)2

Napiiklad metodou neurcitych koeficientii dostaneme, ze

4 4
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Integraci jednotlivych zlomkt dostaneme po tpravach

1 z+1 1 2 +1 1,
-—————dz=——arctan ———+ - In(z" + . + 1
/43:2—|—:U+1 44/3 V3 8 ( )
/1 z+1 q 1 ‘ 2$—|—1+ 1 z-1
———————— dr = —— arctan —
4(x2+x+1)2 63 V3 12224241

1 z-1 c 1 20w —1 1., ,
R R g ¢ (@ -z +1
/ 1w 4\/§arcan 7 8n(:1c x+1)

|

1Q

/ 1 r—1 d c 1 ) 2z — 1 1 r+1
—— T = arctan - —
4 (22 —z+1)2 6v/3 V3 1222 —x+1

Sectenim a upravami dostaneme, Ze

/ 22 +1 d
[ S —e
($4+$2+1)2

c 5 . 21:+1+ 5 . 23;*1+1 2Z2+zr+1 1 22241
= ———arctan arctan —In — =
12v/3 V3 12v/3 V3 8 a22—z+1 6at4+22+1
reR
1
() f(l")—m

Reseni: Plati, ze
B Hl=(z+1)(a®—z+1)

Rozklad tedy musime hledat ve tvaru

(1'3—|-1)2_l'+1+(l‘—|—1)2+l‘2—$+1 (2 —x +1)2

1 A B Cx+ D n Ex+ F

Prenasobenim jmenovatelem dostaneme
1=A(x+1)(2? =z + 1) + B(z? — x +1)*
+(Cx+ D)z +1)*(2? —z+1)+ (Bx+ F)(2® —z+1)2
Roznésobenim pravé strany mame

1= A+B+D+F—Az—2Bx+Cax+Dax+2Fx+Ex+Ax? +3Bx*+Cx?+ Fa’+2E2%+

+Ax® — 2Bx® + D23 + Ex® — Ax* + Ba* + Ox* + Da* + Ax® + 02

odkud sestavime porovnanim koeficienti soustavu rovnic

= A+B+D+F

= —-A-2B+C+ D+ FE+2F
= A+3B+C+F+2FE
A-2B+D+FE

= —-A+B+C+D

A+C

o o o o o &
I
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jejiz feSeni je
A=—-, B=—-,C=——, D=, E:—g, F=_

a hledany rozklad tedy mé tvar

1 21 +1 1 1 2x-3 1 z—1
(@3 +1)2 9z+1 9(x+1)2 922—x+1 3(22—2+1)2

Budeme integrovat zvlast jednotlivé zlomky. Plati, Ze

2 1 c 2
z dr € 21 1
/9x+1 = glhnfe+1|

/1 1l e 11
1 1 e 1 1

9(z+1)2 9z +1

1 22-3 1 221 2 1

- dr= [ 27" qu— |2~ g
/9 2 _ s +1 /9x2—x+1 . /9x2—$+1 o
Ql

9

4 20 — 1
In(z? —z+1) — arctan —

9v3 V3

a nakonec
1 z—1 1 2z — 1 1 1
- de= [ =—-227° qe— [~ dz=
/3(m2az+1)2 v /6(332:1:+1)2 . /6(m2x+1)2 v

1 1 /1 1 q
= [ dz
622 —x+1 6 (22 —x+1)2

Zbyly integral vypocteme pomoci substituce y = 29\”/_51 :
/1 1 c 2 " 2x—1+1 (2x—1)
——————— dox = ——= arctan —
6 (22 —x+1)2 9v/3 V3 1822 —xz+1
Dame-li jednotlivé vysledky dohromady, dostavame
1 cl,  (x4+1)? 1 2 20 -1 1 z+1
———de==1 — t — =
/(:c3+1)2 TRt e+l 3BT s T ot
L) (z+1)? N 2 . 2x—1+1 T
=—1In arctan -
9 2—z+1 33 V3 3341
x € (—00,1), z € (1,00).
29
h = :
) £() = gy
Reseni:

Provedme substituci t = x°.

/ r° dr — / di=— [ 2 g
x - = 7a =
(10 4 225 4 2)2 5) (t2+2t+2)? 10/ (t+1)2+1

1 [ 2A4+2-2 1 2% +2 1 1
+ dt = i dt /
(t+1

T10) (0211?10 (tr12+1? 0 5 )2 +1)2

dt =

Matematicka analyza 2, 2024 /25, Kristyna Kuncova 11



Na oba integraly pouZijeme substituci u = (¢ + 1)? + 1. Dostaneme

Qofduc 11 1 111
10/ w2 10u 10(t+1)2+1  10£2+2t42
Druhy integral
1 1 t+1
— ——arctan(t + 1) — — ——————
T an(t+1) 0ET 121
1 2 +1

1
~ =19 arctan(z”® + 1) —

Dohromady

—>/f(nr:)dgug L 2° +2

102104225 2 10

rzeR

Zkouskové priklady

10 210 4 225 + 2

1 1

% -
10 210 4+ 225 + 2

1
— arctan(z® + 1).

Priklady i s feSenim mame od doc. Rokyty https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ rok

yta/vyuka.html

log?z +logz + 1
f(x) = P

z(log®z —logx + 1)
Reseni: Nejprve substituujeme: y = logx, dy =
(_007 OO), IOg((O7 OO)) =R.
/ v +y+1

y?—y+1

Dostaneme
Zkontrolujeme stupen polynomt a podélime:

/

Prvni integral:

3. (a)

¥ +y+1
s W=
y —y+1

/ 2y — 1
v -yt

[dy =logly* —y+1]+c
Druhy integral:

1
/ (y—3)*+1

1
= JQu=
/yQ—erl /

;dx, (a, ) = (0

2y 2y —1
14 —5———dy = +/d +
/ oyt T ey

,00), (a,b) =
1
——dy.
/y“’—y+1 Y
4 1

1 3 2 3 (2y-1)2
1 2y—1
’ 2 4 (27) +1
Vi
= l arctan 2y %)
V3 V3
Dohromady
log?z + logz + 1 c 9 2 2logz — 1
dx = log x + log(log” x —logx + 1) + — arctan —————
/a;(log2a:—logx+1) & gllog s ) V3 V3
x € (0,00)
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632

(b) fl@) = (e® +2)2(e* + 1)2
Reseni: Aplikujeme substituci y = e*, dy = e*dz. Intervaly (o, ) = (—o00, 00),
(a,b) = (—1,00), e*((—00,00)) = (0,00) C (a,b).
Dostaneme

y?
/ 2 5 dy
(y+22y+1)
Rozlozime na parcialni zlomky

/ v d—/4+4+1—4d
W+22w+ 127" ) w+2? yr2 w12 y+1Y

c 4 1
= 44logly+2[— —— —4logly+1
12 gly + 2| S gly+ 1|

22+r+1
©) @) = st 120+ 3)

ResSeni: Rozlozime na parcialni zlomky:

/ > +az+1 dx:/ : n ~57 5
(x +3)(z? + 22+ 3) r+3 a?+42x+3
7 1 2z + 2 2 1
=1 |- | ———=do—z | =————=d
g loglr +3 12/:p2—|—2$+3 o 3/x2+2x+3 o
Prvni integral:

1 2 42 el
Y e s B Y A 2
12/x2+2x+3 o 12 og(a” + 2z +3)

Druhy integral:

2/ 1 q 2/ 1 q
- ————dz=—= | —————dx
3) 22 +2x+3 3) (z+1)2+2

2 1 1 1
:_/( dgpg—g-\/ﬁarctanx+

6] (Pt V2
Dohromady
o+l c 7 1 1 41
de = -1 3|— — log(22+22+3)— - -v2arct
/(w+3)(932+2a:+3) # = glogle+dl-qlog(e? +2043) gV 2arctan —p

x € (—o0,—3),(3,00)
@) f(z) = ot + 32 + 1022 + 122 + 13
(14 2x)(2?+ 2+ 3)?
Reseni: Rozlozime na parcialni zlomky:

/x4+3x3+10$2+12x+13 _/ 1 1 Lzl
(14 z)(2? 4z + 3)? ) x4+l 224+2+3 0 (22 4+ 3)2

dx

Jednotlivé integraly:

1
/m+1dxglog|x+1|
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2¢ +1
arctan

/1dm—/ 1 dx 2

24+z+3 " ) @+1)2+ L Vi1 V1T
/ z+1 da;—l/ 2z +1 /

(2 +z+3)2 " 2) (224 x+3)?

(22 +z+3)  2) (z+3)2+ 1)

1 1 16 1

2
__ 116 d
@ to+3) 2 121 2 \27
+1

11
4

Posledni integral vyfesime substituci a rekurentnim vzorcem. Pak

T+ 1 1 r—5 2 20+ 1
P p= . T 2 T arct
/(x2+a:+3)2 TN @@ rats) Dz VAR

—d
(22 + 2z + 3)? v

Zaveér:
/ 2t + 323 + 1022 + 122 + 13
(1+z)(z?+ x4+ 3)?

C 2 2x +1 1 r—5 2 2x +1
=log |z + 1| + arctan + —+ —5——= + —+V1larctan
gle 1+ 75 Vi 11 (@2 +z+3) 121 VI
log| +1|+1 x—5 4 24 " 2z 41
= log |z — - arctan
& 11 (22 +z+3) 11yl VI
pro x € (—oo,—1), (=1, 00).
© f() gt a3+t +1
e xT) =
) = @ 10+ 3)
ReSeni: Zkontrolujeme stupné polynomu a podélime

44?441 —2?2 42z +4
5 de= | z—-1+ 5
(x+1)(z? +2+3) (x+1)(x®2+2z+3)

Po rozkladu na parcialni zlomky:

1 2

4
1 —sr+1 x 1 jr+1
= -1 3 3 dr =" -2+ -1 1 37T g
/w el T @i T 2 v+ glog e+ +/( 242 +3)

Posledni integral:

—§$+1 2/ 2r +1 11 1
=g [ mr sty [ o d
/(932+a:+3) 3) 22+x+3 v 3 ( 24+ U v

1
2 4
2 21 20+ 1
= —Zlog(z® + z + 3) + =2 arctan
3 log( )+ =3 Vi1
ZAavér:
4 3 2
r*t+ax?+x+x+1 c x? 1 2 9 2 2¢ +1
dr = ——z+-=log |z+1|—= log(z“+z+3)+ arctan
/(33+1)(9c2—|—1‘+3) 2 3 log 1|73 log( ) 11

x € (—o0,—1),(—1,00)
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