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Priklady

Ur¢ete primitivni funkei k funkei f(z) na vSech otevienych intervalech, kde primitivni funkce

existuje.

1. Substituce

(a) / sin® z cos z dz.

ReSeni: Pouzijeme substituci y = sinz. Pak dy = cosz dz a plati

6
/Sln mcosmdx—>/y dy——>/f CSlnﬁx

xcosz je definovana na R, na tomto intervalu tedy méa smysl hledat
primitivni funkei.

Pro substituci mame ¢ = sinz, interval (o, 8) = (—00,00). Plati sin((«, 5)) =
—1,1).

Funkce f = mé primitivni funkei na intervalu (a,b) = (—o0,00). Protoze
sin((a, 8)) C ( b) tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral

je pro z € (o, B).

Funkce sin®

Zavér: x € R

/—Qxe T dx

ReSeni: Pouzijeme substituci y = —a2. Potom dy = —2z dx a plati
/—2376””2 dx — /ey dy Cevy /f(m) dz € e
1132

Funkce —2ze™
primitivni funkei.

je definovina na R, na tomto intervalu tedy méa smysl hledat

Pro substituci mame ¢ = —22, interval (a, 3) = (—o00,0). Plati —z%((c, 8)) =
(—00,0].
Funkce f = €Y méa primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—o00,00). Protoze

o((a, B)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral

je pro z € («, ﬁ)
Zavér: z € R

Reseni: Pouzueme substituci y = 1 + 22. Potom dy = 2x dx a plati

T 1 dyc 1
Y 4 Bt Ot c
/(1+x2)2 xéz/;ﬁ /f 21—1—3;2

Funkce W je definovana na R, na tomto intervalu tedy mé smysl hledat prim-
itivni funkci.

Pro substituci mame ¢ = 1 + 22, interval (o, 3) = (—o00,00). Plati ¢((a, B)) =
[1,00).
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Funkee f = y% mé primitivni funkci na intervalu (a, b) = (0, 00). Protoze ¢((a, 8)) C
(a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral je pro
x € (o, B).

Zaveér: x € R

1
@ / (arcsin z)?v/1 — 22 dr

Reseni: Pouzijeme substituci y = arcsin z, potom dy = \/1177 dx a plati

1 dy ¢ / c 1
dx — —> r)de = ———
/ (arcsinz)?v/1 — a2 / /(@) arcsin x

Funkce % je definovana na (—1,0) a (0, 1), na téchto intervalech tedy

(arcsinz
mé smysl hledat primitivni funkci.

e Pro substituci mame ¢ = arcsinz, interval (o, 3) = (0,1). Plati ¢((«, 5)) =

(0,5).
Funkce f = y% mé primitivni funkei na intervalu (a,b) = (0,00). Protoze
o((a,8)) C (a,b), tak byly ovéFeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro x € (a, B3).

e Pro substituci mame ¢ = arcsin z, interval («, 5) = (—1,0). Plati ¢((a, 8)) =
(~3.0).
Funkce f = 2 ma primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—o0,0). Protoze

y

o((a,B)) € (a,b), tak byly ovéFeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro z € (a, 3).

Zaver: z € (—1,0),(0,1)
2. Per partes

(a) /xcosxdx

Reseni: Per partes: v/ = cosz, u =sinz, v =z, v = 1.
. . C .
zcoszdr = [rsinz] — [ sinzdr = zsinx + cosz

Pracujeme na intervalu I = R, funkce cosx a 1 jsou na I spojité.
Zavér: r € R

(b) /xe_x dz

Reseni: Per partes: v = e

/556"r de = [—ze™ "] — /—ez dr & _pe T _ o

Pracujeme na intervalu I = R, funkce e a 1 jsou na I spojité.
Zavér: x € R
(c) e*sinzdx
Regeni:
Pouzijeme nadvakrat integraci per partes, exponencielu budeme derivovat a gonio-
metrickou funkci integrovat. Plati

T u=—e% v=a v =1

/ezsinx dZEIBmCOSCEJr/GzCOSCL‘ dx = 6mCOS{L‘+€zSiDCL‘/€xSiH$ dz.
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Odtud vyplyva, ze
. C z -
2/6 sinz dz = —e*cosx + e’ sinx

tedy
T o c1 T T :
e’ sinz dxzi(—e cosx + e”sinx)

Pracujeme na intervalu I = R, funkce e”, sinx a cosx jsou na I spojité.
Zavér: r € R

3. Smés

1 1
~ sin=d
a) /a;QSma: x

Reseni: Pouzijeme substituci y = % Potom dy = — - dz a plati

1
/smdx—> /smydy—cosy—>/f dm—cosg

Funkce 2 sin L je definovéna na (—o0,0) a (0,00), na téchto intervalech tedy ma
smysl hledat prlmltlvm funkeci.

e Pro substituci mame ¢ = 1 interval (o, 8) = (—00,0). Plati ¢((c, 8)) =
(—00,0).

Funkce f = siny méa primitivni funkei na intervalu (a,b) = (—o0,00). Protoze
o((a,B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro x € (a, ).

e Pro substituci mame ¢ = 1, interval (a, 8) = (0, 00). Plati ¢((a, 8)) = (0, 00).
Funkce f = siny méa primitivni funkei na intervalu (a,b) = (—o00,00). Protoze
o((a,B)) C (a,b), tak byly ovéFeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro x € (a, B3).

Zaver: x € (—o0,0),(0,00).

(b) /lnxdx

Reseni:
Polozme v/ = 1, v = Inz. Potom u = [1dz =z av' = (Inz) = 1 a pouzitim
vztahu pro integraci per partes dostavame

1
/ln:zdx: [a:lna:]—/:c-dxgxlnx—x
x

Pracujeme na intervalu I = (0, c0), funkce % a 1 jsou na I spojité.
Zaver: x € (0,00)

el‘
d
© /Hex x

Regeni: PouZijeme substituci y = e*. Potom dy = e* dz a plati

r dy
/2j_ezdx—> Cwy 1n|2+y|—>/f In(2 +e")

Funkce % dz je definovana na R, na tomto intervalu tedy méa smysl hledat prim-
itivni funkci.
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Pro substituci mame ¢ = e*, interval (o, 5) = (—o0, ). Plati ¢((a, 8)) = (0, 00).
Funkce f = ﬁ mé primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—2,00). Protoze

o((a, B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral

je pro x € («, ).
Zavér: x € R.

1
(d) /xlnxln(lnx) de

Reseni: Pouzijeme substituci y = In(Inx). Potom dy = —

rzlnz

1 L S z)dz € In(|In(lnz
| w5 mhi— [ f@dr € )

zlnzln(lnz

dx a plati

Funkce m je definovéna na (1,¢) a (e,00), na téchto intervalech tedy ma
smysl hledat primitivni funkci.
e Pro substituci mame ¢ = log(log z), interval (o, 8) = (1, ¢e). Plati p((a, 8)) =
(—00,0).
Funkce f = 1 ma primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—o0,0). Protoze
o((a, 8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro x € («, ).
e Pro substituci mame ¢ = log(log x), interval (o, ) = (e, 00). Plati p((«, 8)) =
(0, 00).
Funkce f = 1 ma primitivni funkci na intervalu (a,b) = (0,00). Protoze
o((a, 8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro x € (a, ).
Zaver: x € (1,e), (e, 00).

(e) / arcsin x dz
Reseni:
Per partes: v/ =1, u = x, v = arcsinz, v/ =

-z

/ 1 -arcsinz dx = [z arcsinx

Substituce y = 1 — 22, dy = —2zdx.
T 1 1 c
- —dz— = [ —dy=
/\/1—362 2/\/§ y=Vu

/f(x) dz € zarcsinz + V1 — 22

Per partes: Pracujeme na intervalu I = (—1, 1), funkce \/11—? a 1 jsou na I spojité.

Substituce: Funkce ﬁ je definovana na (—1,1), na tomto intervalu tedy ma

Tedy

smysl hledat primitivni funkci.

Pro substituci mame ¢ = 1 — 22, interval (o, 8) = (—1,1). Plati ¢((a, 3)) = (0, 1].
Funkce f = iy mé primitivni funkci na intervalu (a, b) = (0, c0). Protoze ¢((«, 3)) C
(a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral je pro
z € (a, B).

Zavér: x € (—1,1)
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0 [ 55 de

ReSeni: Pouzijeme substituci y = 3 — 222, Potom dy = —4x dz a plati

x dyc c 1 2
/3_2$2dx—> = l||—>/f = 4ln|3 27|

Funkce ;=%— je definovana na (—oo,—\/g), ( \/; \[) (\/; ), na téchto

intervalech tedy méa smysl hledat primitivn{ funkci.
e Pro substituci mame ¢ = 3 — 222, interval (o, 8) = (—oo,—\/g). Plati
¢ (o, ) = (=00,0).
Funkce f = 1 ma primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—o0,0). Protoze
e((a,8)) C ga, b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro x € (a, B3).

e Pro substituci mame ¢ = 3 — 222, interval ( < \/g , \[ ) Plati
¢ (o, 8)) = (0,3].
Funkce f = 1 mé primitivni funkei na intervalu (a,b) = (0,00). Protoze

v ((a,8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro x € (a, 3).

e Pro substituci mame ¢ = 3—222, interval (a, ) = <\[, ) Plati ¢ ((a, 5)) =
(—00,0).
Funkce f = 1 ma primitivni funkeci na intervalu (a,b) = (—o0,0). Protoze
e((a,8)) C Zja b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro z € (a, ).

o < (1), (VB VD) (/5 ),

(g) /x2 sin 2z dx
Reseni:
Prvni per partes: v/ = sin2x, u = f% cos 2z, v = x2,

1
/ac2 sin 2x dx = |:—2$2 cos2x} —|—/xcos?x =

Druhé per partes: u' = cos2xz, u = 3sin2z, v ==, v' = 1.

v = 2z.

— 2eosor s [ Lasing L [ inorde €~ La2cosor + osin2e + + cos?
— 2..’E COS 2T 21’811’1 i 2 Sl Zx axr = 2,17 COS 2T 2$Sll’l X 4COS X

Pracujeme na intervalu I = R, funkce sin 2z, 2z, cos 2z a 1 jsou na I spojité.
Zavér: x € R

(h) / € cos bx dx

Reseni:
Proa=b=0je [e"cos(0z) dz = [1 dz € 2.
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Nyni predpokladejme, ze a # 0, b # 0. Pouzijeme nadvakrét integraci per partes,
exponencielu budeme derivovat a goniometrickou funkci integrovat. Plati

1 1 2
/e‘w cosbx doz = Ee‘w sin bﬂ:—% /ea”’ sinbx dz = ge‘w sin bx+ %e‘w cos bx—Z—z /e‘w cos bz dzx.

Odtud vyplyva, ze

2
1
<1 + ZQ> /eax cosbz dz € geax sin bz + %eax cos bx

e cosbr = bsin bz + a cos bx)

a e

24+ 2 a? + b? (
Lehko se ovéri, ze vysledek plati i pro b = 0, pokud a # 0, a také pro a = 0, pokud
b # 0.

Pracujeme na intervalu I = R, funkce e®, sin(bz) a cos(bz) jsou na I spojiteé.
Zaveér: v € R

————dx
/ sin? x Wcotg =

Reseni:

C b ar
/e‘” cosbr dz = me” sin bx+
a a

Pouzijeme substituci y = cotgx. Potom dy = —Sm — dx a plati
—————dz — — = / — \/ cotg® x
/ sin? x Wcotg © / e f@ g’
Funkce ——— \/W je definovana na (04 km, § + k7) na téchto intervalech tedy ma

smysl hledat primitivni funkci.

Pro substituci mame ¢ = cot z, interval (o, 3) = (0+kn, 5 + km) Plati o((a, 8)) =
(0, 00).

Funkce f = f ma primitivni funkci na intervalu (a, b) = (0, 00). Protoze ¢((a, 8)) C

(a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral je pro

2 € (0, 5).
Zaver: x € (0 + km, 5 + k)

) / cos(Inz) dz

Reseni: PouZijeme integraci per partes, polozme v = 1, u = cos(Inz). Potom
v==zau =—sin(lnz)- 1. Dostaneme, ze

/1 -cos(lnz) =z cos(lnx) + /sin(ln x)dr =
Nyni pouZijeme jesté jednou per partes na v’ =1 a u = sin(lnx) a dostaneme
/ 1-cos(Inz) = zcos(Inz) + / sin(lnz) de = z cos(lnz) +z sin(lnz) — / cos(lnx)
Prevedenim integralu napravo na levou stranu dostaneme, Ze

2/1 -cos(Inx) < zcos(Inzx) + zsin(Inx)
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/cos(ln x) g %x(cos(lna:) + sin(lnx))

Pracujeme na intervalu I = (0,00), funkce —sin(logz) L, cos(logz) a 1 jsou na I
spojité.
Zaver: x € (0 00)

/ V1-— 1:2
Reseni: Pouzijeme substituci y = 1 — 22, pak dy = —22 dz. Dostaneme
z 1 -2z
a4 ——5 [ S av=—52v+c
/\/1—962 2\/1—302 VY dy = vy

—>/f(ac)d:cg— 1-—22+4c¢

Funkce ﬁ je definovana na (—1,1), na tomto intervalu tedy mé smysl hledat
primitivni funkeci.

Pro substituci mame ¢ = 1 — 22, interval (o, 8) = (—1,1). Plati ¢((a, 3)) = (0, 1].
Funkce f = o5 né primitivni funkei na intervalu (a, b) = (0, 00). Protoze ¢((«, 5)) C
(a,b), tak byly ovéreny podminky véty o substituci a vysledny integral je pro
z € (a, B).

Zavér: z € (—1,1).

1) / sinz In(tg z) dz

ReSeni: Per partes: v/ = sinz, u = —cosz, v = In(tgz), v/ = = 21— = L

tgx cos? sinzcosx”
1 .
/sinxln(tg x)dr = — cosxln(tg:r)—i—/ ——dr = — cosxln(tgx)+/ Lﬂ;
sinx 1—rcos*z
Na posledni integral pouzijeme substituci y = cosz, dy = —sin dz:
1 1. |1
B SRV YW E
1 — 2 21—y
tedy celkem
C 1 1+ cosx
=— In(t ——In|—
cos z In(tg ) 5 n‘l—cosac
1 1

Per partes: Pracujeme na intervalech I, = (0+km, §+kn), funkce sinx a
jsou na [ spojité.

Pivodni funkce sinzIn(tgz) je definovdna na Iy = (0 + km, § + km) na téchto
intervalech tedy mé smysl hledat primitivni funkei.

Pro substituci mame ¢ = cosz, interval (o, ) = (0+kn, §+km). Plati p((a, B)) =
(0,1).

Funkce f = y2 mé primitivni funkei na intervalu (a,b) = (—1,1). Protoze

tanz cosZz

o((a, B)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro z € (a, B).
Zéaver: x € (0+ km, 5 + k)
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(m) /arctanxdx

14 22

ReSeni: Pouzijeme substituci y = arctan z, potom dy = HIQ dx a plati
arctan x C arctan? z
dr — dy = =— —> )da =
/ T2 / ydy < / [z —
Funkce % dx je definovina na R, na tomto intervalu tedy mé smysl hledat

primitivni funkci.

Pro substituci mame ¢ = arctanz, interval (o, f) = (—o0,00). Plati ¢((«, ) =
(=2 %)-

Funkce f = y m& primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—o0,00). Protoze
o((a, B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € («, ).

Zaver: x € R.

n 562 arccos xr d$
(n)
2 x3 / 1

s PPN o _ z° — -
Reseni: Per partes: v’ =27, u = %, v = arccosz, v' = NaEt

a3 1 x3
/anrccosxdx: — arccos x —I—/d:n—
3 3 ) V1= 2
Substituce y = 1 — 22, odkud plyne dy = —2zdra 2> =1—y
1 3 1 [y—1 1/( 1)
— ) —— - | Z—dy =~ —— ] d
S/ﬁ_gﬂ 6/@ =5 V) v

closp 1ap
oY 3Y

—>/f *—arccosx—i—;(1—x2)3/2—%(1—x2)1/2

I

Per partes: Pracujeme na intervalu I = (—1,1), funkce 22 a
spojité.
Substituce: Funkce

—ﬁ jSOU na [

\/15‘_37 je definovana na (—1,1) na tomto intervalu tedy ma

smysl hledat primitivni funkci.
Pro substituci mame ¢ = 1— 22, interval (o, 8) = (—1,1). Plati o((a, 8)) = (0,1].

Funkce f = T mé primitivni funkei na intervalu (a,b) = (0,00). Protoze
o((a, B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro z € (o, B).
Zaver: x € (—1,1)
sinx
(o) dzx
) Veosdx
Reseni: Pouzijeme substituci y = cosx. Pak dy = —sin x dx a plati
sinx 2
—dx — _1/ 2, / f(z dx =
Veos? \/ Vcosw

sinz

Funkce oY/ dz je definovéna na (—75 + 2km, § + 2km) na tomto intervalu tedy
mé smysl hledat primitivni funkci.
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Pro substituci mame ¢ = cosz, interval (a,3) = (=35 + 2kn, 5 + 2k7) Plati

o((a, 8)) = (0,1]
Funkce f =

= mé primitivn{ funkei na intervalu (a,b) = (0,00). Protoze
y
o((a, 8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € (o, B).

Zaver: x € (—5 + 2km, § + 2km)

(p) /\/Eln rdz
2,3/2

ReSeni: Prvni per partes: v’ = \/z, u = 5

/\/EIDQxda:: Bxgﬂln%:} —/gxl/anxdx:

,o=1In%z v = 21111’%.

1/2 4 §m3/2

Druhé per partes: v’ = 3:17 ,v=Inz, v =1/z.

_ 12 32 3/2 8 1/2 232 232 16 39
= [3 In? $:| [9 Inx| + gx d:v 3 In?z — 9 ln$+27

1

Pracujeme na intervalu I = (0, 00), funkce v/, 2logz- £, 2 T %jsou na I spojité.

Zavér: x € (0,00)

(@) / LR

ResSeni: Pouzijeme substituci y = Inz. Pak dy = % dx a plati

ydy—a/f g

Funkce % je definovana na (0,00), na tomto intervalu tedy mé smysl hledat
prlmltlvm funkci.

Pro substituci mame ¢ = log x, interval (a, 8) = (0, 00). Plati ¢((«, 8)) = R.
Funkce f = »? ma primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—o00,00). Protoze
o((a, 8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € (o, B).

Zaveér: z € (0, 00).

(r) /x3e_x2 dz

Reseni:
Provedeme substituci y = 2. Pak dy = 2z dx a plati

1
/x?’er dr — 3 /yey dy

Nyni aplikujeme per partes: v/ =e ¥, u=—e Y, v=y,0v =1.

In?z

n

1 _ 1 _ c1 _ 1 _ c 9 _g2 1 _
— T _ge Y] & = Yagu & 2 eV ZoY c_- a? L
2[ ye ]+2/€ dy 5 e 5¢ —>/f(x)dx x’e 5¢

Substituce: Funkce z3e~

hledat primitivni funkci.

je definoviana na R, na tomto intervalu tedy ma smysl
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Pro substituci mame ¢ = 2?2, interval (a, ) = (—00,00). Plati ¢((a, 3)) = [0, 0).
Funkce f = ye ¥ méa primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—o00,00). Protoze
o((a, B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € («, ).

Per partes: Pracujeme na intervalu I = R, funkce e™¥ a 1 jsou na I spojité.
Zavér: x € R

(s) /tgwdx

Reseni: Pouzijeme substituci y = cosx. Potom dy = —sinz dz a plati
Slnx dy ¢
tgxdr — —:—ln|y\—> f(z —In | cos z|
coS x

Funkce tan z je definovana na (—§ + km, § + k), na tomto intervalu tedy ma smysl
hledat primitivni funkci.
Pro substituci mame ¢ = cosz, interval (o, 8) = (=5 + kn,§ + km). Plati

o((a, B)) = (0 1].

Funkee f = L 'm4 primitivni funkei na intervalu (a, b) = (0, 00). Protoze ¢((a, 3)) C
(a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral je pro

z € (a, B).
Zaver: x € (=5 + kn, 5 + km).

1
(t) /(1+x)ﬁdx

Reseni: Pracujeme na intervalu x € (0, 00). Pouzijeme substituci y = /x. Potom
Y=z, dy = f dx a plati

1 c
/( dx—> /1+:1:2\f 2 Wdy:Qarctany

— /f(a:) dz € 2arctan vz

Funkce W je definovana na (0, 00), na tomto intervalu tedy mé smysl hledat
primitivni funkei.

Pro substituci mame ¢ = \/z, interval (o, 8) = (0,00). Plati ¢((«, 5)) = (0, 0).
Funkce f = ﬁ mé primitivni funkei na intervalu (a,b) = (—o0,00). Protoze
o((a, B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € («, ).

Zaver: x € (0,00).

1
—d
(w) /er—i-e—f *

ReSeni: Vztah upravime a pouZijeme substituci y = e, dy = e® dx

1
/de / 2:1:-|—1 _>/1+ 2 garctany—}/f(m)dxgarctanex

Funkce

—L__ je definovana na R, na tomto intervalu tedy ma smysl hledat prim-
er+e
itivni funkci.

Pro substituci mame ¢ = e*, interval (o, 5) = (—o0, ). Plati ¢((a, 8)) = (0, 00).
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Funkce f = +y2 mé primitivni funkei na intervalu (a,b) = (—o0,00). Protoze
o((a, B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral

je pro x € (o, B).
Zavér: x € R.

(v) /siixdx

Pouzijeme substituci y = cosx. Potom dy = —sinz dx a plati

1 sinx sinz 1—|—y
sinx sin“ x 1—cos?x 1-—
1 1 cos? £
%/f(x)dxg—ln _cosw :—fln —— ln‘tg )
2 1—cosx sin %

Funkce ﬁ je definovana na (0 4 km, 7 + km), na tomto intervalu tedy ma smysl
hledat primitivni funkci.
Pro substituci mame ¢ = cos z, interval (o, 5) = (0+kmw, 7+ km). Plati o((a, 8)) =

(~1,1).

Funkce f = 1_1y2 mé primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—1,1). Protoze
o((a, B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro z € (o, B).

Zaver: x € (0 + km,m + k).

(w) / cos® z dx
Reseni: Pouzijeme substituci y = sinz. Potom dy = cosz dz a plati
3

3 .
/cos?’mda? = /(1—sin2 x)cosx dr — /(1—y2) dy < y—% — /f(:n) de € sing— 20 %
Funkce cos? = je definovana na R, na tomto intervalu tedy ma smysl hledat primi-
tivni funkci.
Pro substituci mame ¢ = sinz, interval (o, ) = (—o00,00). Plati p((a, 8)) =
[_17 1]
Funkce f = 1 — y? ma primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—o00,00). ProtoZze
o((a, B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € (o, B).
Zaver: x € R.
x
) / Trat
ReSeni: Pouzijeme substituci y = 22. Potom dy = 2z dz a plati
T 1 dy 1 dy c1 c1 z?
L R . R tan 2 — = arctan —
/4+x4 x 2/4+y2 8/1+(y/2) 4arcan /f 4arcan2
Funkce ;757 je definovana na R, na tomto intervalu tedy mé smysl hledat primitivnf
funkci.

Pro substltu(:1 méame ¢ = 22, interval (o, ) = (—o0,00). Plati p((, 8)) = [0, 00).
Funkce f = 53 +1y2 ma pr1m1t1vn1 funkei na intervalu (a,b) = (—o0,00). Protoze
o((a, B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € (o, B).

Zavér: x € R.
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)V/\/lj-jdw

ResSeni: Nejprve pouzijeme substituci y = €%, dy = e* dx

/ 1 do / e’ dx / Y
— x =
1/1+€296 em,/1+621 Y 1+y2
pak vyraz roziiime, abychom mohli pouzit substituci t = 1 + 42, dt = 2y dy:

—/dy —/2y dy—>/1 dt
wWi+yr ) 221442 20t -1Vt

Nyni substituujeme s = /¢, pak ds = 2\1[ dt. Nakonec pouzijeme tabulkovy

1 c 1. [1+s
—atf .
/32—1 2“‘1—3

Nakonec vratime substituce:

integral:

1+t 1 y +1 1++ve2 +1
— _,1 — ——1In f(x ——|ln
-Vt 2 |1- 1—Ve2 +1
Funkce \/117 dz je definovana na R, na tomto intervalu tedy méa smysl hledat

primitivni funkci.

e Pro substituci mame ¢ = e*, interval (o, ) = (—o0,00). Plati p((a,B)) =
(0, 00).
Funkce f =

Y

\/L? mé primitivn{ funkei na intervalu (a,b) = (0,00). Protoze
o((a, 8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro x € («, ).

e Pro substituci mame ¢ = 1 + y?, interval (o, 3) = (0,00). Plati o((, 8)) =
(1,00).

Funkce f = ﬁ mé primitivni funkei na intervalu (a,b) = (1,00). Protoze
o((a, 8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro y € («, ).

e Pro substituci mame ¢ = /%, interval (a, ) = (1,00). Plati ¢((a,)) =
(1, 00).

Funkce f = 32%1 mé primitivni funkci na intervalu (a,b) = (1,00). Protoze
o((a, B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro t € («, 3).

Zévér: x € R.

arcsinx

d

@ [T
1 1 : / 1

Reseni: Per partes: v/ = -5, u = —=, v = arcsinz, v/ =
z 1—x

1‘2 )
/ arcsin x d 1 /
T = —arcsinx
pe 2 m

3 -
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Substituce y = V1 — 22. Potom dy = \/7 dr a 2% =1— 9>

11 1 14y
L T :_,1
/iﬁx/l—xde_)/l—?ﬂd '1_9‘

. /f 1 14+ V1 —2a?
g ——arcsm:v ——In|——m——
2 [1-V1— a2
Per partes: Pracujeme na intervalech I = (—1,0), (0, 1), funkce :%2 a ﬁ jsou na
I spojité.
Substituce: Funkce 1 je definovana na (—1,0),(0, 1), na téchto intervalech

z /122
tedy ma smysl hledat primitivni funkci.

e Pro substituci mame ¢ = v/1 — 22, interval (o, 8) = (0,1). Plati ¢((a, 8)) =
(0,1).
Funkce f = ﬁ ma primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—1,1). Protoze
o((a, 8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro z € (a, ).
e Pro substituci mame ¢ = v/1 — 22, interval (o, 3) = (—1,0). Plati ¢((«, 8)) =
0,1).
éunlzce f= ﬁ mé primitivni funkei na intervalu (a,b) = (—1,1). Protoze
o((a,B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro x € (a, ).
Zavér: z € (—1,0),(0,1)

/ arctan x dx

Reseni:

Per partes: v/ =1, u =z, v = arctanz, v/ = !

1422
xr

14+ 22 du

/1 -arctan x dx = [z arctan | — /
Substituce y = 1 + x2.

T 1 (1 ¢ 1 x cl 2
e [ Sy € —Coglyl = — [~ dr € Slog1
/1+x2 v 2/y y=—5loelyl /1+x2 v =g log(l+27)

Tedy dohromady
1
f(z)dx € varctanz — 5 log(1 + x?)

SEIN

z
1

/ dx

| cosw

Reseni: Pouzijeme substituci y = sinx. Potom dy = cosx dx a plati

1 d 1 1
/ dz:/mdx:/fmgdm/ y_cly|ity
coS T cos? x 1 —sinz 1—y2 2 1—-y
Cl
— ==
J s@ars g

1+sinz

1 —sinz
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Funkce —L- = % je definovana na (—§ + k7, 5 + k), k € Z. Na téchto
intervalech tedy méa smysl hledat primitivni funkci. Jeden z nich zafixujeme.

Pro substituci mame ¢ = sinz, interval (o, ) = (=5 + kn, § + k7), k € Z. Plati
sin((a, 8)) = (—1,1).

Funkce f = Iyg ma primitivni funkei specidlné na intervalu (a,b) = (—1,1).
Protoze sm((a, B)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro = € («, ). Protoze takhle muZeme zafixovat interval pro kazdé k,

dostavame celkem x € (=5 + km, § + k), k € Z.

(c) / cotg z dx

ReSeni: Pouzijeme substituci y = sinz. Potom dy = cosz dx a plati

d
/cotgmdx:/c?sxdx%/yglog|y|—>/f(x)dxgln|sinx]
sinx y

Funkce cot z je definovana na (0 + km, 7 + km), k € Z. Na téchto intervalech tedy
mé smysl hledat primitivni funkci. Jeden z nich zafixujeme.

Pro substituci mame ¢ = sinz, interval (o, 8) = (0 + km,m + km), k € Z. Plati
sin((a, 8)) = (0,1] (nebo [—1,0)).

Funkce f = % ma primitivni funkci na intervalu (a,b) = (0,00) (nebo (—o0,0)).
Protoze sin((«, 8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro = € («, ). Protoze takhle miuZeme zafixovat interval pro kazdé k,
dostavame celkem = € (0 + km,m + kn), k € Z.

(d) /:clogl dz
Reseni: Perpartes: u’:x,u:’“g,vzlogf_‘—i, v’zlfo.
1 1 1 2 1 1 2-1+1
/xlog +$dac:fﬁln +$—/ :E dz = —2%log —{—x_/m * dx =
1—z 2 1—=x 1 — 22 2 1—z 1 — 22
1 1+x 1 cl 4 1+x 1 1+4+=x
—z?log - —14+—— ) de=-2"1 — =1
Tt T, /( +1—x2> SR e R g
E(_Ll)
() sinx + cosx da

V/sinx — cos
ResSeni: Pouzijeme substituci y = sinx — cosx. Potom dy = cosz + sinx a plati

i d 3
SINZ + Cos T du — Yy c 3 93

¥sinx — cosx yi/3 2

—>/f dz €

Funkce % je definovéna na (% +km, T + k), k € Z. Na téchto intervalech
tedy ma smysl hledat primitivni funkci. Jeden z nich zafixujeme.

Pro substituci mame ¢ = sinz — cosz, interval (a, ) = (§ + km, 5 1 kr), k € Z.
Plati (sin — cos)((a, 8)) = (0,v/2) pro sudé k a Plati (sin — cos)((a, 8)) = (—v/2,0)

pro licha k.

w\w

3
{/(sinz — cosx)2 = 5\371 — sin 2z
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Funkce f = 3%/@ mé primitivni funkei na intervalech (a,b) = (0,00) (ten vezmeme
pro suda k) nebo na (a,b) = (—00,0) (ten pro licha k). Protoze sin((«, 3)) C (a,b),
tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral je pro x € («, f3).
ProtoZe takhle muzeme zafixovat interval pro kazdé k, dostavame celkem (7 +
km, 28 + kn), k € Z.

(Neni potieba najit pfesné interval (0, v/2), diilezité je jen ovétit vatah sin((a, 3)) C

(a,b).)
|

eSeni: Pouzijeme substituci y = y/z. Potom y? = z, dy = 2f dx a plati

dy £ 9 arcsin Y

[t =t i
— /f(ac) dz € 2 arcsin /T

Primitivni funkci budeme hledat na intervalu (0,1), protoze tam je definovana

1
funkce T
Polozme ¢ = \/E a ( ) . Pak \/ 0 1)) = (0,1).
Funkce f = (—1,1). Protoze v/((a, B)) C
(a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral je pro z €
(0,1).
(g) /:Eze_QCC dz
Regeni:
Prvnf per partes: v/ = e 2%, u = —1e7% v =22 v =22
2 _—2x 1 2 —2z 2x
/ da::[2xe ]—i—/xe dx =
Druhé per partes: v/ = e 2%, y = —%6_%, v=ux,v =
1 1 1 1 1 1
_ —§x2e’25‘ + [_21,6233} + 2/e2x da ¢ —51’26723: . 5336721 . 4/621
z€eR

3
(h) / 8T iz
Sinxr

ReSeni: Pouzijeme substituci y = sinz. Pak plati

cos® cos? x cosw (1 —sin?z)
—dr= | ——dex = [ ——— coszdx
sin x sin x sinz

1—
—>/ v dy—/ dy — /ydy—log|y\——>/f dx—ln\smx| sin’ ¢

C()s’j (1 sin ZC) cosx

sinz sinz je definovana na (0 + km,m + km), k € Z. Na téchto
intervalech tedy mé smysl hledat primitivni funkci. Jeden z nich zafixujeme.

Funkece
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Pro substituci mame ¢ = sinz, interval (o, 8) = (0 4+ km, 7 + k), k € Z. Plati
sin((a, 8)) = (0,1] (nebo [—1,0)).

Funkce f = =% ma4 primitivni funkci na intervalu (a,b) = (0,00) (nebo —oc, 0)).
Protoze sin((«, 8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro = € («, ). Protoze takhle muZeme zafixovat interval pro kazdé k,
dostévéme celkem = € (0 + km,m + k), k € Z.

.
Regeni: Pouzueme substituci y = v22 + 1. Potom dy =
a plati

\/;gﬁdxayz—lzxz

/ 1 J 1z J _>/ 1 J / 1 du E 11 ‘1+y‘
Tl 2VE 1 21 =T T2 iy

H/f(m)da:gllo 1+va?+1
2 8 1—Vvaz2+1

Primitivni funkci budeme hledat na intervalech (0,00) a (—o0,0), protoze tam je

definovana funkce ————.
z/ (1+22)

Polozme ¢ = Va2 + 1 a («, 8) = (0,00) (nebo (—o00,0)). Pak ¢((a, ) = (1,00)
(v obou prlpadech)
Funkce f = y2 mé primitivni funkci speciadlné na intervalu (1,00). Protoze

o((a, B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro z € (0,00) i pro x € (—00,0).

§) /a: arctan z dz

ReSeni: Per partes: v/ =z, u = %2, v = arctanz, v = H%
1 1 1 1 241-1
rarctanx dr = 5:02 arctan :z:—i / Tz d:c 5:52 arctan a:—i / % dr =
1, 1 1 1
= —gx“arctanxr — — ¢ fx arctanx — —x + — arctanx
2 2 2
rzeR
(k) /log(az +vV1+2?2)de
Reseni: Per partes: v/ =1, u =z, v = log(z + V1 + 22), v/ = =

122"

[

/f”dx
Vit

/1'10g<$+ 1+a:2> dx = [mln(a:—i— 1+x2>} —

:clog(:c+\/1+x2>—\/1+:z2

Posledni integral lze poéitat napf¥. substituci y = 1 + 22
zeR
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(1) /sin(log x)dx
ReSeni: PouZijeme integraci per partes, polozme v/ = 1, u = sin(log z). Potom
v =2z au = cos(logz) - 1. Dostaneme, ze

/1 -sin(logz) = zsin(lnz) — /Cos(ln x)dr =
Nyni pouzijeme jesté jednou per partes na v =1 a u = cos(log z) a dostaneme
/ 1-sin(log z) = xsin(lnz) — / cos(Inz) dx = zsin(lnz) —z cos(Inx) — / sin(In x)
Prevedenim integralu napravo na levou stranu dostaneme, Ze

2/ 1 -sin(log ) ¢ zsin(lnz) — x cos(ln )

1
/sin(log x) g §x(sin(ln x) — cos(lnz))
x € (0,00)
(m) /:E” logxdx, n # —1
Reseni:
Polozme v/ = 2", v = logz. Potom u = 2" /n+1av' = % Integrace per partes
dava
n+1 n n+1 n+1
/x”logwdwzx ln:c—/ T g &l Ing— ——
n+1 n+1 n+1 (n+1)2
z € (0,00)
(n) / € sinbx dx
Reseni:

Prob=0je [e™sin(0z) dz = [0 dx .
Nyni predpokladejme, Zze a # 0, b # 0. Pouzijeme nadvakrét integraci per partes,
exponencielu budeme derivovat a goniometrickou funkci integrovat. Plati

/e“z sinbzr dx = —%e‘w cos bx + % /e“z cosbx dx =

1 axr a axr _: a2 axr _:
—ge cosbx+b—26 smbx—b—2 e sin bx dzx.

Odtud vyplyva, ze

2
1
<1 + ;) /e“x sinbz dz € —ge‘” cos bx + %e‘w sin bx
axr

a . .
e** cos br+———5e* sinbxr = asinbx — bcos bx)
a

. C
[ et ar €~ TP Rl
Lehko se ovéri, ze vysledek plati i pro a = 0, pokud b # 0.
zeR
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