6. cviceni — Primitivni funkce
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz
Priklady

1. Najdéte primitivni funkce F' k nasledujicim funkcim f na maximélni mozné podmnoziné
realnych ¢isel a tuto mnozinu urcete.

(a) f(z)=a"

Reseni:
18 g, _ 14
/w xr = ﬂ—l—c
zeR
(b) f(z)=V=
Reseni: 3o /o
2 3
/\/de—/xédx—a;ﬁ—i—c—;—i-c
x € (0,00)
1
(©) F2) = 3
ResSeni: )
1 _3 x~ —1
/xgdx:/x dxzj—#—c:@—l—c
S (—O0,0),(O, OO)
1
d - -
@ @)=
ResSeni:

1
/dq:zlog:d—i—c
x

HAES (—OO, 0)7 (07 OO)
(e) f(z) = (1+sinx + cosx)
ResSeni: Sledujte vypocet

/(1+sinx+cosx)dw =z —cosz +sinx + C.

rzeR
: 2
(1) S) = TVa? + g oina = =
Reseni:
1 2 72°/3 1
/7\/3:U2+251nx— e dr = 5/3 —§cosx—2arctanx+c
reR
(8) f(2) = —p — "
T) = —e
& g cos? x
Reseni:

2
/ 5 —edxr =2tanx — e +¢
cos? x

re (=5 +kn,§+kn) kel
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1 1
(h) f(z) = m+1+x2+1+x2

ResSeni:

1 3
+1+22 :arcsina:+arctanx+x+£+c

1
/\/1—x2+1+$2 3

z e (—1,1)
1
(i) f(z) = 373—%
ResSeni: /2 12
1 x x
Vi3 — —dp =~ 2
/:” N YR VoI
x € (0,00)
. 3z +4x + 2
() () = 3
Reseni:
322 + 4z +2 4 2 2 Az 2
— dzx = 4+ —dz=—+—+ -1
/ % x /x—|—3+3xﬂc 2+3+3og|95|+c

x € (—00,0),(0,00)
(k) f(z)=(1—2)(1-2z)(1 - 3z)

ReSeni: Roznasobenim

11
/(1x)(12x)(13x) dx = /(16x+11x26az3) de = x73x2+?x3f%$4+0

r €R .
_r+
(1) flz)= Tz

Reseni: Sledujte vypodet

xj;dx:/<\/5+\}§) dx:/(m1/2+x1/2) d:c:g?—i-%—i—a

x € (0,00)
2. Dokazte, ze pokud F'(z) = f(x), potom (lF(a:B +b) + C), = f(ax +b), pokud a # 0.

a
ResSeni: Plyne z Véty o aritmetice derivaci a derivace slozené funkce.

3. Najdéte primitivni funkce F' k nésledujicim funkcim f na maximalni mozné podmnoziné
redlnych ¢isel a tuto mnozinu urcete.

(a) ()= cos(3x)

Reseni: )
/cos3:cda: = gsin3x +c
rz€e€R
(b) f(x) =sin(2z — )
Reseni: )
/sin(2:c —7)dx = —3 cos(2z —m) + ¢
r eR
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-1
/65_39” dz = ?65_‘% +c

1 1 1
/1+4x2dx—/1+(2x)2dx—2arctan2x+c

1 1
/1—4:5 ——110g|1—4x\+c

Reseni .
/(29; +1)"dz = 762z + 1% +c
reR
I
(g) f(z)=¢€ +;
Reseni:

7 1
/e?’x—f—dx: ge?’r+7log|x|—|—c
x

T e (—OO, O)a (07 OO)
(h) f(z)= (e +e>)
Reseni: Pomoci linearni substituce y = —x, resp. y = —2x dostaneme

1
/(ez + e 2®) dx € e 5672‘%

rzeR

(i) f(z)= (32?7

Reseni: Tento pitklad substituovat nelze, je tfeba roznasobit.

7

/(3—1:2)3d33: /(27—27x2+9$4—x6)dfv: 27$—9$3+§x5— 7—{—0.
rzeR
(i) f(z) = (sinbz —sinba)
ResSeni: Pomoci linearni substituce y = ba dostaneme

1
/(sin5:c —sinba) do = — cos S5x — xsinba + ¢,

z € R,
nebot sin 5o je konstantni funkce (nezévisla na proménné z).
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(k) f(x) = 1 + 3z +7)°

1 5 . 1 6
/H+(3x+7) dz =log|z — 2| + 18(3:1:+7) +c
T € (_007 2)7 (27 OO)
1
1 =— -+
W 1@ =52 (20 +1%)
Reseni: Pomoci linearni substituce y = 2z + 7 dostaneme

1 c 1 T
- dr S ot (2 f)
/sin2(2a:—|—7r) v 2(:0g a;+4

20+ Fkr tedy x £ k5 -5, k€L
Zaver xE(—7+kg,§7T+k:)

-2
(m) f(z)= \/TW

= K/Vﬁv@;

V2z € (—1,1), tedy x € (— %,
1
) 1) = g
Reseni: Vl’me ze primitivnl funkce k funkci 1 = je log|z| 4+ C. Tedy primitivni

je 1log|az +b|+C. Odtud Vyplyva ze (poloztea =1,b= A)

Resgent:

arcsm(\[ x) +

Sl

—I—b

1
/x+Ad1‘—log|:U—|—A|—|—C.

x € (—o0,—A), (A, )

4. Najdeéte primitivni funkce F' k nasledujicim funkcim f na maximéalni mozné podmnoziné
redlnych ¢isel a tuto mnozinu urcete.

e2r — 1 4
(2) Jj(x) et 41 + 1 —cos?zx
Reseni:

2z x x
2 1 4 (€ —1)(e"+1) 4 / 4
dox = de = T _ 1
/69”—1—1 +1—0082x v / er +1 +sin2x v (e )+sin2x

=e" —x—4cotx+c

€ (kr,m+km), ke Z

®) S@) =
Resgent:
L/Vhapaldx_/2¢1&ﬂl “$m(%;1)+c
e (-1/3,1)
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2
/(1—\/E)de:/l—%/i—i—xdx:x—g\/;”—i-g+c

x € (0,00)
(d) f(z) =tan’z
ResSeni: Sledujte vypocet

-2 2
1-— 1
tg2xdfv:/sm2md1‘:/cgsxdxz/< 5 —1) dr =tgr—x+C.
cos? x cos? x cos? x

re (-5 +kn,§+km), ke

2
(e) f(z)=

x
Regeni: Sledujte vypocet

1+ 22
x? (1+22) -1 1
/1+x2dx_/1+a;2dm_/<1_l+x2> dr = x — arctanz + C.

zeR

.%'2
0 )= 5

Regeni: Sledujte vypocet

T e (—OO, _1)7 (_17 1)7 (17 OO)
(8) f()= (2" +37)
ResSeni: Sledujte vypocet
47 26" 97

log 4 + log 6 * log 9 +C

/(2"’%31)2 dx:/(4“+2-61+9“) dx =

rz€eER
1
(h) f(w):m

D % 2. - ~ 1 PR . . _
ResSeni: Vyraz prevedeme na tvar Tr.252 @ poté uzijeme substituci y = cz.

1 1 1 cl /2 3 1 3
——dr = - — dr = —y/ - arctan4/ —x = 4/ = arctan{/ -z
2+ 3z22 2 3 2V 3 2 6 2

z€eR
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(i) f(z) = cotg?x
ResSeni: Sledujte vypocet

2 1_'2 1
/cothxdx:/C?SQxdx:/,S;nmda::/< — —1) dx
sin® x sin“ x sin“ x

=—cotgx —x+C.

x € (km,m+knr), kel

. 1
() f(z) = \/ﬁ

Reseni: Protoze je

/\}gdy:w@

plati
1 c 1 2
= &€~ 22 Br=-2v2-5
/\/2—5:1; i T=75 v
x € (—00,2/5)
I [a a®  a?

Regeni: Sledujte vypocet

2 3 2 3
/<a+a2+ag> dz:alogm—a——a——i-a
x x2 oz x

x(—00,0), (0,00)

5. Najdéte takovou funkei, aby f'(z) = 6z(1 —x) a f(0) = 1.
Reseni: [62(1 — z)dz = —22°% + 32% + ¢. JeZto mame f(0) =1, tak 1 = —2-03+3-
02 + ¢ = c. Hledana funkce je tedy f(z) = —22% + 322+ 1, 2 € R.

6. Najdéte chyby
1
(a) /:c2ew dz = §w3ex +c
ReSeni: Integral soudinu neni soudin integrali, stejné jako derivace soucinu neni

soucin derivaci. Spravné je

/x2e‘”dx =z — 22+ 2)+c¢

(b) / T4 / 1 d e+
———do =2 | ——dr =z arcsinz +¢
V1— a2 V1— 22

ReSeni:  nelze vytknout pred integral, to miZeme jen u konstanty.

=—v1-22+c

/“’dx
JI_a2
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