4. cviceni — Neabsolutni konvergence
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz
Teorie

Véta 1 (Leibniz). Necht {b,} je monotoénni posloupnost realnych ¢isel spliujici lim b, = 0.
Potom fada > > ;(—1)"b,, konverguje.
(Pokud lim,, o b, # 0, tak Fada nespliuje NP a diverguje.)

Véta 2 (Abelovo-Dirichletovo kritérium). Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti, pricemz {b,, }
je monoténni. Necht je navic splnéna alespofi jedna z nasledujicich dvou podminek:

(A) posloupnost {b,} je omezena a fada ) ~, a, konverguje,

(D) limb,, = 0 a posloupnost ¢asteénych souétii fady Y -, a, je omezenA.
Pak fada ) -7 | anb, konverguje.
Poznamka 3. Kritéria se vyskytuji i v jinych verzich:

e Abelovo kritérium 2
Necht {ay} a {b,} jsou posloupnosti, pfi¢emz {b, } je monoténni. Necht navic posloup-
nost {b,} je omezena a lim, .. b, # 0. Pak fada >, a, konverguje pravé kdyz
konverguje fada > 7 | anby.

Fakta

Prvni fakt o ,,goniometrickych* radach. Rady

o o0
Z sin kz, Z cos kx
k=1 k=1

sice diverguji (mimo z = 0 modulo 27 u sinové fady), ale maji stejné omezené ¢astecné soucty
pro:

o o
Zsink‘:z:, z € R, Zcosk‘x, x € R\ {2km, k € Z}
k=1 k=1
Druhy fakt o ,,goniometrickych* radach. Rady
2. sinkx =, coskx

ko’ ke
k=1 k=1

konverguji absolutné pro o > 1. Sinova fada konverguje neabsolutné pro 0 < a < 1 pro
viechna x € R, absolutné vSak pouze pro z = 2nm, kde n je celé &islo (pak je fada nulova).
Kosinovéa rfada konverguje neabsolutné pro z € R rtizna od 2nw, kde n je celé ¢islo, pro x = 2nm
diverguje. Pro a < 0 fady vzdy diverguji.

Specialné fady >, |sink|/k a ), |cosk|/k diverguji.
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Hinty
cos(nm) = (—=1)"
2sin? k = 1 — cos 2k, 2cos? k =1+ cos 2k

sin(a 4+ b) = sinacosb + cosasinb
Poznamka 4. Algoritmus:

1. Rychle zkoukneme, jestli fada spliuje nutnou podminku.
2. Odhadneme, jestli by nemohla byt absolutné konvergentni. Pokud ano, testujeme
Z |an,| kritérii pro nezaporné rady. Neabsolutni konvergence pak vyplyne.
3. Na AK to nevypada, tedy:
(a) Je to (—1)"b,, kde b, jde k 0 monotéonné? — Leibniz. Monotonii poctivé
oveérime:
i. Jak vypada b,+1 — b, nebo by11/b,7?
ii. Prevedeme b, na funkci a zderivujeme - zjistime, kde roste a klesé.
(b) Je tam sinnz nebo cosnx krat by, kterd jde monoténné k 0?7 Dirichlet. Poctivé
ovéfime monotonii (jako u Leibnize).
(c¢) Je tam konvergujici fada krat néco omezeného? Zkusime Abela. Opét ovéfime
monotonii.
4. Kritéria jde i kombinovat. Je tam sinnz krat néco jdouci k 0 krat néco omezeného?
Dirichlet a pak slepit Abelem. A porad ovéfujeme podminky.
5. Varovani: Vime, Ze > sin(nz) a > cos(nz) méa omezené ¢astecné soucty. O vyrazech
sin?n, cos(n 4 2) nebo sin n? nevime nic a musime je prve upravit.

Priklady
1. Urcete, zda nésledujici fady konverguji.
oo o0
2n? +3n +4
V3-1 -
@ 3o EECHNCES T
oo (0.9} n
d 1)t —=—
Z logn (d) ;( ) n?+2
2. Urcete, zda nasledujici fady konverguji.
oo oo
1
(a) Z:: cos (n%) arccot(n) (e) Z m sinn
cos 2n (% sin?n
(b) ; logn Z
> arctann sm
* N sin(n) ———
(c) nz:lsm(n) n Z log( logn
> n n 1
d 1" h 1" in —
@ S () ;( Pt ()
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3. Rozhodnéte o neabsolutni i absolutni konvergenci nasledujicich fad (v zavislosti na
parametru x € R).

@ 2 (-1 (237;111())71 ()% D cos(n’n) (Vi + 9~ V)
n=1 n=1
o0 n+1 0o (_1)n
55 © Xy
> 2n +3n+4
DB

Zkouskové priklady

Nésledujici priklady i s FeSenim jsou od doc. Rokyty: https://www2.karlin.mff.cuni
.cz/"rokyta/vyuka.html

4. Vysetiete absolutni i neabsolutni konvergenci fad. (Neni-li napsano jen NAK.)

'.’:NAKZ

—cos 3n + 2
(n+1)vn+1 ( )

n+1 n+3
(b) In
g;n+3( n+1)

s \/’E sm%
/1 1
(d)% NAK ——In(1+4=))nsin2n
> (nm(res)
> n!l+1
(e)*z(n—l-Q)H—Q

() + ()
= () + ()

(2) 2: . sin(ny/)
1

> Ind3 1 —
W X s v
(1)@ nzl (1—ln (n;—l))
6 g:l (1;2” N \/n—|—2\4;ﬁ\/n+1>
Bonus

5.88 i(—n"m
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6. Necht > % an a Y b, je konvergentni (K), > ¢, a > 2 dy jsou divergentni

(D). (Rady mohou mit i nezaporné &leny). Rozhodnéte, zda musi platit:

(a) 0% an + ¢, K () Xy a
(b) >z 1cn+an (f) niic
(€) 3, an — by K (8) 2net
(d) S kan+l bn, k1 € R, K

b, K
-dy K
-dy, K

Ve “ Don't wurry!x‘\x
|" There will still be
' plenty for you

.
—_todol -~

—
f..--’"I

)y +

Figure 1: https://mathjokesdmathyfolks.wordpress.com/2010,/09/09/a-nice-and-funny-note/
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