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Teorie

V¥ta 1. Nech´ {an} je posloupnost, A ∈ R a limn→∞ an = A. Pak limn→∞ |an| = |A|.

Algoritmus

Snaºíme se uhodnout posloupnost bn, kterou pouºijeme do LSK:

1. Najdeme xn a funkci f(x) tak, ºe sloºením f(xn) dostaneme an. (Nap°. pro an = sin 1
n

budeme mít f(x) = sinx, xn = 1
n .)

2. Zkontrolujeme, ºe xn jde do 0.

3. Rozvineme f(x) do Taylora. (Stupe¬ musíme odhadnout, ale musí tam zbýt n¥jaká x,
nejen ó£ka.)

4. Prom¥nnou x v Taylorovi nahradíme zpátky xn, tím získáme bn pro LSK.

5. Provedeme LSK. Nezapomeneme pouºít Heineho, Taylora p°íp. V¥tu vý²e.

6. Ud¥láme záv¥r.

7. Varování: n¥které funkce je pot°eba p°ed rozvinutím do Taylora upravit, abychom
rozvíjeli v 0.

8. Pozn.: Rozvíjet lze samoz°ejm¥ i v jiných bodech. Jen musíme poctiv¥ ov¥°ovat pod-
mínky.

P°íklady

1. Vy²et°ete absolutní konvergenci °ad.
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2. Dokaºte, nebo najd¥te protip°íklad.
(a) Pokud

∑∞
n=1 an konverguje, potom konverguje i

∑∞
n=1(a2n−1 + a2n).

(b) Pokud
∑∞

n=1(a2n−1 + a2n) konverguje, potom konverguje i
∑∞

n=1 an.

(c) Pokud limn→∞ an = 0, potom °ada
∑

an konverguje.

(d) Pokud
∑

an konverguje, potom an+1 ≤ an pro v²echna n ≥ 1.

(e) Pokud
∑

an konverguje, potom existuje n0 ∈ N takové, ºe an+1 ≤ an pro v²echna
n ≥ n0.

3. Dokaºte nebo najd¥te protip°íklad

(a) Nech´
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn jsou absolutn¥ konvergentní. Pak i °ada
∑∞

n=1 anbn je
absolutn¥ konvergentní.

(b) Nech´
∑∞

n=1 cn konverguje. Nech´ navíc |an− bn| ≤ cn. Pak °ada
∑∞

n=1 an konver-
guje práv¥ tehdy, kdyº konverguje

∑∞
n=1 bn.

(c) Nech´
∑∞

n=1 an konverguje a bn je omezená posloupnost. Pak
∑∞

n=1 anbn konver-
guje.

4. ^ Najd¥te posloupnost an, pro niº limn→∞ an = 0 a pro kaºdé α ≥ 1 je

∞∑
n=1

|an|α = ∞.

5. Najd¥te posloupnosti an a bn takové, ºe an ≥ bn a
∑∞

n=1 an je konvergentní a
∑∞

n=1 bn
je divergentní.

6. R Najd¥te posloupnosti an a bn takové, ºe |an| ≥ |bn| a
∑∞

n=1 an je konvergentní a∑∞
n=1 bn je divergentní.

7. W Najd¥te konvergentní °adu
∑∞

n=1 an a divergentní °adu
∑∞

n=1 bn tak, ºe limn→∞
an
bn

=
1.

8. Najd¥te posloupnosti an a bn tak, ºe
∑∞

n=1 anbn je divergentní, ale p°itom an a bn spl¬ují
vºdy dv¥ ze t°í následujících podmínek:

(a) an = (−1)n,

(b) bn+1 ≤ bn,

(c) limn→∞ bn = 0.

(1d)lna−lnb=lna/b=−lnb/a.
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