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Teorie

V¥ta 1 (srovnávací kritérium ). Nech´
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn jsou °ady s nezápornými £leny
a nech´ existuje n0 ∈ N takové, ºe pro kaºdé n ∈ N, n ≥ n0, platí an ≤ bn.
(a) Pokud

∑∞
n=1 bn konverguje, konverguje i °ada

∑∞
n=1 an.

(b) Pokud
∑∞

n=1 an diverguje, diverguje i °ada
∑∞

n=1 bn.

V¥ta 2 (limitní srovnávací kritérium ). Nech´
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn jsou °ady s nezápornými

£leny a nech´ existuje lim an
bn
. Ozna£me K = lim an

bn
.

(a) PokudK ∈ (0,∞), pak
∑∞

n=1 an konverguje práv¥ tehdy, kdyº °ada
∑∞

n=1 bn konverguje.
(b) Pokud K = 0 a

∑∞
n=1 bn konverguje, pak

∑∞
n=1 an konverguje.

(c) Pokud K = ∞ a
∑∞

n=1 an konverguje, pak
∑∞

n=1 bn konverguje.

V¥ta 3 (vztah absolutní konvergence °ady a konvergence °ady). Je-li °ada
∑∞

n=1 an absolutn¥
konvergentní, pak je i konvergentní.

V¥ta 4 (Heineova). Nech´ a ∈ R∗, A ∈ R∗ a nech´ funkce f : M → R, M ⊂ R, je de�nována
na n¥jakém prstencovém okolí bodu a. Potom jsou následující dva výroky ekvivalentní:
(i)

lim
x→a

f(x) = A;

(ii) Pro kaºdou posloupnost {xn}n∈N, spl¬ující xn ∈ M , ∀n ∈ N : xn ̸= a a limn→∞ xn = a
platí limn→∞ f(xn) = A.

Fakta

1. �ada
∑∞

n=1 q
n−1 konverguje práv¥ kdyº |q| < 1.

2. �ada
∑∞

n=1 n
α konverguje pro α < −1 a diverguje pro α ≥ −1.

3. �adu
∑∞

n=1
1
n nazýváme harmonickou °adou. Harmonická °ada diverguje.

4. �ada
∑∞

n=2 n
α lnβ n konverguje práv¥ tehdy, kdyº α < −1 a β ∈ R nebo α = −1 a

β < −1.

Hinty

A2 −B2 = (A−B)(A+B)

A3 −B3 = (A−B)(A2 +AB +B2)

An −Bn = (A−B)(An−1 +An−2B +An−3B2 + . . .+A2Bn−3 +ABn−2 +Bn−1)

ab = eb ln a
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Poznámka 5. Algoritmus:

1. NP: Jde an k 0? Pokud ne, °ada diverguje. (Pokud ano, nevíme nic.)
2. Má °ada nezáporné £leny? Pokud ne, zkusíme absolutní konvergenci (z ní vyplyne i

konvergence).
3. Zkusíme najít °adu k LSK. (�astí kandidáti:

∑∞
n=1 n

α,
∑∞

n=1 q
n,

∑α
n=2 n

α lnβ n.)

(a) Zlomek: Vytkneme nejsiln¥j²í £len v £itateli i jmenovateli - s tím srovnáme.
(b) Odmocniny: Není pot°eba je nejd°ív upravit?
(c) Funkce: K £emu se blíºí jejich argument? Neznáme n¥jakou limitu v tomto bod¥?

- Limita nám poradí, s £ím srovnávat.

4. Umíme pouºít n¥jaký odhad zdola £i shora? (nap°. | cosx| ≤ 1, | sinn| ≤ n, ln(x) ≤
x−1). Aplikujeme SK. (Pozor, je t°eba odhadovat zdola divergentní a shora konvergentní

°adou.)
5. Je²t¥ jednou prokontrolujeme v²echny implikace a podmínky. Napí²eme záv¥r.
6. Varování: je velký rozdíl mezi sinn a sin 1

n .

P°íklady

1. Ur£ete, zda následující °ady konvergují

(a)
∞∑
n=1

n2

n3 + 1

(b)
∞∑
n=1

1√
2n+ 1

√
2n+ 3

(c)
∞∑
n=1

3
√

n2 + 5− 3
√
n2 + 1

(d)
∞∑
n=1

3
√
n2 + 5− 3

√
n2 + 1

4
√
n

(e)
∞∑
n=1

1

(2 + 1/n)n

(f)
∞∑
n=1

n
√
n+ 2n

n2 + 2n3

(g) P
∑
n=2

1
n
√
lnn

(h) V
∞∑
n=1

n− lnn
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Zkou²kové p°íklady jsou: (2b, c, g, l, m, n)

2. (a)
∞∑
n=1

n3

(
1− cos

1

n

)
(b)

∞∑
n=1

ln

(
1 +

1

n2

)
(c)

∞∑
n=1

arctann

n

(d)
∞∑
n=1

sin
1

n
ln

n+ 1

n

(e)
∞∑
n=1

(
n(n2+1)−1 − 1

)
(f)

∞∑
n=1

n

n2 + 1
cos

1

n

(g)
∞∑
n=1

sin
(

1√
n
− 1√

n+1

)
3
√
n2 + 1− 3

√
n2

(h)
∞∑
n=1

arctan
2n

1 + n2
,

(i)
∞∑
n=1

arctan
2nx

x2 + n2
, x ∈ R.

(j)
∞∑
n=1

sin
n

n2 + 1

(k)
∞∑
n=1

(
nna − 1

)
, a ∈ R

(l)
∞∑
n=1

tg
( π

4n

)
sin 2n

(m)
∞∑
n=1

1

n
arccos

1

n

(n)
∞∑
n=1

arcsin(
√
n2 + 1−

√
n2 − 1)

√
sin

1

n

Bonus

3. Zkonstruujte kladnou posloupnost an tak, ºe

(a) lim
n→∞

an+1

an
= 1 a

∑∞
n=1 an konverguje.

(b) lim
n→∞

an+1

an
= 1 a

∑∞
n=1 an diverguje.

(c) lim sup
an+1

an
> 1 a

∑∞
n=1 an konverguje.

4. Dopl¬te symboly ⇔, ⇐ nebo ⇒.

V¥ta 6 (limitní srovnávací kritérium ). Nech´
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn jsou °ady s nezá-
pornými £leny a nech´ existuje lim an

bn
. Ozna£me K = lim an

bn
.

K ∈ (0,∞)
∞∑
n=1

an Diverguje
∞∑
n=1

bn Diverguje

K = 0
∞∑
n=1

an Diverguje
∞∑
n=1

bn Diverguje

K = ∞
∞∑
n=1

an Diverguje
∞∑
n=1

bn Diverguje

(1g)lnn≤n.
(1h)SKs1/n2.

Matematická analýza 2, 2024/25, Kristýna Kuncová 3



Figure 1: https://marekbennett.com/2014/03/06/recursive-load
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