bonusové. cviceni — Konvergence Newtonova integralu - opakovani
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Zkouskové priklady
1. Vygetfete absolutni konvergenci integrald, «, 8 € R.
Zdroj: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ spurny/pages/ma2.php#
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ pick/
http://www.karlin.mff.cuni.cz/ rokyta/vyuka/index.html

ool,2_ oo )%
@ [T Dosar,

23
Reseni:
e funkce f je spojita na (1, 00).
e u 1: funkci log x srovname s (x —1). Funkci 22 —1 = (z—1)(x+1) srovnavame
s (x — 1). Dohromady tedy srovnavame s g(z) = (z — 1)(z — 1)¢. Méame

(z2-1)(log 2)* o
e 1 1
i 7% B i D187 o o),
e+ g(z)  aoit (2 —1)(x — 1) a=1+ 23 (x — 1)~
tedy fl x) konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguje fl r — 1) dz, ktery

konverguje pravé tehdy, kdyz o + 1 > —1, tedy kdyz o« > —2. (Lze pfimo
spocitat.)

2

e u oco: funkci 22 — 1 srovnavame s 2. Dohromady tedy srovnavame s g(z) =

z2log®
3
(z2—1)(log 2)* 2
(&2 —1)(og ) 1
lim f) _ im —— 2 _ Jim ~ — =1¢€(0,00).
r—00 g(x) r—00 z 10§ z r—00 x
T
Tedy [,° f(z) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje [;° =& 8% 4 ktery

konvergUJe prave tehdy, kdyz o < —1 (lze spocitat substituci y = log x).
Zaver: fl x) konverguje pravé tehdy, kdyz a € (-2, —1).
(b) /1 (el=% — 1) 'arccosx de
0 varcsin x

Reseni:

e funkce f je spojita na (0,1).
e u 0: funkci arcsin(z), budeme ho srovnavat s z. Dohromady tedy srovnavame

s g(x) = ﬁ Mame

(e~ —1)™ arccos =

lim, f(m; lim —YAEE— — (¢~ 1)7 7 € (0,00),
T X z—0+ ﬁ
tedy fo r) konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguje fo L — du, ktery konver-

guje.
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e u 1: funkci (e!7%—1) srovnavame s 1—x. Funkci arccos x srovnévame s /1 — 2.

Dohromady tedy srovnavame s g(z) = (1 — 2)*/1 — 2. Mame

(e!=®—1)® arccos =

lim f(z) . Varemz V2 )

xilf IE) xiglf (1 — x)a«/l — o \/g < (0 o

tedy fél f(x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fél (1 —2)*/1—zdx.

1ig

Tedy pravé tehdy, kdyz konverguje [ ;1 (1—2)27% coz je pravé pro a+ % > —1,
2

tedy pro a > —%.

Zaver: fo x) konverguje pravé tehdy, kdyz o > —3

o logx o
(C)/1 (7(arccotx) dz

3
2
Resent:

e funkce f je spojita na (1,00).

e u 1: logx, budeme ho srovnavat s (z — 1). Dohromady tedy srovnavame s

rz—1 4
=-r—- M
g(x) - ame
gz _(arccot z
flz) lim @ 1)3 7 ) _ oy o8 N
=2 im — = lim (arccot z)
x—>1 .CC) s = 1+ ($ — 1)
(z—1)2
= (arccot 1)* € (0, 00),
tedy fl x) konverguje pravée tehdy, kdyZ konverguje fl

verguje (lze pfimo spocitat).

|~

e u oo: funkci arccot x budeme srovnavat s % Funkci —L— srovname s

[N

(z—1)2 x
Dohromady tedy srovnavame s g(z) = 1982 Mame
r2x®
log x a
arccot x 3
_ flx) (x—l)%( ) . T2 N
lim —— = lim . = lim —— = - (zarccotz)* =1 € (0, 00).
T—00 CC) T—00 % T—00 (.Z‘ _ 1)5
T2
Tedy f2 x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f2 (log x)x™ 3« dz,
ktery konverguje pravé tehdy, kdyz —5 — a < —1, tedy pravé pro a > —l
Zaver: fo x) konverguje pravé tehdy, kdyz a> —3

(d) Ukazte, ze funkce x —sinz je kladna na (0,00) a Vysetrete konvergenci

(1 1 — si

/ (Oga;)( og(x —sinz)) .
0 x5 +10+sinz

Reseni:
e Uvazujme funkci h(x) = = — sinz. Pak h(0) = 0 a h/(z) = 1 — cosz na

€ (0,00). Pak A’ > 0 na (0,00). Specialné je A’ > 0 na (0,27). Tedy h je
rostouci na [0, 27]. Navic h neklesa na [27,00). Tedy h > 0 na (0, c0).
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e funkce f je spojita na (0, 00).
e funkci h = x — sinx lze rozvinout jako z —sinx = % + o(x%).

e u 0: budeme srovnavat log(z — sinz) s logz® = 3logz. Dohromady tedy

_ 3log’z
- 1

srovnavame s g(z) . Méame

(log z) (log(z—sin x))
TG N S
z—0+ (3: z—0+ 3 ]og T z—0+ 3 log T

=1-10 =10 € (0, c0),

log(z — sinx)

(25 + 10 + sin )

tedy fo x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fo 3log? z dz, ktery kon-
verguje (nutno ukazat).
Limitu jsme spocetli jako

. 1—
L logle—sing) pmo s 1 l-cose b
z—0+ 3 IOgLL’ néco/oo 0+ % z—0+ 3 xr2 T —sinr

. .6 . ‘s
e uoco: budeme srovnavat log(x—sin z) s log . Funkei 25 +10+-sin x srovnavame

s a8 Dohromady tedy srovnavame s g(z) = @. Méme
x5
(log z)(log(z—sin x)) . 6 )
lim flz) — lim x§+1ojsinx _ log(z —sinz) 5 + 106—|— sine (0, 50)
T—500 x) Z—r00 10g6x Z—00 log z 5
x5
tedy [;°f(z) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje [, OOIOg £ dx, ktery kon-
verguje (nutno ukézat).
Limitu jsme spocetli jako
. log(x —sinx) . logx(1— %) . logz +log(1l — %)
lim ———= = lim ——2% -~ = lim
T—00 log x T—00 log T—00 log x
10 1 s x 0
= lim 1+MVO:AL1+—:1G(0,OO)
T—00 log x o0
Zéaver: [° f(x) konverguje.
1 T
(e) / (arcsinz — x)% sin” (1) cos® <§x)
0
Reseni:

e funkce f je spojita na (0,1).

. . . . . . 3
e funkci arcsinz — sinx lze rozvinout jako arcsinz — z = % + o(z4).

e u 0: budeme srovnavat arcsinz — z s x°.

Dohromady tedy srovnavame s g(z) = (2%)*(rx)?. Mame

Funkei sin(mz) srovnavame s wx.

lim L) g (arcsine — o)* sin(wz) cos® (§2) _ (1\* 1-1 € (0,00),
a—0+ g(x)  a—0+ (x3)o(mz)P 6
tedy fo z) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje [ ; wBa3etB dgx, ktery

konverguje pravé tehdy, kdyz 3o+ 8 > —1.
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e u 1: Funkei sin(7z) srovnavame s 1 —z. Plyne z grafu nebo z Taylorova rozvoje
funkce sin(7z) v bodé 1. Funkei cos (3z) srovnavame s 1 — z. (Opét z grafu
nebo z Taylora v 1.)

Dohromady tedy srovnavame s g(z) = (1 — z)?(1 — 2)®. Mame

lim f(z) ~ lim (arcsinz — x) sin” (7z) cos® (3z) _ (f )ens (g

e—1- g(x)  z—1- (1—2)5(1 — x)« 9 ) € (0,00)

tedy fél f(z) konverguje pravé tehdy, kdyZz konverguje f%l(l — 2)°*P dz, ktery
konverguje pravé tehdy, kdyz o + 8 > —1 (lze prevést substituci y = 1 — = na
znamy integral).

Limity jsme spocetli jako

sin(mz) r'm - 7 cos(mx)

li = =
Pl (1—2z) o0 e "
cos (Zx —Zsin (Zx
lim #) LH i 27<2) S
a—1— (1 —x) 0/0 2—1— -1 2

ZAver: folf(x) konverguje pravé tehdy, kdyz (a + 8 > —1&3a+ > —1).

2. Vygetiete konvergenci integrala, o, 8 € R.

Priklady i s feSenim jsou piimo opsany od: http://www.karlin.mff.cuni.cz/ rokyt
a/vyuka/index.html

(a) / arctan(a’) sin(2z) dx, a>0
0

wa
Resent:
Oznacme
I= /OO Msin@x) dr = Iy + I,
0 x
kde

1 2 o) 2
t t
Iy = / ACANTT  02) dr, T = / ArCtana” o (22 da.
0 1

x? x?
e Chovani u nuly: ,
Funkce f(r) = & gin(22) € C((0,1]) a f(z) > 0 pro = € (0,1]. Mame

e

lim arctan z? sin(2z) 1 — lim arctan z? 2. sin(2x) 9. 1 _g
=0 1@ 3= 250 x? 2x ad—a

Tato limita je nenulova a kone¢na, a tedy podle limitniho srovnévaciho kritéria
konverguje Iy pravé tehdy, kdyz konverguje

1
1
/ a3 dzx,
0

coz se stane pravé tehdy, kdyZz a — 3 < 1, tedy a < 4.
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e Chovani v nekonecnu:
Funkce sin(2z) ma na (1,00) omezenou primitivni funkei (napf. —3 cos(2z)),

a vyraz actanz® o o ([1,00)). Podle Dirichletova kritéria postaéi:

:L-CL
. . arctan x2 ,
(i) lim ———— = 0: Plati, nebot |arctan2?| < %, takze
T—00 xra
arctan 2 T 1
_— §§-—a—>0 prox —+ oo aa>0.
x

xa

(ii) Funkce g(x) = arcg%ﬁ je na dostatetné velkém intervalu klesajici: Jeji
derivace:

334

2 1
()= ————— | = —a-arctanz?® [ 1+ — | |.
a
g (1+ zt)zetl | 22 x?

Pro o — oo, vyraz v hranaté zavorce jde k —a - 7, coz je zadporné. Tedy
g'(z) < 0 pro x dost velkeé.

Zavér: Integral konverguje pravé kdyz a € (0,4).
°° (arctan )% sin x
(b) / 11 dz
0 z+1)
Regeni: Oznacime

L /oo (arctan )% sin x do. I, i /1 (arctan x)% sin = i, L m /oo (arctan ) sin & "
0 2z+1 0 2z +1 1 20 +1

e Pro vysetfeni chovan{ integralu I; pouzijeme:

(arctanz)*sinz 1 <arctan CL') “ sinx 1

lim = lim . =
0 2¢ + 1 rzetl 250 T x 2r+1

Proto I konverguje (podle limitniho srovnavaciho kritéria) pravé tehdy, kdyz

konverguje
1
/ 2 dz,
0

e Pro vySetfeni chovani integralu I, pouzijeme nasledujici uvahu: protoze (arctan z)®
je na (1, 4+00) monoténni a omezend funkce pro libovolné a € R (ukazte to po-
drobng), bude podle Abelova kritéria stacit, kdyz bude konvergovat integral

o -
/ sin x d.
1 2x + 1
Tento integral konverguje podle Dirichletova kritéria, nebot sin 2 ma na (1, +00)

1 . 4 «
7271 Jde monotoénné k nule pro x — +o0.

coz je pravé tehdy, kdyz a > —2.

omezenou primitivni funkci a

Zavér: I konverguje pravé tehdy, kdyz a > —2.
w/2
(c) / tan® z - sin” x dz
0

Reseni:
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Zkoumejme konvergenci integralu:
w/2
/ tan® z - sin® z d.
0

Integrand f(z) = tan® z - sin® z je spojity a kladny na intervalu (0, 7/2) pro kazdé
a, B € R. Integral tedy konverguje préavé tehdy, kdyz konverguji integraly

w/4 w/2
/ f(x)dx a / f(x)dx.
0 w/4
e Chovéani u nuly:

Pro srovnani pouzijeme funkci g(z) = z®*P, ktera je kladna a spojita na
(0,7/4]. Plati:
f(x)

im —= =1,
z—0t g(x)

a tedy podle limitniho srovnavaciho kritéria konverguje
w/4 /4
/ f(x)dx pravé tehdy, kdyz konverguje / 2P dz.
0 0

Ten konverguje pravé kdyz a + 8 > —1.
e Chovani u 7/2:
Pro srovnani pouzijeme funkci g(x) = (g — :10) ~ ktera je kladn4 a spojita na
[r/4,7/2). Plati:
()

lim 1 g
x—=T/27 g(ac)

a tedy podle limitniho srovnavactho kritéria konverguje

w/2 w/2 T —a
/ f(z)dx pravé tehdy, kdyz konverguje / (7 — x) dx.
w/4 w/4 2

Ten konverguje pravé kdyz —a > —1, tedy a < 1.
Zavér: Integrél
/2
/ tan® z - sin® z dx
0
konverguje pravé tehdy, kdyz plati:

at+fB>-1 a a<l.

2?(r —z)3

Reseni:

T log® x) sin® (z
o [(eglran

Zkoumejme konvergenci integralu:

/7r log®(1 4 z) - sin”
0 z?(m — z)?
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Oznacéme ( ) 5
log®(1 + z) - sin”
f(x)“' xQ(W-—»m)3 I

xz € (0,m).
Funkce f je na intervalu (0,7) kladna a spojita, a proto staci vySetfit jeji chovani
v krajnich bodech.

e Bod 0:

PoloZzme

xaxﬂ a+(5—2
9(37)*7*95 .

Funkce g je na intervalu (0, 1] kladné a spojita. Vypocet ukazuje:

lim M

-3
=73 € (0,00).
20t g(x) T (0,00)

Podle limitniho srovnévaciho kritéria konverguje

1 1
/ f(z)dx pravé tehdy, kdyz konverguje / g(z) dz,
0 0

coZ nastava pravé tehdy, kdyz a + 8 > 1.
e Bod m:

PoloZzme
g(z) = (r =) (=) = (m —2) 7>’

Funkce ¢ je kladna a spojita na intervalu [1, ), a plati

lim @) € (0, 00).

z—r= g(z)

Podle limitniho srovnévaciho kritéria konverguje

/ f(z)dx pravé tehdy, kdyz konverguje / g(x) dx,
1 1

coZ nastava pravé tehdy, kdyz 8 > 2.

Zavér: Integrél

T log® B
/ og (i—kx) sin’z
0 z?(m — x)3

konverguje pravé tehdy, kdyz

a+p>1 a [>2

U (arcsinz — 2)® sin® (mz)
e dx
(© /0 —
Reseni:

Zkoumejme konvergenci integralu:

/1 (arcsinz — z)® - sin® (rx) d
0 (1 —a)*

Z.
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Oznacme:
(arcsinz — z)® - sin® (rx)

flz) = (1 —a)e , x€(0,1).

Funkce f je na intervalu (0,1) kladna a spojita. Stac¢i tedy vySetfit jeji chovani v

krajnich bodech.

e Bod 0:
Polozme
g(x) = 2% (rx)P = nPa3ath,
Funkce g je na intervalu (0,%
lim @) (0, 00).
z—0F g(x)

Podle limitniho srovnavaciho kritéria tedy

1/2
(x)dz konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguje
0
coz nastava praveé tehdy, kdyz 3a+ 5 > —1.
e Bod 1:
Polozme

glo)=(1—2)" (1—2)’ = (1 —2)’ .

Funkce g je kladna a spojita na intervalu [%, 1), a plati:

Podle limitniho srovnévaciho kritéria

1
f(x)dx konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje
1/2
coz se stane pravé tehdy, kdyz f —a > —1,tj. a — 5 < 1.

Zaveér: Integral

/1 (arcsinz — z)* - sin® () e
0 (1—=z)e

konverguje pravé tehdy, kdyz

3a+p8>-1 a a—p<]l1.

] kladné a spojita. Vypocet ukazuje:

1/2
/ g() dx,
0
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