18. cviceni — Parcialni derivace
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priiklady

1. Najdéte parcialni derivace 1. fddu podle vSech proménnych, urcete Dy a Dy.

(a) f(z,y) =35z — 4y + 6ay

Reseni: of
—=35+6
Ox + oy
of
— =6z —38
oy v
Df=Dy; = Do; =R?
oz oy
2
(b) fla,y) = =7
Reseni:
g —siny?
oz x2
g B 2y cos y>
oy T
Dy =Dy = Doy = {(z,y) €R?: . # 0}
z y
(c) f(z,y) ==y tan <>
Reseni:
f x
- =ytan— + 3z
ox y cos®?
af —z?
— —7rt -
By x any + Joos? £
Dy = Dos :D%f:{(x,y)eR2;y¢o,§¢g+kw,keZ}
() fla,y)=a"
Resent:
7Y = eylnm
af _ y—1
or "
0
a]y‘ =zYInzx
Dy =Dos = Do = {(z,y) €R?: 2 > 0}
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— i
(f) f(z,y) = arcsin —

Reseni:

|
g

—
|
<
S
8 |

({L‘ + y)a: _ eacln(;t+y)

=(z+y)* <1n(9: +y)+ x)

r+y

af _ r—1
9y z(z +vy)

Dy =Dos = Dor = {(z,y) ER*: 2 +y >0}

D
D

Oy

af _ 3y
Oz 59/at

of _ 6wy _ 6Vx
dy 5y 5P
Dy =R?

(z,y) €R? : z # 0}

of
ox

2

={
or = {(z,y) € R? 1 y # 0}

Y

Q|
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() S(e9) = 3 2
Reseni:
of
ox  x%2 —y?
2
oy  x2—y?
Dy =Dos = Doy = {(m,y) cr?. 21Y >(),337éy}
ox dy r—Y
(i) f(z,y) = arccot _z
Resent:
of __y
or 22+ y?
of _ _—x
oy  x24y?

Df=Dos = Doy ={(z,y) e R*: z # y}
oz Oy

Priklady - zkouskové

Zdroj: https://www.karlin.mff.cuni.cz/"zeleny/vyuka.php

2. Najdéte parcidlni derivace 1. Fadu podle vSech proménnych, urcete Dy a Dy, napiste
rovnici te¢ny v bodé a

(a) f(z.y) = 2? — 32, a = [1,2]
ResSeni:
e Defini¢ni obor:

Dy =R?

e Pro 22 # % mame

of 2 2
- _ 422
o sgn(z® — y°)2x
of 2 2
- _ — %2
o = smla® =122
e Pro 22 = 4% mame
0 ty) — N2 — 2| — (22 — o2
—f(:n,y):limf(x+ Y) = flay) o 1@+ )7 =yt fa” -y
oz t—0 t t—0 t
2 2 2 2
2zt +t° — —10 2ot 4+t t
P e e st i Bl U OO 5 QAN PR
t—0 t t—0 t—0 t
Spocteme limity zprava a zleva
t
lim U|2:E—|—15\ = lim |2z + t| = |2x]
t—0+ ¢ t—0+
.t .
lim —|2x 4+ t| = lim —|2z 4+ t| = —|2x]
t—0— ¢ t—0+
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Limita existuje jen pro x =y = 0 Tedy

g_{o, r=y=0,

Ox 3, jinak.

e Protoze funkce f je symetrickd (f(x,y) = f(y,x)), parcialni derivace podle y
vyjdou analogicky, tedy

%_ 0, z=y=0,
dy |3, jinak.

o Zaveér:
i. Pro 22 # 3? méame

= sgn(z? — y?)2z

oz
% = sgn(z? - y*)2y
ii. Pro (0,0) mame
of _ a5 _,
or Oy

iii. Pro 22 = y%, o # 0 # y, parcialni derivace neexistuji.
e Rovnice tecné roviny: Parcidlni dervivace funkce f jsou v bodé a spojité. Tedy
v bodé a existuje totalni diferenciél a tedy i te¢na rovina. V bodé a mame

fla)=3
of .
g—i(a) =-2
8_y(a) =4

Tedy te¢né rovina mé rovnici

z—3=-2x—-1)+4(y —2).
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(b) flz,y) =" ¥+ Ty + |zyl, a = [1,2]

~

Reseni:
e Defini¢ni obor:
Dj =R?
e Pro zy # 0 mame
0
a_i = V20 + sgn(ay)y
0
a—]yc — —" Y 4 T+ sgn(zy)x

Graf funkce g, funkce f, problematické body derivace

e Pro zy = 0 (tedy na osach soufadnic) budeme vySetfovat parcidlni derivace

pro funkci g = |zy|.

t
99 (4.y) = 1im &) = 9(@)
0 t—0 t t—0 t
t
—limM
t—0 ¢t

lim |yl =

Jim =S| = [y
o [

lim |yl = —

Jm =Fy =~y

Limita existuje jen pro y = 0 Tedy

dg _J0, y=0,
Ox

e Analogicky

t) — Al —
ay t—0 t t—0 t
dg _J0, x=0,
dy |3, jinak.

t)y| — t
_ i (@Yl — eyl ey -ty
t—0 t

. |t
lim —
t—=0 ¢
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e Zavér: Puavodni funkci f lze zapsat jako
f=e""V 4Ty +g.

Protoze e =Y +7 € C® (R?), tak plati, Ze funkce f ma parcialni derivace pravé
tehdy, kdyZ je mé funkce g.
Tedy:

i. Pro zy # 0 méame

of 42y
92— ¢ 2z + sgn(zy)y
gz ="V 4T sgn(zy)z
ii. Pro (z,0), z # 0 mame
of w2y
il 240
of
oy = #
iii. Pro (0,y), y # 0 mame
af
ik
9 _ v 740
Jy
iv. Pro (0,0) mame
of 2_y
R D)
97 ¢ x+0
O _ _ev 1740
dy

e Rovnice tecné roviny: Parcialni dervivace funkce f jsou v bodé a spojité. Tedy
v bodé a existuje totalni diferencial a tedy i te¢né rovina. V bodé a mame

1
of . 2
W =et?
of . .1
=8

Tedy te¢né rovina mé rovnici

z—é—16: <i+2> (x—1)+(8—i> (y—2)

(c) Jf(a:,y) =y +sinz, a =[0,1]
Resent:
e Defini¢ni obor:
Dy = {[z,y] €R?*:y+sinz >0}
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e Pro z,y, kde y > —sinz mame

of 1 cos T
0r 2 \Jy+snz
of 1 1
Ay 2 y+snz

L I L L
=10 =5 a 5 10

e Pro y = —sinx parcidlni derivace podle y neexistuje (nelze najit okoli pro
definici limity).

Parcialni derivaci podle x lze derivaci poc¢itat pouze v bodech z = 37” + 2k,
y = 1. (Jinde opét nelze najit okoli.)

V téchto bodech mame

af flatty) - floy) . Jyrsm@sD -y Feme
—(z,y) = lim = lim
Ox t—0 t t—0 t
\/1+sin(3§+2kn+t)—0 V1= cost
= lim = lim
t—0 t t—0 t

Spoc¢teme limity zprava a zleva

. V1 —cost . 1 —cost 1
lim —— = lim P
t—0+ t t—0+ t2 2

. v1—cost . v1—-cost . 1 —cost 1
lim —— = lim ——— = lim —4{/—— = —4{/ —
t—0— t t—0— —|t| t—0— t2 2

Limita tedy neexistuje.

o Zaver:
i. Proy > —sinz mame
of 1 cos T
dr 2 \Jyfsmz
of 1 1
dy 2 Jytsmz
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ii. Pro y = —sinx parcialni derivace neexistuji.
e Rovnice tecné roviny: Parcialni dervivace funkce f jsou v bodé a spojité. Tedy
v bodé a existuje totalni diferencial a tedy i te¢na rovina. V bodé a mame

fla)=1
of 1
2 =3
of 1
@(a):§

Tedy te¢né rovina mé rovnici

z—lzl(m—(])—{—%(y—l)

2
(d) f(z,y) = min{z® +y*2— 2" -y}, a = [1,2]
Resent:
e Defini¢ni obor:
D; = R?
Navic
P E s A e
2 — 2% — 42, 2?4 y?>1.
e Pro 22 + 4% < 1 méame
of 5
9
ox
of
L —9
oy 4
e Pro 22 + y% > 1 mame
of 9
9,
ox
of
- —_9
oy 4

e Pro 22 + 3% = 1 vySetiime parcialni derivace z definice. Uvazujme body, kde
x > 0. Pocitejme zvlast limity zleva a zprava.

flatty) - flz,y) 2— @+t —y*— (2 +9°)

lim = lim
t—0+ t t—0+ t
oo 2—a? -2t —t?—y?2—1
= lim
t—0+ t
o —2xt—t?
= lim ——
t—0+ t
= -2z
o JEFEY) — fy) @D+ - (27 47
t—0— t t—0— t
o 2xt+t?
= lim
t—0— t
=2z
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Tedy parcialni derivace neexistuje.

V bodech x < 0 je analogicka situace (prohodi se limity zleva a zprava) a
derivace také neexistuje.

V bodech x = 0 mame

f(l’“‘t,y)_f(l’,y)

9 _ 2,2 (2 .2
lim T bl CR) il ol )
t—0 t t—0 t

2 -2 —2ut—t2—y>—1

e Protoze funkce f je symetrickd (f(x,y) = f(y,x)), parcidlni derivace podle y
vyjdou analogicky, tedy

af _ 0, y=0,
0y 3, jinak.
o Zaveér:
i. Pro 22 + y? < 1 mame
ﬁ =2z
or
of
— =2
oy 4
ii. Pro 22 +y? > 1 mame
of 5
— =2z
oz
of
— =-2
oy 4
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iii. Pro 22 + %% = 1 mame

g 0, =0,
or |3, jinak.
of )0, y=0,
oy - ) jinak.

e Rovnice tecné roviny: Parcialni dervivace funkce f jsou v bodé a spojité. Tedy

v bodé a existuje totalni diferencial a tedy i te¢na rovina. V bodé a mame

fla) =3

of , .

?(G) =-2
f

8—y(a) = —4

Tedy te¢né rovina mé rovnici

z4+3=-2(x—-1)—4(y —2).

&»ﬂaw=Wm§a=uﬂ

Reseni:

e Defini¢ni obor:

e Pro z # y mame

of 1 1 1
ox 3310g2% T
of 1 1 1
8y 3310g2% Yy

02

02

04

06

08
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e Pro x = y mame

3 ($+t) o x
of fa+ty) —fay VBT {8y
—(z,y) = lim = lim
Ox t—0 t t—0 t

3 log (m;}—t) 5/ log (1 T 1)
=lim —— =lim {/| —+—%~
t—0 t t—0 3
log (1+%) 1
:limi/ g(t 5”) C—
t—0 L xt?
x
oo, x>0
N —o00, <0
e Parcialni derivace podle y spo¢teme analogicky. (Lze uzit faktu, Ze log% =
—log %))
of ) —o0, y>0,
dy 00, y < 0.
e ZAveér:
i. Pro  # y mame
of 1 1 1
or 33 10g2§ x

of 11 1

37/ 3 3/10g2%'y

e Rovnice tecné roviny: Parcialni dervivace funkce f jsou v bodé a spojité. Tedy
v bodé a existuje totalni diferencial a tedy i te¢né rovina. V bodé a mame

ii. Pro x = y neexistuji.

1
J— 3 _
fla) = y/log 5
af, . 1 1
%(a) - 3 3 10g2%
af 1 1
Cay=—2 ——
0 6
y fiog? 1

Tedy tefna rovina mé rovnici
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e Funkci pfepiseme jako

27 —

Defini¢ni obor:

e Proz >0, y > 0 mame

of _ wm
or v
of _ wm
oy *

e Zadné specidlni body nemame.

X
ey logz _

(zlogy)
e log z

Df = {[z,y] € R*z >0,y > 0}

1
(yz log ylog x + yzz)

(zy‘”_1 log $)

e Rovnice tecné roviny: Parcialni dervivace funkce f jsou v bodé a spojité. Tedy
v bodé a existuje totalni diferencial a tedy i te¢na rovina. V bodé a mame

Tedy te¢né rovina mé rovnici

fla)=1
of , .
a(&) =2
of , .
8—y(a) =0

z—1=2(x—1).

Kalkulus 1, 2024 /25, Kristyna Kuncova

12



(8) f(z,y) = (arctan /22 +32)", a = [1,2]

Reseni:

e Defini¢ni obor:

D =R?

|

|

|

|

|/

e Pro 22 4+ 4% # 0 mame

or _ 4(arctan(/x2 + y2))3 - :c . !
oz 1+ 22+ y? NZZERT
of Y 1
-~ = 4(arctan(y/z2 + y2))3 - :
gy ~ Herctan(VetH ) e

e Pro (z,y) = (0,0) mame

of

f(33+t7y)_f(xvy)
t

(arctan(;/(0 + £)2 + 02))* — (arctan(v/02 + 02))*

= 11m

t—0 t

. (arctan(vt2))* . arctan*|t| [t|*
=lim ——M—— =lim ————— - —

0 t t>0 |t t
=1*.0=0.

e Protoze funkce f je symetricka (f(x,y) = f(y,x)), parcialni derivace podle y
vyjde analogicky, tedy
of

a—y(0,0) =0

o ZAver:
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i. Pro (z,y) # (0,0) mame
of 5” L
2L Alarct 24 y2))% '
oo~ Alare an(Va? +42) T+ a? +y? /22 442

af Y 1
—= = 4(arctan(/22 + y2))? - .
6y ( ( y )) 1 + $2 + y2 /ZU2 + y2

ii. Pro (0,0) mame
of _of
or Oy
e Rovnice tecné roviny: Parcialni dervivace funkce f jsou v bodé a spojité. Tedy
v bodé a existuje totalni diferencial a tedy i te¢na rovina. V bodé a mame

f(a) = arctan® V5

Of ()= 2 55 L
%(a) =3 arctan® v/5 7
g;};(a) = %arctan3 V5 \}5

Tedy te¢né rovina mé rovnici

2 1 4 1
2 —arctan® V5 = = arctan® V5 - —(xz — 1) + - arctan® V5 - —(y — 2
. D+ -2

sin(z cosy), > 0
(h) f(m,y): . ,a:[l,Q]
cos(zsiny) +2, x <0
Resent:
e Defini¢ni obor:
Dy =R?
e Pro z > 0 mame
OF _ cos(zcosy)
— = cos(x cosy) cos
or Yy Y
or __ cos(x cos y)x sin
e Pro z < 0 mame
of in(zsin y) s
—— = —sin(xsiny) sin
O Yy Yy
of in(zsing)
—— = —sin(z siny)z cos
dy Yy Yy

e Parcidlni derivace podle x pro x = 0:
Spocteme zvlast limitu zprava a zleva

flz+ty)— f(z,y) sin((x + t) cosy) — sin(z cos y)

lim = lim
t—0+ t t—0+ t
~ lim sin((x +t) cosy) — 0
t—0+
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cos(z siny) 2 sin(x cos y)

Pro y # § + k7 je cosy # 0 a mame limitu

sin((x +t) cosy) sin(t cos y)

lim = lim ——~= -cosy
=0+ t t—0+ tcosy
= cosy
Zleva:
i flz+ty) — flz,y) i cos((z +t)siny) + 2 — sin(x siny)
i = lim
t—0— t t—0— t
2
— lim cos(t cosy) +
t—0— t
= —00

Limita tedy neexistuje.

e Parciilni derivace podle y pro = = 0.

lim flz,y+1) — fz,y) — lim sin((z) cos(y +t)) — sin(x cos y)
t—0 t t—0 t
=i Sin((x> COS(Z/ + t)) -0
50 ¢
0

= lim —
t—0 t

=0.

o ZAver:
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i. Pro z > 0 mame

o _ cos(z cosy) cos
o _ — cos(x cosy)z sin
ii. Pro x <0 mame
or __ sin(x sin y) sin
or Y Y
or __ sin(z siny)x cos
iii. Pro z =0 mame
o
Ox
0
o,
dy

e Rovnice tecné roviny: Parcialni dervivace funkce f jsou v bodé a spojité. Tedy
v bodé a existuje totalni diferencial a tedy i te¢na rovina. V bodé a mame

f(a) = sin(cos 2)

of .

%(a) = cos(cos 2) cos 2
of  \ _ :
a—y(a) = —cos(cos2)sin 2

Tedy te¢né rovina mé rovnici
z — sin(cos 2) = cos(cos 2) cos2(z — 1) — cos(cos 2) sin 2(y — 2)

Bonusové priklady

. Najdéte parcialni derivace 1. fadu podle vSech proménnych, urcete Dy a Dyr.

L y€Q,
f(xay)_{07 yE]R\Q

ReSeni: Zdroj: https://matematika.cuni.cz/ikalkulus.html

Funkce je definovana na celém R?. Protoze funkce je konstantni ve sméru osy z, je ve
vSech bodech

0
o9 _y
ox
ProtoZe ve sméru osy y jde o Dirichletovu funkci, tak 9 nema derivaci v zadném bodg.

9y

. Necht T je te¢na rovina ke grafu funkce f(z,y) = —2% — 9% + 22 + 4y — 4, kterd je
kolma k piimce {(t,t,t) € R3 : t € R}. Ve kterém bodé& protind T osu z (pifmku
{(0,0,t) e R3 : t € R})?
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Pozn.: Normala ke grafu funkce je ur¢ena rovnicemi

0
T =x0+ i(ﬂﬂo; Yo)t

ox
of
= —(@o;yo)t teR
Y=Y+ By (703 %0)
z=2zy—t1

Regeni:

Zdroj: Petr Holicky, Ondiej F.K. Kalenda : Metody FeSeni vybranych tloh z matemat-
ické analyzy pro 2. - 4. semestr

Spo¢téme parcialni derivace funkce f v obecném bodé (z,y). Mame

of

2= 2p 42
ox T
of

- =2 4.
oy v+

Obé parcialni derivace jsou spojité funkce, tedy existuje totalni diferenciél a teéné rovina
v bodé (zo,yo0) je tvaru

z— f(z0,y0) = (=220 + 2)(x — zo) + (—2y0 + 4)(y — vo)

Jeji normala je

r =z + (—2.%'0 + 2)t

y=yo+ (=2y0 +4)t teR

z2=2zy—1
Aby normaélovy vektor byl nasobkem vektoru (1,1,1), tak musi platit
k= (—2x0 + 2)
k= (—2yo+4)
k

Pro z = y = 0 dostaneme

Hledan4 rovina protina osu z v bodé (0,0, 3).
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