16. cviceni — Konvergence Newtonova integralu 2
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady

1. Vygetfete absolutni konvergenci integralu, «, 8,a,b,k,p,q,s € R, n € N:

g 2
(a) / _sinz® .
Jo V1+ 3
Reseni:
e Funkce f je spojita na [0, 00).
e u 0: Funkce f je spojitd na omezeném a uzavieném intervalu [0,1], tedy
fol | f| dz konverguje.

e u co: Odhadneme )

’sinx < 1 < 1
V43| 7 Vit a3 T Vad

Protoze floox/% dz konverguje, tak ze SK konverguje i [, f(x) d.

Zéver: [° f(x) da konverguje.

e Funkce f je spojita na (0, 5).

e u 0: Funkci tanz u 0 srovnavame s z, tedy g(z) = z®. Pak

tan® x

lim =1¢€ (0,00).

z—0+ ¢
Tedy [,* f(x)dz konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje [,* 2. Tedy préavé
tehdy, kdyz a > —1.

.

e u §: Mame tanx = 327 Funkci sinx srovname s 1, funkci cosx s (§ — z).

Dohromady tedy g(z) = 1/(§ — z)“.

t 6] s T _ (o3
e L $-<(2 :”)> = 1€ (0,00).
23— moe S5 1 cos T

2

(5—=)

lze upocitat z L'Hospitala.)

(Limitu lim,_,z_ 2=

Tedy [ f(x)dx konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje [ (5 —x)~“. Tento
4 4

integral lze pfimo spocitat a dostaneme, ze konverguje pravé tehdy, kdyz a < 1.

ZAver: fog f(x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz a € (—1,1).
(c) é%/ log(sinz) dx
0

Regeni:
e Funkce f je spojitd na (0,7). Navic f < 0, budeme tedy vySetfovat |f| =
—log(sinx).
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e u 0: Funkci sinz u 0 srovnavame s z, tedy zvolme g(z) = —logx. Pak

COos

—log(sinz) r'm

lim lim S22 =1 € (0,00).
z—=0+ —logx  nécojoc z—0+ P
Tedy x) dx konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje —log x, ktery ale
0 0

konvergUJe (lze upoditat).
e u m: Funkci sinz srovname s (7 — z), Tedy g(z) = —log(m — x).
COosS T

lim 2 =1 € (0,00).

. —log(sinx) r'H
lim ———A—2~% =
a—m— —log(m — &) néco/oo T—T—

(r—z)

sin x

Tedy fa f(z)dx konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguje fg —log(m — x).

(m—z)

(Limitu lim, - lze upocitat z L'Hospitala.)

Tento integrél lze ptimo spocitat a zjistime, Ze konverguje.

Zaver: fO x) dz konverguje.
) */ sin(x"‘)dx
1
Reseni:

e Funkce f je spojita na [1,00).

e o =0, pak f(z) =sin1 a integral diverguje.

e a<0: 2 jde u oo do 0, budeme tedy srovnavat sinz® s g(z) = x® (mifime k
znamé limitd lim;_. Smt =1).

3 (0%
im (0 s0).
x—o0 %
Tedy fl x) dx konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fl *dzx, ktery ale

konverguje prave tehdy, kdyz a < —1.
e o > 0: Nejprve substituujeme y = z%, pak dy = az®!dz, meze budou
(1,00). Tedy

> >~ 1 1 2
/1 sin(aco‘)dac:/1 Wsin(xo‘)a:ro‘_l d:L':/1 EyE_l siny dy

Prevedli jsme na znamy integrél, ktery absolutné konverguje pravé tehdy, kdyz
é —1 < —1, tedy pro a < 0. Jelikoz jsme ale pfedpokladali, ze a > 0, tak
ptvodni integrél absolutné nekonverguje pro zadné o > 0.

Zaver: fl x) dz absolutné konverguje pravé tehdy, kdyz a < —1.

(e) Aooex dz

Reseni:
e Funkce f je spojita na [0, 00).
e u oo budeme srovnavat s e*. Pro x > 1 mame
e <e®
—2? < —z

$§x2

Kalkulus 1, 2024 /25, Kristyna Kuncova 2



Protoze foooe*x dx konverguje (lze pfimo upocitat), tak ze srovnavaciho kritéria
konverguje i [ f(x)dx
Zaver: [° f(z) da konverguje.

1
(f) / log z dx
0

Reseni: Lze pifmo spoéitat (per partes)

1 1
/ log zdx = [a:logx](l)—/ 1dz = [:z:log:v]é—[x](l): —1.
0 0

Zaveér: integral fol f(z) dz konverguje.

(2) *I*?/Ol sina? g,

x4
Reseni:
e Funkce f je spojita na (0, 1].
e p =0, pak f(x) = S%l a tedy integral folf(x) dz absolutné konverguje pravé
tehdy, kdyz q < 1.
e p > 0: zP jde u 0 do 0, budeme tedy srovnavat sinzP s zP. Celkem méame

P

g(a:) = za

| sin zP |

lim 1 — 1€ (0,00).

Tedy fol f(z) dz konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguje fola:p_q dz, ktery ale
konverguje pravé tehdy, kdyz p — ¢ > —1.

e p < 0: Analogicky piikladu (1d): substituujeme y = 2P (tedy y'/? = z), pak
dy = paP~1 dx, meze budou (1,00). Tedy

1 » 00 3 00

sinzx sin 1 1_ 1 1_q_4a

/ dw:—/ f-yplw—/jﬁnyyplgw
o 1 1 yr D pJi

Prevedli jsme na znamy integrél, ktery absolutné konverguje pravé tehdy, kdyz
1+%—%>1,tedypro%>0. ProtoZe p < 0, mame g — 1 < 0.

ZAver: fol f(x) dz absolutné konverguje pravé tehdy, kdyz
p=0&qg<)V(p>0&p—g>-1)V(p<0&qg<l)

lze psat i
(g<l&peR)V(g=>1&p>q-1)

Vztahy p a ¢ jsou znazornény na obrazku
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1 1 a
(h) i./ |°g”|k da
0o 1+=w

ResSeni:

e Funkce f je spojita na (0,1).

e ul:
A .k >0: |Pak|a?k < 1, tedy ,,1 vede nad z*“. Budeme tedy srovnavat s
log z|*
g(x) = 1

|log z|*

1 1, k>0
lim M: lim —2 = lim :{ ’ ~ "€ (0,00).

20+ g(x) 0+ ‘loggp|a =0+ 1 + ok %, k=0,

Tedy fo x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fo |log z|* dz,
ktery ale konvergUJe pravé tehdy, kdyz a € R.

B. k < 0: Pak 1 < z*, tedy ,2* vede nad 1¢. Budeme tedy srovnavat s

g(w) = Hogrl”,
fa) P 2k 1
2 = lim = lim ——— = lim ——— =1¢€ (0,00).

m B % m %
z—0+ x) z—0+ “ngx‘ =0+ 1+ z—0+ 1+ 2~
x

Tedy fo x) dz konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguje fo \1057’::\0 dz,

ktery ale konverguje pravé tehdy, kdyz a € R.

e u 1: |log x| budeme srovnéavat s |1 — z|, dohromady tedy g(z) = |1 — z|*.

[ log 2|

T G TN L S (0, 00).
rz—0+ g(w) z—0+ |1 — $|O‘ 2

[u—y

Tedy f 1 f(x) dx konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f |1 — z|*dz,
ktery ale konverguje pravé tehdy, kdyz a > —1 (lze piimo upomtat nebo
substituovat y = 1 — x a pfevést na znamy integral).

Zavér: fo x) dz absolutné konverguje pravé tehdy, kdyz o > —1.
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o0 l o
i, / |nx‘kd
1 1"‘(13

Reseni:
e Funkce f je spojita na (1,00).
eul postupujeme analogicky jako v predchozim piikladé. Zjistime, Ze
fl x) dz absolutné konverguje pravé tehdy, kdyz a > —1.
® U 00!
A k>0: |113ak|;:ck > 1, tedy ,2* vede nad 1. Budeme tedy srovnavat s
g(x) = 25—

| log |~ k
Tagk 1, k>0,
lim f@) _ lim 2 — g T = € (0,00).
e=0+ g(x) om0t logrl® om0t 14 2F i k=0,
€T

Tedy f2 x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f2 “Of,f * dz,

ktery ale konverguje pravé tehdy, kdyz (k > 1, € R) nebo (k =1, <

—1).

B. k < 0: Pak 1 > 2%, tedy ,1 vede nad z*“. Budeme tedy srovnavat s
_ |logx|*
g(@) = =5—.
[log z|*
lim £ i Lo iy~ = 1€ (0, 00).
a—0+ g(x)  a—0+ |10g1x| =0+ 1 4 zF
Tedy [,° f(x) dz konverguje prave tehdy, kdyz konverguje [, |log z|* dz,
ktery ale dlverguje pro v8echna a € R.
Zaver: f | f(z) dx absolutné konverguje pravé tehdy, kdyz k& > 1& o > —1.
1 .
Q) / sinz da
0 X
Reseni:

e Funkce f je spojita na (0, 1].
e Protoze lim,_,o4 S22 = 1, tak lze funkci spojité rozsitit do 0. Tedy folf(x)

konverguje.

) l Tr dx
Reseni:
e Funkce f je spojita na (1,2].
e ul: mame Va2 —1=+z—1-+x+1. Funkci f budeme tedy srovnavat s
funkef g(z) = —2

r—1

T
€
xZ

f(z) I R € e
:c—>1 7)_:51—1&1-‘,- 1 _xl—lgl-i-\/m_ﬁe(o OO)

Tedy fl x)dz konverguje prave tehdy, kdyZ konverguje fl ﬁda: ktery

ale konvergUJe (1ze pfimo spocitat).
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Zaver: fl x) dz konverguje.
oo
(k) / 2% arctan” x dz
0
Reseni:
e Funkce f je spojita na (0, 00).

e u 0: funkci arctan z srovnavame s x. Dohromady tedy funkci f budeme tedy
srovnavat s funkef g(z) = %P,
« t ,8
flx) i Zoarctan”z (0, 50)
:B—)O JZ') a0+ xxh
Tedy fo z) dz konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje [, LpatB ktery ale
konvergUJe prave tehdy, kdyz a + 8 > —1.
e u oo: funkci arctan x srovnavame s 5. Dohromady tedy funkci f budeme tedy
srovnavat s funkef g(z) = 2%(%)~.
«a t B
lim 1(@) = li w =1¢€(0,00)
T—00 g(x) T—00 xa(i)ﬁ
Tedy fl x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fl @ ktery ale
konvergUJe pravé tehdy, kdyz a < —1.

Zaver: fO x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz a + 8 > —1, o < —1.

o0
(1) / % + 20 dx
0
ReSeni:

e funkce f je spojita na (0, 00), navic 2* > 0 a 2® > 0 na (0, c0).

o u0: folxa dz konverguje pravé tehdy, kdyz a > —1. Analogicky folxb dz kon-
verguje pravé tehdy, kdyz b > —1.
Dohromady tedy folzva + 2P dz konverguje pravé tehdy, kdyz a > —1, b > —1.
(Lze i pfimo upocitat.)

e uoco: [{“z*dx konverguje pravé tehdy, kdyz a < —1. Analogicky [[“z®dz
konverguje pravé tehdy, kdyz b < —1.
Dohromady tedy flooxa + 2¥ da konverguje pravé tehdy, kdyz a < —1, b < —1.
(Lze i pfimo upocitat.)

Zaver: fo x) dx diverguje pro vechna a,b € R.
1
(m) / 2108 dg
0
Reseni:
e Funkci piepfieme f(x) = '98% = elogzlogr — elog’ e, Tedy funkce f je spojita

a (0,1].
e u 0: Na intervalu (0, %) plati logz < —1. Tedy

xlogm > .’L‘_l

1
Protoze [y %d:z: diverguje, tak ze srovnavaciho kritéria diverguje i integral

1
foe xlogaz dz.
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Zaver: fo x) dx diverguje.

2 arctan(z — 1)
w [ T

Reseni:
e Funkce f je spojita na (1,2].
e u 1: funkci arctan(z—1) srovnavame s (z—1) (chova se jako arctan u 0). Funkci
(x —+v/x) = y/x(y/xr — 1) budeme srovnavat s (/x —1). Dohromady tedy funkci

(z=1) _ (Ve+De=1) _ Vot

f budeme tedy srovnavat s funkei g(x) = V) v el v s o

arctan(z—1)

- —1)P — 1P
lim ﬁfhmwzhm(ﬁi):hm (Ve —1)
r—1+ .73) r—1+ (z—1) r—1+ (1; — \/E)P 1+ (ﬁ)p(ﬁ _ 1)p
(Vz—1)P
=1¢€ (0,00)
Tedy fl x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fl i ffﬁi T
e Konvergence integralu fl (\[\FIF)}, - Substituce y = /z, dy = 2f dz.
V2
y+1
—————72ydy
/1 (y —1pt
Integral srovname s h(y) = ﬁ Pak
y+1 2
Y
lim LT — 4 € (0, 00)
y—14 (=3
Tedy flﬁ (y;yf')i 2y dy konverguje prave tehdy, kdyZ konverguje fl )p ———dy,
coz je prévé tehdy, kdyz 1 —p > —1, tedy p < 2.
Zaver: fl x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz p < 2.
(0) / arctan px da
0 "
Reseni:
e p =0, pak f =0 a integral konverguje.
e p>0, pak u 0 LSK s g(z) = 2%.
arctan px
. ‘rETL —
xli\%i g—ﬁ 17
tedy fo konverguje & fo pr!~™ konverguje < 1 —n > —1 & 2 > n.
U oo LSK s g(z) = x%:
arctan pr
lim —%— = 1.
T—00 2
:L,n
Tedy fl x) konverguje < fl ~" konverguje & n < 1.
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e p < 0: funkce arctan z je licha, tedy arctan px = — arctan |p|x pro = € (0, 00)
a tedy konvergence vyjde stejné jako pro p > 0.

Zaver: fo x) konverguje pro p = 0 a n € N. Jinak diverguje.

& / L@
) SV 1-— $4
Reseni:
e funkce f je spojita na (—1,1). Funkeci rozepiseme jako

1 1 1

\/1—334_\/1—x2-\/1+x2_\/1—x-\/1+1‘-\/1+:€2

e u —1 srovnavame s g(z) = NiEEE Méme
1

1 1
lim @) = lim 11—334 = lim = - € (0,00)

z——1+ @ :L‘) r——1+ i z—=—14+ /1 — v/ 1 + $2 2

tedy ffl f(z) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fBl ﬁ dz, ktery kon-
verguje (1ze pfimo spocitat).

e u 1 srovnavame s g(z) = \/11_7 Mame

1

. f(x) . 1—;(;4 1
lim —= = lim = lim =—-¢€ (0,00
z—1— g(m) z—1— %x z—1— m1/1 + 22 2 ( )

tedy fO x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fO \/7
verguje (lze pifimo spocitat).
ZAvEr: fil f(x) konverguje.
> arcsin(z? + 23
(@ /0 xlogg(l + ZL')) de
Reseni:

e funkce f je spojita na (0, %]
2

e u 0: mame arcsin(z? + 2%) = arcsin(z?(1 + z)), budeme ho srovnavat s z2.

Funkei log(1 + x) srovnavame s x. Dohromady tedy srovnavame s g(z) = xx;
Méame
arcsin(z2+x3) . 9 3 9
lim L&) gy o0 g arcsgn(x +a7), o (142) = 1 € (0,00),
=0+ g(z) a0+ =z e—=0+  2%(1+x)  log*(1+x)
tedy fo x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f02 L dz, ktery diverguje.
Zaver: fO x) diverguje.

2. Vysetiete absolutni konvergenci integrali (o, a, b, p,q € R):

(a) /Olm\/gdx
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Reseni: Funkce je spojita na (0,1], u 0 limitné srovname s g(z) = =5 = ﬁ

Mame
tanz
lim 22 = 1 € (0, 00).

Protoze integral folﬁ konverguje, tak z LSK konverguje i zadany integral.

2 ex
b d
(b) /1:62_1 .

ResSeni:

. e

111’11 . = —

r—14 —_— 2
r—1

Protoze ff ﬁ = o0 (lze pfimo upocitat), z LSK plyne i divergence f12 f(x).
o
(c) / a3 e Ve dg

0

ReSeni: Provedeme substituci y = Vv, dy = ﬁ dx:

o o0
/ eV qy = 2/ y_l/Qe_y dy
1 1
Na intervalu (0, 00) je funkce spojita a nezaporna. Roztrhneme na integraly fol +

I

U 0: srovname s funkei g(y) =

1
lim = lim — =1€ (0, 00)
y—0+ 7 y—0+ €

o ok

Protoze folﬁ dy konverguje (lze spocitat), konverguje z LSK i fol \/%’ey.
U oo: Pouzijeme SK, pro y > 1 méme

1 1

1
Vyer:

Protoze flooe_y dy konverguje, tak ze SK konverguje i floo
Zéavér: puvodni integral Konverguje.

1
(d) / BTy
0

ResSeni: Mame

1 1
_ .2
/ x ln”dac:/ e T dg.
0 0

Funkece je spojita na (0, 1] a plati
lim e~ 0°® = .
x—0+
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~ oy

Funkei lze tedy spojité rozsifit na (omezeny) interval [0, 1] a tedy integral konver-
guje.

®arctan px
(e) / ATCAMPT 4z
0

xn
Reseni:
e p =0, pak f =0 a integral konverguje.
e p>0, pak u 0 LSK s g(x) = 22.

arctan pz
lim —2>  —1
:c—l>%l+ % ’
tedy fo konverguje < f p:n1 ™ konverguje & 1 —n > -1 & 2 > n.
U oo LSK s g(z) = a:i”:
arctan pz
lim —%&~— =1.
T—00 2
o
Tedy [°f L [f(x) konverguje < fl " konverguje < n > 1.

Tedy pro p > 0 integral diverguje pro vSechna n € N.
e p < 0: ProtoZe arctanz je licha funkce, tak plati arctan pr = — arctan |p|z,
¢imz jsme pfevedli priklad na predchozi pripad.
Dohromady fo x) konverguje pro p = 0 a n € N. Jinak diverguje.

0] e

Reseni: Funkce je spojita na (0, 7). Problematické body: 0 a .

|In z|

U 0: srovname s g(x) = NER

In(sin z)
lim zvsinx

x>0+ |Inz|

V3

=1.

Protoze [, |Inz|z73/2 = co (z tabulky nebo odvodime), tak u 0 diverguje i nas
ptvodni integral. U 7 tedy uz nemusime vySetfovat.

Zaver: diverguje.

Xx —sinx
(g) /0 de

Reseni: Funkce spojita na (0,00). U 0 srovname s g(z) = z (uhodneme z
Taylorova rozvoje funkce z — sin z).

x—sinx 1

lim 2 — - (0,00).
x—0+ ;72 6 (7 )

Tedy f lz ;mx z LSK konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fo 237P. Tedy pravé
tehdy, kdyz 3 —p > —1 & p < 4.

U oo: srovname s funkei g(z) = 5.

aP
r—sinx .
. . Sin T
lim “;p = lim 1— =1-0
z—0+ o z—0+ €T
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7 LSK tedy konverguje pravé tehdy, kdyz floorrlfp konverguje, coz je & 1—p < —1
&2 < p.
Zavér: Integral konverguje & 2 < p < 4.

us

2
(h) / sin® z cos? x dz
0
Reseni: U 0 srovname s g(z) = aP:

sin? x cos? x
im —— =1,
r—0+ xP

tedy f()% f(x) konverguje < foﬁ zP konverguje < p > —1.
U 3 LSK s g(z) = (5 — x).

. sin? x cos? x

im ————————— =
e 9

x—>%— (5 — .’L')q

tedy fg f(z) konverguje < fg (5 —x)7 konverguje. Lze upocitat nebo substituovat

a vyjde, Ze integral konverguje < ¢ > —1.
Zaver: [,2 f(z) konverguje < (p > —1 A g > —1).

> 1
(1) / sin® — dx
1 T

Reseni: U co: LSK s g(x) = 2.

_ sin? %
lim — =L
00—
.CB2

Protoze [;“z~? konverguje, konverguje i [ f(x).

) gin L arctan x
8) / ———dz
0 i
Reseni: Funkce je spojita na (0, 00).
in 1
U 0: srovname s g(z) = ——= = sin 1

sin % arctan x
lim —=2—— =1€(0,00).
z—0+ T sin
T

Navic fol sin% konverguje, protoZe |sin %\ < 1 a integréal omezené a spojité funkce

(na [0, 1]) konverguje.

U oo: % — 04, tedy sin% »se chova jako“ sin u 0. Budeme tedy srovnévat s funkei
1m

g(xr) = =2 = 575. LSK:

T

sin % arctan x
s X
lim —%—=1.
T—00 .
X
T

INE]

1
“ . .. sin — arctan x
Protoze flooz% konverguje, konverguje i foozi d

1 T
Zavér: puvodn{ integral konverguje.
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Sin COISII? ]'
N RV

Protoze fo L = konverguje, konverguje i nas integral.

S S |
A \/Elog(l—i-e“f) .
Reseni: U 0: LSK s g(x) = ﬁ:
1
SR _ € (0.0)

1
7 ~ log?2

lim
r—04

Protoze folﬁ konverguje, tak z LSK konverguje i folf(az)

U oo: funkce 1+ e” ,se chova jako“ e, tedy LSK s g(z) = m =z 73/2,
1
lim M: lm — % — im %
T—00 NG z—oo log(l 4 e¥)  az—oo loge®(e ™ + 1)
= li - = li ! =1
o xl—g)lo x + log(e*x + 1) xl—g)lo 1+ log(e=®4+1)
X
Navic integral floo —3/2 konverguje, tedy z LSK konverguje i floof(:n)
Zaver: [ f(z) konverguje.
(o.)
(m) / sin (\/ x4+ 1— l’a) dz
0
ReSeni: U co: upravime odmocniny:
Va2e+1—a2° L
A /x2a + 14z
Pro o > 0 srovname s g(z) = —.
sin L sin L L
lim Vi b xR Va2 iiite® | Vartitee _ 1
) = ) 1 =
T—00 & T—00 N & 2
Tedy z LSK fl x) konverguje pravé tehdy, kdyz o > 1.
Pro a < 0 srovname s g(z) = 1.
Sin<Vx2a+1_$a) sinl, a<0
lim =< 7 ’
T—00 1 sin3, a=0.
Z LSK tedy [ f(x) pro a < 0 diverguje.
U 0 staci uvazovat a > 1. Ale pro takové « je f(x) spojita na [0, 1], tedy integral
konverguje
Zéaver: [° f(x) konverguje < a > 1.
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3. Bud f spojita a nezaporna funkce na intervalu [a, 00), a > 0. Necht existuje lim, oo f()-

o v v . oo P .
z® = A. Co miZeme Fict o konvergenci fa f v zéavislosti na A a a7

Reseni: Jde vlastné o LSK s funkei g(z) = L na intervalu [a, 00). Tedy

(a) A€ ( f f(z)dz konverguje < faoo x%da: konverguje, coz je pravé tehdy,
kdyz o > 1 (Spemalne tedy diverguje pro o < 1.)

(b) A =0: Jestlize f L dz konverguje, coZ je pravé tehdy, kdyz o > 1, tak konverguje
i [ f(z)dz. Pro « < 1 nelze nic fici.

(c) A=oc: Jesthze f L dz diverguje, coz je pravé tehdy, kdyz a < 1, tak diverguje
i [ f(z)dz. Pro « > 1 nelze nic Fici.

4. Bud f spojita a nezaporna funkce na intervalu [a, b), a, b € R. Necht existuje lim,_,;_ f(x)-
(x —b)* = A. Co muzeme Fict o konvergenci fab f v zavislosti na A a a?

Reseni: Jde vlastné o LSK s funkei g(x) = ﬁ

na intervalu [a, ). Tedy

(a) A€ ( f f(x) dx konverguje < f; ﬁ dx konverguje, coZ je pravé tehdy,
kdyz a < 1. (Spemalné tedy diverguje pro o > 1.)

(b) A = 0: Jestlize f == - dx konverguje, coz je pravé tehdy, kdyz a < 1, tak
konverguje i fa f(z)dz. Pro a > 1 nelze nic Fici.

() A = oo: Jestlize ffﬁdx diverguje, coz je pravé tehdy, kdyz o > 1, tak
diverguje i ff f(z)dz. Pro a < 1 nelze nic ¥ici.

5. VySetiete absolutni konvergenci integrali, o, 5 € R.
Zdroj: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ spurny/pages/ma2.php#
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"pick/
http://www.karlin.mff.cuni.cz/ rokyta/vyuka/index.html

oo:UQ_ oo )%
(a)/1 (2 — 1)(logz)* ,

23
Reseni:
e funkce f je spojita na (1, 00).
e u 1: funkci log x srovname s (x —1). Funkci 22 —1 = (z—1)(x+1) srovnavame
s (x — 1). Dohromady tedy srovnavame s g(z) = (z — 1)(z — 1)¢. Méame

2_ @
flx) (o ologell (x+1) log%x
im L im . € (0,00),
sl g(x) 251t (z—1)(z — 1) a1+ 23 (x — 1)«
tedy fl x) konverguje pravée tehdy, kdyZ konverguje fl — 1)ltedz, ktery

konverguje pravé tehdy, kdyz o + 1 > —1, tedy kdyz o« > —2. (Lze pfimo
spocitat.)

e u oo: funkci 22 — 1 srovnavame s 2. Dohromady tedy srovnavame s g(z) =
!
by
(z%~1)(log z)* 2
x e -1
lim M lim 2””7304 = lim =1¢€ (0,00).
T—00 (x T—00 x 10§ x T—00 x2
€T

Tedy [,° f(x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje [, log T dx, ktery

konverguje prave tehdy, kdyz o < —1 (lze spocitat substituci y = log x).
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Zaver: fl x) konverguje pravé tehdy, kdyz a € (-2, —1).

(b) /1( el” 1—1) AICCOST |
0 varcsin x

ResSeni:

e funkce f je spojita na (0,1).
e u 0: funkci arcsin(z), budeme ho srovnavat s z. Dohromady tedy srovnavame
s g(x) = ﬁ Méame

(e~ —1)™ arccos =

lim fz) = lim Varcsin =(e— 1)“% € (0,00),

rz—0+ g(:E rz—0+ 1

VS
tedy fo x) konverguje pravée tehdy, kdyz konverguje fo —~= dz, ktery konver-
guje.

e u 1: funkci (e’ ~*—1) srovnavame s 1 —x. Funkci arccos z srovnavame s /1 — x.
Dohromady tedy srovnavame s g(z) = (1 — 2)*/1 — x. Mame

1—x

(e'~*—1)® arccos x

lim f(z) . Varemr V2 )

iol- g(z)  aml- (1—2)v/I—2 /3 € (0,00
tedy f%l f(z) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fél (1 —2)*/1—zdx.

Tedy pravé tehdy, kdyz konverguje [1(1— z)zte
2

, COZ je pravé pro a—l—% > —1,
tedy pro a > —§.
Zaver: fo x) konverguje pravé tehdy, kdyz o > —3
oo logx o ..
(c) ——="_(arccot £)* dz ReSeni:
1 (x—1)2
e funkce f je spojita na (1, 00).

e u 1: logx, budeme ho srovnavat s (z — 1). Dohromady tedy srovnévame s

z) = =1 Mame
g9(z) (x—l)%
oz (arceot )@
N I L AN o .
lim =——= = lim — = lim (arccot z)
z—1+4+ g(:[,‘) T—1+ —x=1 T—1+ (l‘ — 1)
(z—1)2
= (arccot 1)* € (0,00),
tedy fl x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f1 \/— dz, ktery kon-
verguje (lze pfimo spoditat).
e u oco: funkci arccot  budeme srovnavat s =. Funkci ( 1 3 srovname s -
r—1)2 T2
Dohromady tedy srovnavame s g(z) = lzﬁ. Méame
T2z
g2 (arccot z)® 3
. fle) . (H)%( ) . x2 o
lim —= = lim ; = lim ——— - (zarccotz)* =1 € (0, 00).
T—00 ,1‘) T—00 % T—00 (x _ 1)5

2™
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Tedy f2 x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f2 (log x)x™ 3 ~Ydx,
ktery konverguje pravé tehdy, kdyz —5 —a < 1 tedy pravé pro o > —l
Zaver: fo x) konverguje pravé tehdy, kdyz a> —5
(d) Ukazte, ze funkce x — sinz je kladné na (0,00) a Vysetrete konvergenci
5 .
/ (loga;)(log(x —sinx)) da
/0 x5 +10+sinx
ResSeni:
e Uvazujme funkci h(x) = = — sinz. Pak h(0) = 0 a h/(z) = 1 — cosz na
€ (0,00). Pak A’ > 0 na (0,00). Specialné je A’ > 0 na (0,27). Tedy h je
rostouci na [0, 27]. Navic h neklesa na [27, 00). Tedy h > 0 na (0, c0).

e funkce f je spojita na (0,00).
e funkci h = x — sinx lze rozvinout jako z —sinx = %3 + o(z%).

e u 0: budeme srovnavat log(z — sinz) s logz® = 3logz. Dohromady tedy

2
srovnavame s g(x) = 310#. Méame

(log z)(log(z—sin x))
f($) . mg+10+sinx

lim —= = lim 5 = lim
a—0+ g(x) 20+ 3log” x z—0+ 3logx

=1-10=10 € (0, ),

log(x — sinx)

- (x5 + 10 + sinx)

tedy fo x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fo 3log? z dz, ktery kon-
verguje (nutno ukéazat).
Limitu jsme spocetli jako

. 1—
lim log(z —sinz) ' lim ssinz lim 1 1—cosz @
z—0+ 3 log:I: néco/oo 0+ % z—0+ 3 xr2 T —sinr

. .6 . ‘s
e uco: budeme srovnavat log(x—sin z) s log . Funkei 25 +10+-sin x srovnavame

log?
§

s x5 Dohromady tedy srovnavame s g(z) = . Mame

U‘

(log xﬁ) (log(z—sin x))
lim f(l') — lim x5 +10+sinz

log(z — sinx) 25 + 10 + sinz

z—o0 g(x z—00 logzx 2300 log = x% (0,00)
x5
tedy [° f(x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje floo log £ dx, ktery kon-

verguje (nutno ukézat).
Limitu jsme spocetli jako

. log(x —sinx) . logx(1 — snT) _ logz + log(1 — sn2)
lim =2 """ — |lim 2"~ 7 — lim z
Lo log z T—00 log x T—00 log =
log(1 — sinx 0
im 1B veary 0y g o)
T— 00 logl’ 00

Zéver: [;° f(x) konverguje.
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(e) /Ol(arcsinx — 2)%sin® (rz) cos® (gx)

Reseni:

e funkce f je spojita na (0,1).

e funkci arcsin x — sin z lze rozvinout jako arcsinz — z = % + o(z%).

e u 0: budeme srovnavat arcsinz — x s 3. Funkci sin(7z) srovnavame s 7.
Dohromady tedy srovnavame s g(x) = (2%)%(rx)”. Mame

. flx) . (arcsinz —z)® sin® () cos® (3z) (1
xl—>0+ @ :cl—lgl—&— (gc3)04(7r$)/3 o <

6> 1-1€(0,00),

tedy foé f(x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje foé wBa3etB dx, ktery
konverguje pravé tehdy, kdyz 3a + 5 > —1.

e u 1: Funkci sin(7x) srovnavame s 1 —z. Plyne z grafu nebo z Taylorova rozvoje
funkce sin(7z) v bodé 1. Funkei cos (3z) srovnavame s 1 — z. (Opét z grafu
nebo z Taylora v 1.)

Dohromady tedy srovnavame s g(z) = (1 — z)?(1 — 2)®. Mame

i 10) _ (000 o Pyt (30) _ om0

el g(z) | wol- (1—2)8(1—a) =5 2) € (0,00)

tedy fél f(x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fél(l — )28 da, ktery
konverguje pravé tehdy, kdyZz o + 8 > —1 (lze pfevést substituci y = 1 — 2 na
znamy integral).

Limity jsme spocetli jako

sin(mx) L'o lim 7 cos(mx)

li = =
sl (1—2) o/0 2—1- -1 i
cos (Zx —Zsin(Zx
lim (2 )L:H lim 2 (2 ) _r
a—1- (1 —x) 0/0 z2—1— -1 2

Zaver: folf(:r) konverguje pravé tehdy, kdyz (a + 8 > —1&3a+ > —1).
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