14. cviceni — Aplikace urcitého integréalu
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Véta 1 (Integralni kritérium). Necht f je nezaporna nerostouci spojita funkce na [ng, ),
no € N. Necht pro posloupnost {a,} plati a,, = f(n), n > ng. Pak > °7 ; ay, konverguje prave
tehdy, kdyz konverguje f;j f(z)dux.

Véta 2 (Objem a povrch rota¢niho télesa). Necht f je spojitd a nezaporna na intervalu
[a,b]. Ozna¢me

T = {[z,y,2] € R%x € [a,b], Vy? + 22 < f(x)}.

(= Rotac¢ni téleso, které vznikne rotaci kiivocarého lichobéznika ohrani¢eného shora funkci
f(z), osou z a pfimkami x = a, x = b, kolem osy x.) Pak objem T je

V—W/be(.’IJ)dJ).

Necht mé f navic spojitou derivaci f’(x) na [a,b]. Pak povrch plaste T je

b
S:27T/ F@)VI T (@) da.

Definice 3. Ki#ivkou budeme rozumét spojité zobrazeni ¢ : [a,b] — R". K¥ivkou titidy C*
rozumime kiivku ¢ = (¢1,...,¢y) takovou, ze ¢, je spojité na [a,b], i = 1,...,n, pfi¢emz v
krajnich bodech [a,b] symbol ¢}(z) zna¢i p¥islusnou jednostrannou derivaci.

Véta 4 (Délka oblouku k¥ivky). Necht ma funkce f spojitou derivaci f’ na intervalu [a, b].
Pak délka této kiivky

b
l= / V14 (f'(z))%da.

Necht ¢ = (p1,...,pn) : [a,b] = R™ je kiivka t¥idy C'. Pak

b
L) = [ fihr e+ o2
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Priklady

1. (a) Urcete obsah utvaru, ktery je ohrani¢en k¥ivkami y = sinz, y =0, z = 0, z = 2.
(b) Urcete obsah utvaru, ktery je ohranicen kiivkami y = 2%, y =z, x = =2, z = 1.
(c) Uréete obsah ttvaru, ktery je ohranicen kiivkami y = \/z, y = 2.
(d) Urcete objem té&lesa, které vznikne rotaci atvaru y = 2, z = 0, x = 4 kolem osy z.
2. Spoctéte
(a) ® Urcete délku grafu funkee y = logz pro = € [v/3,V/15].

(b) Urcete obsah plasté télesa, které vznikne rotaci grafu funkce y = 44z, z € [—4, 2],
kolem osy .

(¢) Urcete objem koule o poloméru r > 0.
(d) Urcete objem kuzele s polomérem podstavy r a vyskou v.
(e) Spoctéte objem rota¢niho télesa, jehoz plast vznikne rotaci kiivky y = e* pro
x € [0,1] kolem osy y.
3. Spoctéte
(a) K Urcete délku grafu semikubické paraboly y? = 23 pro € [0,1].
(b) © Urcete obsah plochy dané nerovnicemi 22 + y? < 2 a y > 2.
(c) ® Urcete obsah plochy elipsy s poloosami a a b.
(d) Urcete délku grafu fetézovky y = acosh £ pro z € [~1,1], kde a > 0 je parametr.

4. Pomoci integralniho kritéria rozhodnéte o absolutni konvergenci rad

= 1 1 >, arctan®n
(a)zl+n2 (c) ZE’QGR (e>z 1+ n2
n=1 n=1 n=1
> > logn
(d) >0 f
z_: Z nlog n’ ®) z_: n?
= n=1
Bonus
5. (a) Spoctéte délku kiivky
y=vr+1, z€[0,1]
quisp = x ‘eonjnsqns (og) (1A= ® (g2 1) AAL AP (e€)
juIsg N = x ‘eonjnsqns (qg) T+ 1N = T ‘eonjnsqns (eg)
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