
8. cvi£ení � Parciální zlomky
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

P°íklady

Ur£ete primitivní funkci k daným funkcím:

1. (a) f(x) =
x

(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)

�e²ení:
Budeme hledat rozklad ve tvaru

x

(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)
=

A

x+ 1
+

B

x+ 2
+

C

x+ 3

P°enásobením dostaneme vztah

x = A(x+ 2)(x+ 3) +B(x+ 1)(x+ 3) + C(x+ 1)(x+ 2)

Dosa¤me nyní postupn¥ za x = −1, −2, −3. Obdrºíme tak, ºe

−1 = 2A =⇒ A = −1

2

−2 = −B =⇒ B = 2

−3 = 2C =⇒ C = −3

2

Odtud tedy vyplývá, ºe∫
x

(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)
dx =

∫
−1

2

1

x+ 1
dx+

∫
2

x+ 2
dx+

∫
−3

2

1

x+ 3
dx

C
=

C
= −1

2
ln |x+ 1|+ 2 ln |x+ 2| − 3

2
ln |x+ 3| = 1

2
ln

∣∣∣∣ (x+ 2)4

(x+ 1)(x+ 3)3

∣∣∣∣
x ∈ (−∞,−3), (−3,−2), (−2,−1), (−1,∞).

(b) f(x) =
x

x3 − 1
�e²ení:
Platí, ºe x3 − 1 = (x− 1)(x2 + x+ 1), p°i£emº druhý £len jiº nemá reálné ko°eny.
Rozklad tedy hledáme ve tvaru

x

x3 − 1
=

A

x− 1
+

Bx+ C

x2 + x+ 1

P°enásobením jmenovatelem dostaneme vztah

x = A(x2 + x+ 1) + (Bx+ C)(x− 1)

dosazením x = 1 dostaneme, ºe A = 1
3 . Zp¥tným dosazením a roznásobením

dostaneme, ºe

x =
1

3
x2 +

1

3
x+

1

3
+Bx2 −Bx+ Cx− C,
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odkud vyplývá, ºe C = 1
3 (absolutní £leny) a B = −1

3 (koe�cienty u x2). Rozklad
má tedy tvar

x

x3 − 1
=

1

3

1

x− 1
− 1

3

x− 1

x2 + x+ 1

Platí, ºe ∫
1

3

1

x− 1
dx

C
=

1

3
ln |x− 1|∫

1

3

x− 1

x2 + x+ 1
dx =

∫
1

6

2x+ 1

x2 + x+ 1
dx−

∫
1

2

1

x2 + x+ 1
dx− C

=

1

6
ln(x2 + x+ 1)− 1√

3
arctan

2x+ 1√
3

Odtud vyplývá:∫
x

x3 − 1
dx

C
=

1

3
ln |x− 1| − 1

6
ln(x2 + x+ 1) +

1√
3
arctan

2x+ 1√
3

x ∈ (−∞, 1), (1,∞).

(c) f(x) =
x3 + 1

x3 − 5x2 + 6x
�e²ení:
Mohli bychom provést d¥lení, k nalezení prvního kroku rozkladu ale vede snaz²í
cesta

x3 + 1

x3 − 5x2 + 6x
=

(x3 − 5x2 + 6x) + 5x2 − 6x+ 1

x3 − 5x2 + 6x
= 1 +

5x2 − 6x+ 1

x3 − 5x2 + 6x
=

Nyní uº máme na pravé stran¥ podíl polynom·, kde stupe¬ £itatele je men²í neº stu-
pe¬ jmenovatele, a m·ºeme tedy pouºít standardní algoritmus. Nejprve rozloºíme
jmenovatel na ko°enové £initele a poté hledáme rozklad ve tvaru

= 1 +
5x2 − 6x+ 1

x(x− 2)(x− 3)
= 1 +

A

x
+

B

x− 2
+

C

x− 3

P°enásobením jmenovatelem dostaneme rovnici

5x2 − 6x+ 1 = A(x− 2)(x− 3) +Bx(x− 3) + Cx(x− 2)

Postupným dosazením x = 0, x = 2 a x = 3 dostaneme, ºe

1 = 6A =⇒ A =
1

6

9 = −2B =⇒ B = −9

2

45− 18 + 1 = 3C =⇒ C =
28

3

Odtud vyplývá, ºe∫
x3 + 1

x3 − 5x2 + 6x
dx =

∫ (
1 +

A

x
+

B

x− 2
+

C

x− 3

)
dx

C
= x+

1

6
ln |x|−9

2
ln |x−2|+28

3
ln |x−3|

x ∈ (−∞, 0), (0, 2), (2, 3), (3,∞).
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(d) f(x) =
x4

x4 + 5x2 + 4
�e²ení:
Platí, ºe

x4

x4 + 5x2 + 4
=

(x4 + 5x2 + 4)− 5x2 − 4

x4 + 5x2 + 4
= 1− 5x2 + 4

x4 + 5x2 + 4
= 1− 5x2 + 4

(x2 + 1)(x2 + 4)

Obecn¥ bychom m¥li hledat rozklad ve tvaru

5x2 + 4

(x2 + 1)(x2 + 4)
=

A+Bx

x2 + 1
+

C +Dx

x2 + 4

zde ale posta£í hledat jej ve tvaru

5x2 + 4

(x2 + 1)(x2 + 4)
=

A

x2 + 1
+

C

x2 + 4

Je to z toho d·vodu, ºe ve zlomku není nikde p°ítomno x v první mocnin¥. Moºná
bude lépe vid¥t, pro£ to funguje, pokud namísto x2 budeme psát t.

5t+ 4

(t+ 1)(t+ 4)
=

A

t+ 1
+

C

t+ 4

Poznamenejme, ºe jde o substituci do výrazu za ú£elem hledání rozkladu, nikoliv
substituci do integrálu. Substituce nám bude uºite£ná i v tom, ºe za t lze dosazo-
vat záporná £ísla, coº zjednodu²í postup získávání koe�cient· A,B. Kaºdopádn¥,
p°enásobením jmenovatelem dostaneme vztah

5t+ 4 = A(t+ 4) + C(t+ 1)

Dosazením t = −4 a t = −1 dostaneme, ºe1

−16 = −3C =⇒ C =
16

3

−1 = 3A =⇒ A = −1

3

Odtud tedy máme, ºe

5t+ 4

(t+ 1)(t+ 4)
= −1

3

1

t+ 1
+

16

3

1

t+ 4

a tedy
5x2 + 4

(x2 + 1)(x2 + 4)
= −1

3

1

x2 + 1
+

16

3

1

x2 + 4

Nyní uº m·ºeme provést integraci.∫
x4

x4 + 5x2 + 4
dx =

∫ (
1 +

1

3

1

x2 + 1
− 16

3
· 1
4

1

(x/2)2 + 1

)
dx

C
=

1) Poznamenejme, ºe zde hledáme rozklad platný pro v²echna t reálná. Pokud by n¥kdo namítl, ºe t = x2

a není tedy moºné dosazovat záporná £ísla, pak na tuto namítku odpov¥zme, ºe pokud najdeme obecn¥j²í
rovnost platnou pro v²echna reálná £ísla, pak jist¥ platí i pro v²echna nezáporná reálná £ísla � která jiº lze
psát ve tvaru druhé mocniny x.
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C
= x+

1

3
arctanx− 4

3
· 1

1/2
arctan

x

2
= x+

1

3
arctanx− 8

3
arctan

x

2

x ∈ R

(e) f(x) =
x2 + 1

(x+ 1)2(x− 1)

�e²ení:
Rozklad budeme hledat ve tvaru

x2 + 1

(x+ 1)2(x− 1)
=

A

(x+ 1)2
+

B

x+ 1
+

C

x− 1

P°enásobením jmenovatelem dostaneme vztah

x2 + 1 = A(x− 1) +B(x+ 1)(x− 1) + C(x+ 1)2

Dosazením x = 1 a x = −1 dostaneme, ºe

2 = 4C =⇒ C =
1

2

2 = −2A =⇒ A = −1

Nyní dosazením nap°. x = 0 dostaneme, ºe

1 = −A−B + C =⇒ B = −A+ C − 1 = −(−1) +
1

2
− 1 =

1

2

Odtud máme:∫
x2 + 1

(x+ 1)2(x− 1)
dx =

∫ (
−1

(x+ 1)2
+

1

2
· 1

x+ 1
+

1

2
· 1

x− 1

)
dx

C
=

C
=

1

x+ 1
+

1

2
ln |x+ 1|+ 1

2
ln |x− 1| = 1

x+ 1
+

1

2
ln |x2 − 1|

x ∈ (−∞,−1), (−1, 1), (1,∞).

(f) f(x) =
1

x(1 + x)(1 + x+ x2)

�e²ení: Kvadratický troj£len x2+x+1 = (x+ 1
2)

2+ 3
4 nemá reálné ko°eny. Proto

rozklad na parciální zlomky hledáme ve tvaru

1

x(1 + x)(1 + x+ x2)
=

A

x
+

B

1 + x
+

Cx+D

x2 + x+ 1

P°enásobením jmenovatelem dostaneme vztah

1 = A(1 + x)(1 + x+ x2) +Bx(1 + x+ x2) + (Cx+D)x(x+ 1)

Dosazením x = 0 dostaneme, ºe A = 1. Dosazením x = −1 dostaneme, ºe B = −1.
Po dosazení a roznásobení dostaneme

1 = (1 + x)(1 + x+ x2)− x(1 + x+ x2) + (Cx+D)x(x+ 1)

1 = 1 + x+ x2 + Cx3 + Cx2 + dx2 + dx
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odkud vyplývá, ºe D = −1 a C = 0. Rozklad má tvar

1

x(1 + x)(1 + x+ x2)
=

1

x
− 1

1 + x
− 1

x2 + x+ 1

Integrací dostáváme∫
1

x(1 + x)(1 + x+ x2)
dx = ln |x| − ln |1 + x| −

∫
1

(x+ 1
2)

2 + 3
4

dx
C
=

C
= ln

∣∣∣∣ x

1 + x

∣∣∣∣−
√

4

3
arctan

x+ 1
2√

3
4

= ln

∣∣∣∣ x

1 + x

∣∣∣∣− 2√
3
arctan

2x+ 1√
3

x ∈ (−∞,−1), (−1, 0), (0,∞).

(g) f(x) =

(
x

x2 − 3x+ 2

)2

�e²ení:
Nejprve najdeme rozklad jmenovatele. Platí, ºe

x2 − 3x+ 2 = (x− 1)(x− 2)

Hledáme tedy rozklad výrazu

x2

(x− 1)2(x− 2)2

Ten je pot°eba obecn¥ hledat ve tvaru

x2

(x− 1)2(x− 2)2
=

A

(x− 1)2
+

B

x− 1
+

C

(x− 2)2
+

D

x− 2

P°enásobením jmenovatelem dostaneme vztah

x2 = A(x− 2)2 +B(x− 1)(x− 2)2 + C(x− 1)2 +D(x− 2)(x− 1)2

Dosazením x = 1 a x = 2 dostaneme, ºe

1 = A, 4 = C

Zbylé koe�cienty B,D ur£íme dosazením dvou libovolných hodnot, t°eba x = 0 a
x = 3. Dostaneme, ºe

0 = 4A− 4B + C − 2D = 4− 4B + 4− 2D =⇒ −8 = −4B − 2D

9 = A+ 2B + 4C + 4D = 1 + 2B + 16 + 4D =⇒ −8 = 2B + 4D

Odtud snadno vyplývá, ºe D = −4 a B = 4. Odtud vyplývá:∫ (
x

x2 − 3x+ 2

)2

dx =

∫ (
1

(x− 1)2
+

4

x− 1
+

4

(x− 2)2
− 4

x− 2

)
dx

C
=

C
= − 1

x− 1
+ 4 ln |x− 1| − 4

x− 2
− 4 ln |x− 2| = −x− 2 + 4(x− 1)

(x− 1)(x− 2)
+ 4 ln

∣∣∣∣x− 1

x− 2

∣∣∣∣ =
− 5x− 6

x2 − 3x+ 2
+ 4 ln

∣∣∣∣x− 1

x− 2

∣∣∣∣
x ∈ (−∞, 1), (1, 2), (2,∞).
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(h) f(x) =
1

x3 + 1
�e²ení:
Platí, ºe x3 + 1 = (x+ 1)(x2 − x+ 1) = (x+ 1)((x− 1

2)
2 + 3

4). Druhý kvadratický
troj£len tedy nemá reálné ko°eny, rozklad tedy hledáme ve tvaru

1

x3 + 1
=

A

x+ 1
+

Bx+ C

x2 − x+ 1

P°enásobením jmenovatelem dostaneme vztah

1 = A(x2 − x+ 1) + (Bx+ C)(x+ 1)

dosazením x = −1 dostaneme, ºe A = 1
3 . Roznásobením pak dostaneme

1 =
1

3
(x2 − x+ 1) +Bx2 +Bx+ Cx+ C

odkud ihned vyplývá, ºe C = 2
3 (porovnání koe�cient· absolutních £len·) a B = −1

3
(porovnání koe�cient· u druhé mocniny x). Rozklad má tedy tvar

1

x3 + 1
=

1

3

1

x+ 1
− 1

3

x− 2

x2 − x+ 1

Platí, ºe ∫
1

3

1

x+ 1
dx

C
=

1

3
ln |x+ 1|∫

1

3

x− 2

x2 − x+ 1
dx =

∫
1

6

2x− 1

x2 − x+ 1
dx−

∫
1

2

1

x2 − x+ 1
dx

C
=

C
=

1

6
ln(x2 − x+ 1)− 1√

3
arctan

2x− 1√
3

Odkud vyplývá, ºe∫
1

x3 + 1
dx

C
=

1

3
ln |x+ 1| − 1

6
ln(x2 − x+ 1) +

1√
3
arctan

2x− 1√
3

x ∈ (−∞,−1), (−1,∞).

Zkou²kové p°íklady

P°íklady i s °e²ením máme od doc. Rokyty https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~rok

yta/vyuka.html

2. (a) f(x) =
log2 x+ log x+ 1

x(log2 x− log x+ 1)

�e²ení: Nejprve substituujeme: y = log x, dy = 1
x dx, (α, β) = (0,∞), (a, b) =

(−∞,∞), log((0,∞)) = R.
Dostaneme ∫

y2 + y + 1

y2 − y + 1
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Zkontrolujeme stupe¬ polynom· a pod¥líme:∫
y2 + y + 1

y2 − y + 1
dy =

∫
1 +

2y

y2 − y + 1
dy = y+

∫
2y − 1

y2 − y + 1
dy+

∫
1

y2 − y + 1
dy.

První integrál: ∫
2y − 1

y2 − y + 1
dy = log |y2 − y + 1|+ c

Druhý integrál:∫
1

y2 − y + 1
dy =

∫
1

(y − 1
2)

2 + 3
4

dy =

∫
4

3

1(
y− 1

2√
3
4

)2

+ 1

dy =

∫
4

3

1(
2y−1√

3

)2
+ 1

dy

=
2√
3
arctan

2(y − 1
2)√

3

Dohromady∫
log2 x+ log x+ 1

x(log2 x− log x+ 1)
dx

C
= log x+ log(log2 x− log x+1)+

2√
3
arctan

2 log x− 1√
3

x ∈ (0,∞)

(b) f(x) =
e3x

(ex + 2)2(ex + 1)2

�e²ení: Aplikujeme substituci y = ex, dy = ex dx. Intervaly (α, β) = (−∞,∞),
(a, b) = (−1,∞), ex((−∞,∞)) = (0,∞) ⊂ (a, b).

Dostaneme ∫
y2

(y + 2)2(y + 1)2
dy

Rozloºíme na parciální zlomky∫
y2

(y + 2)2(y + 1)2
dy =

∫
4

(y + 2)2
+

4

y + 2
+

1

(y + 1)2
− 4

y + 1
dy

C
= − 4

y + 2
+ 4 log |y + 2| − 1

y + 1
− 4 log |y + 1|

x ∈ R

(c) f(x) =
x2 + x+ 1

(x+ 3)(x2 + 2x+ 3)

�e²ení: Rozloºíme na parciální zlomky:∫
x2 + x+ 1

(x+ 3)(x2 + 2x+ 3)
dx =

∫ 7
6

x+ 3
+

−1
6x− 5

6

x2 + 2x+ 3
dx

=
7

6
log |x+ 3| − 1

12

∫
2x+ 2

x2 + 2x+ 3
dx− 2

3

∫
1

x2 + 2x+ 3
dx

První integrál:

− 1

12

∫
2x+ 2

x2 + 2x+ 3
dx

C
= − 1

12
log(x2 + 2x+ 3)
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Druhý integrál:

−2

3

∫
1

x2 + 2x+ 3
dx = −2

3

∫
1

(x+ 1)2 + 2
dx

= −2

6

∫
1

(x+1√
2
)2 + 1

dx
C
= −1

3
·
√
2 arctan

x+ 1√
2

Dohromady∫
x2 + x+ 1

(x+ 3)(x2 + 2x+ 3)
dx

C
=

7

6
log |x+3|− 1

12
log(x2+2x+3)− 1

3
·
√
2 arctan

x+ 1√
2

x ∈ (−∞,−3), (3,∞)

(d) f(x) =
x4 + x3 + x2 + x+ 1

(x+ 1)(x2 + x+ 3)

�e²ení: Zkontrolujeme stupn¥ polynom· a pod¥líme∫
x4 + x3 + x2 + x+ 1

(x+ 1)(x2 + x+ 3)
dx =

∫
x− 1 +

−x2 + 2x+ 4

(x+ 1)(x2 + x+ 3)
dx

Po rozkladu na parciální zlomky:

=

∫
x− 1 +

1
3

x+ 1
+

−4
3x+ 1

(x2 + x+ 3)
dx =

x2

2
− x+

1

3
log |x+ 1|+

∫ −4
3x+ 1

(x2 + x+ 3)
dx

Poslední integrál:∫ −4
3x+ 1

(x2 + x+ 3)
dx =

2

3

∫
2x+ 1

x2 + x+ 3
dx+

11

3

∫
1

(x+ 1
2)

2 + 11
4

dx

= −2

3
log(x2 + x+ 3) +

2
√
11

3
arctan

2x+ 1√
11

Záv¥r:∫
x4 + x3 + x2 + x+ 1

(x+ 1)(x2 + x+ 3)
dx

C
=

x2

2
−x+

1

3
log |x+1|−2

3
log(x2+x+3)+

2
√
11

3
arctan

2x+ 1√
11

x ∈ (−∞,−1), (−1,∞)
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