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Priiklady

8. cviceni — Parcialni zlomky
//www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Urcete primitivni funkeci k danym funkcim:

1. (a)

B T
fla) = (x+1)(x+2)(x+3)
Resent:

Budeme hledat rozklad ve tvaru

T A B C

(x+1)(x+2)(x+3) m+1+x+2+x+3

Prenédsobenim dostaneme vztah

r=Ax+2)(r+3)+Blx+1)(z+3)+Cx+1)(r+2)

Dosadme nyni postupné za x = —1, —2, —3. Obdrzime tak, Ze
1
—1=24 = A= —3
—-2=-B = B=2
3
-3=2C = C= —5

Odtud tedy vyplyva, Ze

z -1 2 31 ¢
/kx+D@wJXx+$dx_ 2x+1dﬂ+/m+ﬂd$+ > r13 "

(z +2)*

c 1 3 1
¢ _2 1) + 21 2l — 21 3= -In| 2T
211];10—1— | +2In|z + 2| 2n|:13+ | 2n(x+1)(x+3)3

x € (—00,—-3),(=3,-2),(-2,-1),(—1,00).
x
Jj(m) a3 —1
Reseni:
Plati, ze 23 — 1 = (x — 1)(2? + x + 1), pfi¢emz druhy ¢len jiz nema realné kofeny.

Rozklad tedy hleddame ve tvaru

r A L Bx +C
w—1 -1 z224z+1

Prenasobenim jmenovatelem dostaneme vztah

r=A@?+z+1)+ Bz +C)(z—1)

dosazenim x = 1 dostaneme, 7e A = % Zpétnym dosazenim a roznisobenim
dostaneme, Ze
1 1 1
T = §x2+§x+§—l—3x2—3x+C’x—C,
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odkud vyplyva, ze C = % (absolutn{ ¢leny) a B = —1 (koeficienty u z?). Rozklad

mé tedy tvar
x 1 1 1 z—-1

x3—1:§aj—1_§x2—i—x—|—1

1 1 c1

- dz € S nje -1

/3;17—1 v=ghnfz—1|
1 -1
/xdx:/lzm“dx_/lldx_g
3x2+x+1 6x2+x+1 222 +zx+1

1 1 2 1
61n(x2 +x+ 1) — —=arctan vt

V3 V3

Plati, 7e

Odtud vyplyva:

1 1 1 2 1
/J;fix_1 dxggln]az—ll—gln(x2+x+1)+ﬁarctan x\/—g

x € (—00,1), (1, 00).
3
x>+ 1
Jj(x) a3 — 522 4+ 6x
Reseni:
Mohli bychom provést déleni, k nalezeni prvniho kroku rozkladu ale vede snazsi
cesta

2?41 (x3—5x2+6x)+5x2—6x+1_1+5x2—63:—|—1

3 —5a2 4+ 6 3 — bx? + 62 N 3 —5x2 4+ 6

Nyni uz mame na pravé strané podil polynomi, kde stupen ¢itatele je mensi nez stu-
pen jmenovatele, a mtizeme tedy pouzit standardnf algoritmus. Nejprve rozlozime
jmenovatel na kofenové ¢initele a poté hledame rozklad ve tvaru

512 — 62 + 1 A B C

-1 1 2L 2
+x(x—2)(as—3) +:1:+x—2+$—3

Prenasobenim jmenovatelem dostaneme rovnici
522 —6x + 1= A(z — 2)(z — 3) + Ba(x — 3) + Cz(z — 2)

Postupnym dosazenim x = 0, x = 2 a z = 3 dostaneme, Ze
1
1=6A = A= 6
9
9=-2B = B= —3

2
45-18+1=3C — C:ES

Odtud vyplyva, ze

P41 A B 1 2
/Hdm:/<1++ + ¢ ) dacgx+61n\x|—gln]a;—2\+§8ln|x—3]
x

3 — 522 + 62 r—2 x-—3

x € (—00,0),(0,2),(2,3),(3,00).
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4

x
d =
(d) Jj(x) x4+ 522 +4
ReSeni:
Plati, ze
xt (o' 45a®+4)—ba?—4 5?44 5r2 + 4
r+ 522 +4 zt +5x2 + 4 ot 452 +4 T (224 1)(22 +4)

Obecné bychom méli hledat rozklad ve tvaru

52+ 4 _A+Bx C+ Dx

@2+ 1)@2+4)  22+1 " 2244

zde ale postaci hledat jej ve tvaru

522 4+ 4 A C

(2 4+ 1)(22 + 4) $2+1+x2+4

Je to z toho divodu, Ze ve zlomku neni nikde pfitomno x v prvni mocniné. MoZné

bude 1épe vidét, pro¢ to funguje, pokud namisto 22 budeme psat t.

sitd A C
(t+1)(t+4) t+1 t+4

Poznamenejme, Ze jde o substituci do vyrazu za tcelem hledani rozkladu, nikoliv
substituci do integralu. Substituce ndm bude uZitetnd i v tom, Ze za t lze dosazo-
vat zaporna Cisla, coz zjednodusi postup ziskavani koeficienti A, B. Kazdopadnég,

prenasobenim jmenovatelem dostaneme vztah

Bt+4=A(t+4)+C(t+1)

Dosazenim t = —4 a t = —1 dostaneme, ze'

~16 = —3C = (J:§

—1=34 = A:—%

Odtud tedy méame, Ze
o5t + 4 1 1 16 1

G+ 10(+4)  3i+1 3i+4

a tedy
5a% 4+ 4 1 1 16 1

@+ 0(@2+4)  32+1 32+4

Nyni uz mtiZzeme provést integraci.

xt 1 1 16 1 1
—————dx = I+ s
zt + 522 +4 32z24+1 3 4(x/2)2+1

)da:g

1) Poznamenejme, 7e zde hledame rozklad platny pro viechna t reilna. Pokud by nékdo namitl, ze t = 2>
a neni tedy mozné dosazovat zaporna Cisla, pak na tuto namitku odpovézme, Ze pokud najdeme obecnéjsi
rovnost platnou pro vSechna redlna &isla, pak jisté€ plati i pro vSechna nezaporna realna Cisla — kterd jiz lze

psat ve tvaru druhé mocniny x.
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C 1 4 1 T 1 8 T
=+ 3 arctan x — 3 . m arctan§ =+ 3 arctanx — 3 arctan§
z €R ,
x4+ 1
@)ﬂmzwx+nax—n
Reseni:
Rozklad budeme hledat ve tvaru

22 +1 A B C

@t 12@-1) @+1? 211 z-1

Prenasobenim jmenovatelem dostaneme vztah
2+ 1=Ax—-1)+Bx+1)(z—1)+Cz + 1)
Dosazenim x = 1 a x = —1 dostaneme, 7Ze
2=4C = C= %

2=-24 = A=-1

Nyni dosazenim napi. x = 0 dostaneme, zZe

1 1
1=-A-B+C — B=-A+C-1=—(-D+;-1=7
Odtud mame:
241 ~1 1 1 1 1 c
dr = - 4. - de £
/(x+1)2(:c—1) v /<($+1)2+2 s+l 2 x—1> v
c 1 1 1 1 1.,
S| 1+ -lnlz—1|=—— +-1 1
i1 Tglrd it gnfr 1= 4 S infat 1
x € (—o0,—1),(—1,1),(1, 00).
1
(f) f(=)

T 21+ )14z +22)
Reseni: Kvadraticky trojélen 22 4+z+1 = (x+ %)2 + % nemd realné kofeny. Proto
rozklad na parcialni zlomky hledame ve tvaru

1 A B Cx+D

z(1+2)(14+ 2z + 2?) _;+1+w+x2+$+1

Prendsobenim jmenovatelem dostaneme vztah
1=A(l+2)(1 + 2+ 2%) + Bx(1 + 2 + 2%) + (Cz + D)x(z + 1)

Dosazenim x = 0 dostaneme, ze A = 1. Dosazenim x = —1 dostaneme, ze B = —1.
Po dosazeni a roznasobeni dostaneme

l=04+2)1+z+2*) —2(1+2+2%)+ (Cz+ Da(z+1)

=1l+z+224+C23+C2% + d2? + dz
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odkud vyplyva, ze D = —1 a C' = 0. Rozklad m4 tvar
1 1 1 1

t(Q+2)1+az422) z 14z 224+z+1

Integraci dostavame

1 1 c
dz =1 —In|l — | ————=dz =
[ ey =l el [

¢, T \/Z ¢ x+ % | T 2 ; 2z +1
=In|——| — 1/ - arctan =In — — arctan ———
1+x 3 \/g 1+zx \/§ \/g
1
x € (—o0,—1),(—1,0),(0,00).
2
x
(8) f(z)= <M)
Regeni:
Nejprve najdeme rozklad jmenovatele. Plati, ze
22 —3x4+2=(z—1)(z—2)
Hledame tedy rozklad vyrazu
22
(z —1)*(z —2)?
Ten je potieba obecné hledat ve tvaru
z? A B C D
(x—1)2(x—-2)2 (z-12 2-1 (z—-2)2 -2

Prenasobenim jmenovatelem dostaneme vztah
22 =A(r -2+ Bz — 1)(x —2)> + C(x — 1) + D(x — 2)(z — 1)*
Dosazenim x = 1 a ©* = 2 dostaneme, Ze
1= A, 4=C

Zbylé koeficienty B, D ur¢ime dosazenim dvou libovolnych hodnot, tfeba x = 0 a
x = 3. Dostaneme, Ze

0=4A—-4B+C—-2D=4—-4B+4—-2D — —8=—-4B—-2D
9=A+2B+4C+4D=1+2B+16+4D — —8=2B+4D
Odtud snadno vyplyva, ze D = —4 a B = 4. Odtud vyplyva:

/<sc?—§:v+2>2dx:/<<x—11>2%flwi)z—x:) do =

c 1 4 r—2+4(zx—-1) x—1
e Ltz —1-—— — 42 =— 41 -
x—1+ nle -1l x—2 nle—2| (x—1)(x—2) * i
or — 6 T —

- + 41
$2—3£L'+2+ = ‘

x € (—00,1),(1,2),(2,0).
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2. (a) flx) =

1
B @) = 5
Reseni:
Plati, ze 23 + 1= (z +1)(2> — 2+ 1) = (z + 1)((z — 3)® + 2). Druhy kvadraticky
trojclen tedy nema realné koteny, rozklad tedy hleddme ve tvaru

1A n Br+C
W+l x+1 22—z+1

Ptfenasobenim jmenovatelem dostaneme vztah

l=A@* 2 +1)+ Bz +C)(z+1)

dosazenim z = —1 dostaneme, ze A = % Roznasoben{m pak dostaneme

1
1:§(x2—x+1)+3x2+3x+033+0

Wl

odkud ihned vyplyva, ze C = % (porovnéni koeficientd absolutnich ¢leni) a B = —
(porovnani koeficientii u druhé mocniny z). Rozklad ma tedy tvar

11 1 z-—2
23+1 3z4+1 3a2—-z+1
Plati, ze
1 1 1
/ dngln|x+1|
3z+1 3
1 -2 1 2z-1 1 1
/:E dx:/x dx—/ dz €
32—z +1 622 —x+1 222 -z +1
c1 9 1 2r —1
= —In(z* —x+1) — — arctan
Odkud vyplyva, ze
1 1 1 1 2x — 1
/[L‘?’—i—l dxggh’l’%‘i‘l’—gln($2—$+1)+ﬁarctan x\/g

x € (—o0,—1), (-1, 00).

Zkouskové priklady
Piiklady i s feSenim mame od doc. Rokyty https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ "rok
yta/vyuka.html

log?z + logz + 1
~ z(log?z —logz +1)
Reseni: Nejprve substituujeme: y = logz, dy = 1dz, (o, 8) = (0,00), (a,b) =

€T
(_00700)7 IOg((()? OO)) =R.
/ v +y+1
v -y+1

Dostaneme
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Zkontrolujeme stupeit polynomt a podélime:

2

y +y+1 / 2y / 2y — 1 / 1

Lot Ay = [ 14— dy=y+ | 5 dy+ [ 55— dy.
/y2—y+1 4 Z_y+177Y W _y+17 v _y+17

Prvni integral:

—————dy=logly* —y+1|+ec
/yQ_yH y=logly” —y+1

Druhy integral:

1 1 41 41
dy:/dy:/dy:/dy
/y2—y+1 (y—3)2+1 3( )2+1 3( >2+1

D=

Dohromady

/ log?z +logz + 1
z(log?z — logx + 1)

2 21 -1
dz £ log z + log(log® x — log x 4+ 1) + — arctan o8t

V3 V3

x € (0,00)
e

) J@) = e 11
Reseni: Aplikujeme substituci y = e*, dy = e*dz. Intervaly (a, 3) = (—o0,0),
(a,b) = (—1,00), e*((—00,0)) = (0,00) C (a,b).
Dostaneme

3x

y2
/ (y+2)%(y+1)2 v

Rozlozime na parcidlni zlomky

/ v d—/4+4+1—4d
W+22w+12 V" ) w+2? T y+2 w12 y+1

c 4 1
= +4logly+2/— —— —4logly+1
T2 gly + 2| S gly+ 1|

reR
>+ x+1
Regeni: Rozlozime na parcialni zlomky:

7 1.5
/ Btotl dx:/ 6 _ 4 67" 6 dx
(x +3) (22 + 22+ 3) r+3 a242x+3
7 1 20 + 2 2 1
| [ e S, Py
gloglz+3 12/x2+2x+3 ! 3/x2+2x+3 !

Prvni integral:

1 2 2 1
H/de = ——log(z? + 2z + 3)

Q

2 +2x+3 12
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Druhy integral:

2 1 2 1
3 [arste=s [ o
3) x24+2x+3 3) (x+1)2+2

2 1 1 1
:_/(dxg—3~\/§arctanx+

6J (Fr+1 ¥
Dohromady
x2+x+1 c 7 1 1 r+1
de = -1 3|— — log(22+22+3)— = -v2arct
/(w+3)(w2+2x+3) 7= gloglo+3] - g5 log(a +2043) — -V 2 arctan )

T e (—OO, _3)a (37 OO)
et 2d a1
(d) flz)= 5
; (x+1)(x?>+z+3)
ReSeni: Zkontrolujeme stupné polynomi a podélime

a4+l —2?2 + 2z +4
5 de= [ z—-1+ 5 T
(x+1)(2?2+2+3) (x+1)(z? + 2+ 3)

Po rozkladu na parcialni zlomky:

1 4 2 4
3 —sr+1 T 1 —sz+1
= [r—14+-3 3 de=" o121 1 /3d
/m ol T @ aery W g Tt glelr s [ oy de

Posledni integral:

/ —3r+1 dx_2/ 2x + 1 dm+11/ 1 da
(x2+2+3)  3) 22+x+3 3) (@+3)2+4
ar

2 24/11 2+ 1
= —Zlog(z® + 2+ 3) + ——— arctan
3 log( )+ =3 NGE
Z4vdr:
4 3 2 2
rrt+x+x+x+1 Cc T 1 2 5 2 20+ 1
T = ——x+—log|rx+1|—=log(x*+x+3)+ arctan
/(m+1)(x2+x+3) 5 0+ log a1 —3 log( ) NG

x € (—o0,—1),(—1,00)
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