6. cviceni — Substituce a Per partes 2 + lepeni
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priiklady

Ur¢ete primitivni funkei k funkei f(x) na v8ech intervalech, kde PF existuje.

1. (a) /arctanxda;

Reseni:
Per partes: v/ =1, u = 2, v = arctanz, v/ = 714-1;#'

X

e dr

/1 -arctan x dx = [z arctan x| — /

Substituce y = 1 + 2.

T 1 c 1 9
_/1+$2dx—>_2/ dy——flog\y|—> /1+ 5 dv 510g(1+:v)

Tedy dohromady
1
f(z)dx € varctanz — 3 log(1 + %)

rzeR

(b) /colsa:dx

Reseni: Pouzijeme substituci y = sinz. Potom dy = cosz dz a plati

1 d 1 1
/ dx:/cosxd‘f:/cos.azdx_)/ Y gflogﬂ
cos T cos? x 1 —sin®z 1—y2 2 1—y

/ C 1 1+sinx
— [ flz = - —_—
2 1-—sinz
Funkce Colsm = 1621snx:v je definovana na (=35 + km, 5 + km), k € Z. Na téchto

intervalech tedy méa smysl hledat primitivni funkci. Jeden z nich zafixujeme.

Pro substituci mame ¢ = sinz, interval (o, ) = (=5 + kn, § + k7), k € Z. Plati
sin((a, B)) = (—1,1).

Funkce f = 1y2 ma primitivni funkei speciadlné na intervalu (a,b) = (—1,1).
Protoze sm((a, B)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro z € (a, ). Protoze takhle muZzeme zafixovat interval pro kazdé k,
dostavame celkem x € (=5 + km, § + k), k € Z.

(c) / cotg x dx

ReSeni: Pouzijeme substituci y = sinz. Potom dy = cosz dx a plati
ST
/cotg:vdx:/ / 10g|y|—>/f d:L‘—ln|sm:1:]

Kalkulus 1, 2024 /25, Kristyna Kuncova 1



https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php

Funkce cot z je definovana na (0 + km,m + km), k € Z. Na téchto intervalech tedy
mé smysl hledat primitivni funkci. Jeden z nich zafixujeme.

Pro substituci mame ¢ = sinz, interval (o, 8) = (0 4+ km, 7 + k), k € Z. Plati
sin((a, 8)) = (0,1] (nebo [—1,0)).

Funkce f = 1 ma primitivni funkci na intervalu (a,b) = (0,00) (nebo (—o0,0)).
Protoze sin((«, 8)) C (a, b), tak byly ovéFeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro = € («, 8). Protoze takhle muZeme zafixovat interval pro kazdé k,
dostavame celkem = € (0 + km, 7+ k7), k € Z.

1+
(d) /xlogl dx
Regeni: Per partes: u’:az,u:%2 =log HZ, o' = 1_2362-
1+z 1, 1+4x 2 1, 14z /x2—1—|—1
1 de = Zz°1 — dr = Sx°1 - dr =
/xOgl—ac S g /1—302 TTT T T, 122
1 142 1 cl, 1+=z 1 142
Z22] 1+ —— ) dex==-2"1 — -1
R g /( Tz 2> SR R i R g
6(_171)
(e) wdx

\/sinxz — cosx
Reseni: Pouzijeme substituci y = sinx — cosz. Potom dy = cosx + sinx a plati

sinzx + cosw de — dy ¢ 3 93

/sinx — cosx yl/3 27

—>/f (sm:c—cosm) :gxs/l—sin%v

Funkce 5% je definovéna na (7 + k, %’r +km), k € Z. Na téchto intervalech
tedy ma smysl hledat primitivni funkci. Jeden z nich zafixujeme.

Pro substituci mame ¢ = sina — cosz, interval (a, 8) = (5 + km, 2T + krr), k € Z.
Plati (sin — cos)((a, B)) = (0, v/2) pro suda k a Plati (sin — cos)((a, 8)) = (—v/2,0)
pro licha k.

Funkce f = 3%/@ mé primitivni funkei na intervalech (a,b) = (0,00) (ten vezmeme
pro sudé k) nebo na (a,b) = (—00,0) (ten pro liché k). Protoze sin((«, 5)) C (a,b),
tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral je pro x € (a, ).
Protoze takhle muzeme zafixovat interval pro kazdé k, dostavame celkem (7 +
km, 2T + kr), k € Z.

(Nenf potieba najit presné interval (0, 1/2), dilezité je jen ovéfit vztah sin((a, 3)) C

(a,).) B
[

Seni: PouZijeme substituci y = \/z. Potom y? =z, dy = 2\7 dx a plati

dy € 2 arcsin Y

[t e
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— /f(x) dz € 2arcsin vz

Primitivni funkci budeme hledat na intervalu (0, 1), protoze tam je definovana

funkce ————.
z(1—x)

Polozme ¢ = y/z a (o, 8) = ). Pak \/((0,1)) = (0,1).
Funkce f = \/% mé pr1m1t1vn1 funkci na 1ntervalu (—1,1). Protoze \/((a B)) C
—y2

(a,b), tak byly ovéFeny podminky véty o substituci a vysledny integral je pro x €

(0,1).
(g) /$26_2x dx

Resent:
Prvni per partes: v’ = G_QCC, U= 756_2’”, V= xQ, v = 2.

2 —2x 1 2 _—2x 2z

T°e dzx —ix e + | ze dr =
Druhé per partes: v/ = e 2%, u = —%e_%, v=ux,v =
1 1 1 1 1 1
_ _§$26—2x + [_2336—2:5} + 2/6—2$ dr c —§x2e_2”” . 51,6—2:5 . 4/6—2x

rzeR

3
(h) / O T 4
SInx

ReSeni: Pouzijeme substituci y = sinz. Pak plati

cos® cos? x cos (1 —sin?z)
—dr= | ———dex = | ——— coszdx
sin sin sin

1—y? 1 2 o
—>/ Y dy:/dy_/ydyglogw‘_%_>/f($)dxgln\sinx|_smzx
Yy Yy

cos3 __ (1—sin?z)cosx

Funkce £ = S je definovana na (0 + km, 7w + kn), k € Z. Na téchto
intervalech tedy méa smysl hledat primitivni funkci. Jeden z nich zafixujeme.

Pro substituci mame ¢ = sinz, interval (o, 3) = (0 + km, 7 + km), k € Z. Plati
sin((a, 8)) = (0,1] (nebo [—1,0)).

Funkce f = =4 ma primitivni funkei na intervalu (a,b) = (0,00) (nebo —o0,0)).
ProtozZe sin((«, 8)) C (a,b), tak byly ovéFeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro z € («, ). Protoze takhle muZzeme zafixovat interval pro kazdé k,
dostavame celkem x € (0 + km, 7 + km), k € Z.

—dx
/ zvar? +1
Reseni: PouZijeme substituci y = v22 + 1. Potom dy =
a plati

7%“ dr ay? — 1= 22

/ 1 J 1 T _>/ 1 J / 1 du E 11 ‘1—1—3/‘
Va2 +1 22 /22 + 1 1Y =2V T2y
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1

1+va2+1
%/f(x)dxg—zlog Shve

1—vVax2+1

Primitivni funkci budeme hledat na intervalech (0,00) a (—o0,0), protoze tam je
definovana funkce 1

Polozme ¢ = Va2 + 1 a («, 8) = (0,00) (nebo (—o00,0)). Pak ¢((a, ) = (1,00)
(v obou pfipadech).
Funkce f = ﬁ mé primitivni funkei speciadlné na intervalu (1,00). Protoze

o((a, 8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € (0,00) i pro z € (—00,0).

() /x arctan x dz
2 1

D .~ 2. I A _z _ [
Reseni: Per partes: v =z, u= %, v =arctanz, v’ = S

1 1 2 1 1 241-1
/a:arctanxdm = 53:2 arctanx—2/ 1 i 2 dr = 5952 arctanx—i / % dr =
1 1 1 1 1 1
= 5:52 arctanx — 2/ (1 -1 g dzx ¢ 5332 arctanx — —x + B arctan x

r e R
(k) /log(a?—i- 14 22)dx

Rolani: o) — — — 2 [ 1
ResSeni: Per partes: v =1, u =, v =log(z + V1 + 2?), v = Nire=E

/1-log<m+ 1+x2> dx = [mln(m—i— 1—|—x2>} —/xdacg
1+ 22

xlog<x+\/1+x2>—\/1+x2

Posledni integral lze poé&itat napf¥. substituci y = 1 + 22
zeR

1) / sin(log z) dz

ReSeni: Pouzijeme integraci per partes, polozme v = 1, u = sin(logz). Potom
v=u1au = cos(logz)- 1. Dostaneme, ze

/1 -sin(log x) = xsin(lnx) — /cos(ln x)dr =

Nyni pouZijeme je$té jednou per partes na v’ =1 a u = cos(log ) a dostaneme

/ 1-sin(log ) = 2 sin(In ) — / cos(Inz) dz = z sin(In z) — 2 cos(In ) — / sin(In )

Prevedenim integralu napravo na levou stranu dostaneme, Ze

2/ 1 -sin(log ) ¢ zsin(lnz) — x cos(In )

/sin(log x) g %x(sin(lnx) —cos(Inx))

x € (0,00)
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(m) /:c"logxdx, n# —1

Reseni:
Polozme v/ = 2", v = logz. Potom u = 2" "' /n+1av = % Integrace per partes
dava
n+1 n n+1 n+1
/x"logxdx:x lnx—/ T gz El Ing— ——
n+1 n+1 n+1 (n+1)2
x € (0,00)
(n) / e’ sinbr dz

Regeni:

Prob=0je [esin(0z) dz = [0 dz £ 1.
Nyni predpokladejme, ze a # 0, b # 0. Pouzijeme nadvakrét integraci per partes,
exponencielu budeme derivovat a goniometrickou funkci integrovat. Plati

/e‘” sinbzr dx = —%e‘” cos bx + % /eax cosbx dx =

L oz a azx . a? ar
—ge cosbaz+b—26 smb:v—b—2 e sin bx dzx.

Odtud vyplyva, ze

2
1
<1 + a> /e“"” sin bz dz € —ge‘”” cosbx + 2 0% gin by

b2 b2
C b a ar
/e“m sinbz dz = —me‘” cos bx+m6‘” sinbr = P (asinbx — bcos br)
Lehko se ovéri, Ze vysledek plati i pro a = 0, pokud b # 0.
z€eR
2 () f(w) = |al

Reseni: Funkce f(z) je spojitd na celém R, ma tam tedy primitivni funkci.
Rozepiseme

-z, x € (—00,0),

flz) =

z, x€(0,00).

Zintegrujeme

1,2

-5 4+c, x€(—00,0),
F(x) = $22 ! ( )
& +c, 1w (0,00).

Najdeme konstanty c¢; a co tak, aby F' byla spojita funkce. Tedy

2

. . xz
AP = By ez

se musi rovnat )

. . X
xl—l>%l+ F(%) N x1—1>%1+ ? te=o
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Dostavame
c1 = Co.
ZAvér: )
—% +c1, x€(-00,0),
F(.CL’) = C1, T = 07
2
o +c, xe€(0,00).

(b) f(x) = max{l,x2}

Reseni: Funkce f (x) je spojita na celém R, mé tam tedy primitivni funkci.

Rozepiseme
x?, x € (—o0,—1),
f(l') = 17 TE (_17 1)7
22,z € (1,0).
Zintegrujeme

%34—61, x € (—o0,—1),
F(z) =z +c, xe(-1,1),
%3—1—03, x € (1,00).
Najdeme konstanty ci, co a cg tak, aby F' byla spojita funkce. Tedy

lm F@)= lm &t — -kt
Am F@ = i e = —ga
se musi rovnat

lim F(z)= lim xz+c=-14c

z——14 r——14
Dostavame 5
c1 = —g + co.
Dale
: N
a:l—lgl—&— F([I}) - xl—lgl—i- ? tes= § tes

se musi rovnat

lim F(z)= lim 2 +ca=1+¢
T—1— T—1—

Dostavame

Zaver: 3
(z 2

—1 4 co, r=—1,
F(z) = x+co, z e (—1,1),
1+ e, z =1,

L;—i—%—i—c% z € (1,00).
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(¢) f(x)=Vab

Reseni: Funkce f(x) je spojita na celém R, ma tam tedy primitivni funkci.

—23, x€(~o00
f(m): { 3 ’ E ( ?0)7

z®, x € (0,00).

Rozepiseme

Zintegrujeme
$4
-1 ) € (— 70 3
Pla)= {1 T TE o0
T+, xc(0,00).
Najdeme konstanty c¢i a cy tak, aby F' byla spojita funkce. Tedy

4

x

lim F(x)= lim — =

A PO =ty g resa
se musi rovnat

2

lim F(z) = lim —— =

A FE = By g rasa
Dostavame

C1 = Co.
Zaver: A
—% 4c1, x€(—00,0),
F(z) = {c1,x=0,
%—l—cz, x € (0,00).
(d) f(z)=e
Reseni: Funkce f(z) je spojita na celém R, ma tam tedy primitivni funkei.
Rozepiseme
et,  x€(—00,0),
fla)=9"_,
e ®, x€(0,00),

Zintegrujeme

F(2) e’ + ¢, x € (—00,0),
€Tr) =
—e P+, x€(0,00),

Najdeme konstanty c¢; a cg tak, aby F' byla spojita funkce. Tedy

lim F(z)= lim e*+c1=14+¢
r—0— z—0—

se musi rovnat
lim F(z)= lim —e “+ca=—-14co

z—0+ z—0+
Dostavame
24 ¢c1 = co.
Zaver:
e* + ¢y, x € (—00,0),
F(z)=4{1+¢y, z =0,

—e "4+ 2+cy, z€(0,00).
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(©) f(x)=|sina]
Reseni: Funkce f(z) je spojitd na celém R, ma tam tedy primitivni funkci.
Rozepiseme

_ Jsinz, x € (04 2km, 7 + 2kn),

f@) = —sinz, =€ (7 + 2km, 27 + 2km).

Zintegrujeme

P —cosz + A, =€ (0+2km, 7+ 2km),
xTr) =
cosz+ By,  x € (m+2knm,2n + 2kn).

Najdeme konstanty A a By tak, aby F' byla spojita funkce. Tedy

lim F(z) = lim —cosz + A = -1+ A;.
x—(0+2km)+ z—(0+2km)+
se musi rovnat
lim F(x) = lim cost + Bi_1 =1+ Bj_1.
x—(0+2km)— z—(0+2km)—
Dostavame
-1+ Ak =1 +Bk_1.
Analogicky
lim  F(z) = lim  cosx + By = —1+ By.
x— (m+2km)+ z— (n+2km)+
se musi rovnat
lim F(z)= lim —cosy+ A =1+ Ay.
x—(m+2km)— z—(m+2km)—
Dostavame
1+ Ak = -1+ Bk
Dohromady
Br1+2=A4;
B, =2+ A;
By =4+ Br1
Tedy
By = By + 4k
Ak =By + 4k — 2
Zaver:
By + 4k — 3, x =0+ 2km,
Fx) —cosx + By +4k —2, xz € (0+ 2knm,m+ 2km),
€Tr) =
4k — 1 + By, r=m+ 2k,
cosz + 4k + By, x € (m+ 2km, 21 + 2km).
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(f) f(x) =|sinx + cos x|
Reseni: Funkce f(z) je spojita na celém R, ma tam tedy primitivni funkci.
Rozepiseme

f(z) sin x + cos z, T € (—§+2k7r,?ﬂf+2k7r),
€Tr) =
—sinz —cosz, € (2 + 2km, T + 2km).

Zintegrujeme

F() —cosx + sinx + A, me(—§+2k7r,%f+2k7r),
€Tr) =
cosz —sinz + By,  x € (3 + 2km, T¢ + 2knm).

Najdeme konstanty A a By tak, aby F' byla spojita funkce. Tedy

lim F(z) = lim cosx —sinx + Bg_1 = V2 + Bj_4
z— (= +2km)— r— (= +2kT)—
a
lim F(x) = lim —cosx +sinz+ Ay = —V2+ Ay
T (=G +2km)+ T (= +2km)+
Dostavame
V2+ By = —V2+ A
Dale
lim F(x) = lim —cosz +sinx + Ay = V2 + Ay,
1‘*}(%4’2]671‘)7 Z*}(%ﬁ*Qkﬂ')*
a
lim F(z) = lim cosz —sinz + By = —V2 + By
x—>(37”+2k7r)+ x—>(37”+2k7r)+
Dostavame
V2+ AL, =—V2+ By
Dohromady
2/2 + Bi_1 = A
22 + A = By
4v2 + By_1 = By,
Zaver:
—3v2 + k4V/2 + By, = -7 + 2k,
F(z) —cosz +sinz — 2v/2 + k4v/2 + By, we(—%+2k:7r,‘%r+2k7r),
xr) =
V2 + k4v2 + By, z = 3T 4 2k,
cosx — sinz + k4v/2 + By, x € (38 + 2km, T+ 2km).

(g) f(x) =+1—sin2x
Reseni: Funkce f(z) je spojitd na celém R, ma tam tedy primitivni funkci.
Rozepiseme

V1 —sin2z = Vcos?z + sin?z — 2sinz cos z = (cosx —sinz)? = | cosx — sin z|
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Tedy
cos —sin x, re (=3¢
Fla) = { (1

+ 2km, § + 2k7),

—cosz +sinz, € (§+ 2km, 2 + 2kr).

Zintegrujeme

F() sinz +cosx+ A, x€(—
€Tr) =
—sinz —cosxz + By, w€ (]

3 4 2km, T + 2km),
+ 2km, 5T + 2kT).

Najdeme konstanty A a By tak, aby F' byla spojita funkce. Tedy

lim F(z) = lim —sinz —cosx + By_1 = V2 + By_1
xﬁ(f%Jerw)f x%(f%Jerﬂ)f
a
lim F(z) = lim sinz + cosz + Ay = —V2 + Ay,
$—>(—3ﬂf+2k7r)+ ;t—>(—‘%r+2k7r)+
Dostavame
V2+ By1 = —V2 + A

Dale

lim F(z)= lim  sinz +cosz + Ay = V2 + Ay

r—(F+2km)— r— (7 +2km)—
a
lim F(z) = lim —sinx —cosx + B = —\/§—|—Bk
r— (G +2kT)+ r— (G +2km)+
Dostavame
V2 + Ay = —V2+ By,
Dohromady
2v2+ By_1 = A
4v2+ By_1 = By,

Zaver:

—3v2 + k4v/2 + By, x = —3 4 2km,

Fx) sinx + cosz — 2v/2 + k4+/2 + By, me(—%+2k7r,%+2k7r),
€Tr) =
—V/2 + k4v/2 + By, x =%+ 2k,

—sinz — cosx + k4v/2 + By,

x € (T + 2km, 5 + 2km).
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