2. cviceni — Taylortv polynom 2
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Odhady

1. Pomoci Taylorova polynomu 1. stupné urcete pfiblizné hodnoty nasledujicich vyrazt (a
porovnejte s kalkulackou)

(a) Ve
Regeni:
~1+ ! = 1
3 3
kalkulacka
1,39561
(b) arcsin0,2 ReSeni:
~ 0,2
kalkulacka
0,201

(¢) (1,04)* Reseni:
~14+4-0,04=1,16

kalkulacka
1,1699
(d) In(1,02) ReZeni:
~ 0,02
kalkulacka
0,01980
(e) arctan 1,1 ReSeni:
~1,1
kalkulacka
0, 83298
(f) sin(—0,22) Reseni:
~ —0,22
kalkulacka
—0,2182

2. Vypoctéte pribliznou hodnotu ¢&isla e s chybou mensi nez 0, 001.
Reseni: Piiklad i s feSenim mame od: https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif
/js12/m_analyza/web/index.html
Aplikujeme Vétu o Lagrangeové tvaru zbytku. Pracujeme s funkci f = e, kterou
rozvijime v bodé a = 0 a budeme dosazovat za x = 1. Pracujeme tedy s intervalem
[0,1]. Uvazujme né&jaké n € N. Protoze e® € C"! pro viechna n € N, jsou podminky
splnény a existuje ¢ € [0, 1] takové, Ze

1

f((L') - Tr};a(w) = (n+ 1)'

f(nJrl) (c) (1‘ _ a>n+1.
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Konkrétné

x 1 e’
1 e”,0 _ c n+l _
—TO0) = —— (1 —0)"H =
¢ LU=yt -0 (n+ 1)l
Nejhorsi situace (nejvétsi moZnéa chyba) nastava pro ¢ = 1, tedy budeme odhadovat
vyraz
_°
(n+1)!
Aplikujeme odhad e < 3 a dostavame nerovnici
3
—— < 0,001
(n+1)!

Tedy
3000 < (n+ 1)!

Ta je splnéna pro n > 6.
Tedy pii aproximaci ¢isla e potFebujeme Taylortav polynom alespon stupné 6. Dostédvame
1 1

11 1
Ml lt=d—F—t—F— =271 .
em 1145+ ot ort oo+ s = 2, 718055556

z2

3. Pro jaké hodnoty plati piiblizny vztah cosx = 1 — % s presnosti 0,00017
Reseni: Piiklad i s feSenim mame od: https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif
/js12/m_analyza/web/index.html
Aplikujeme Vétu o Lagrangeové tvaru zbytku. Pracujeme s funkci f = cosz, kterou
rozvijime v bodé a = 0 do stupné n = 3 (rozvoj pro n = 2 an = 3 je stejny). Uvazujme
x > 0. Pracujeme tedy s intervalem [0, z]. ProtoZze cosz € C* pro viechna n € N, jsou
podminky splnény a existuje ¢ € [0, z] takové, ze

1
f(z) - Tr{’a(x) = mf(n+l)(c)($ - a)nH-
Konkrétné ) .
1
cosz — 1+ % = @ cos(c)(x — 0)* < %
Resime tedy nerovnici
4
x
— < 0,0001.
24 — 7
Tedy
z* < 0,0024.
To plati cca pro x < 0,222. Protoze funkce cosx je sudé, lze pro z < 0 aplikovat stejny
postup.
Dohromady

z € (—0,222,0,222).

4. Urcete maximalni chybu, které se dopustime, nahradime-li na intervalu (0,9; 1, 1) funkci
arctan x Taylorovym polynomem stupné 2 v bodé xqg = 1.
Reseni: Piiklad i s feSenim mame od: https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif
/js12/m_analyza/web/index.html
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Aplikujeme Vétu o Lagrangeové tvaru zbytku. Pracujeme s funkei f = arctan x, kterou
rozvijime v bodé a = 1 do stupné n = 2. UvaZzujme 1 < x < 1.1. Pracujeme tedy s
intervalem [1,z]. Protoze arctanz € C? pro viechna n € N, jsou podminky splnény a
existuje ¢ € [1,z] takové, ze

1

(n — 1)'f(n+1)(c)($ _ a)n—i-l‘

f(x) = T (2) =

Navic plati
1

/_
! 14 22

—2z
" _
f= (14 22)2

Tedy
1 1
Tarctanm,l — E - — 1) — = -1 2
: 3 Tale—1)—2(@-1)

Pro odhad chyby pro « € [1,1.1] tedy méame

1 1 1 622 6c® + 2

T 2 3_ 1 3
arctanx—z—i(x—l)—i—z(a:—l) —gm(x—l) Sﬁm(l'l_l)
1 6-1.12+2 1
<= : = 0.19292 - 0.001
=6 8 1000
Analogicky pro z € [0.9,1] je
T 1 1 ) 1 6c% —2 s 1 6c2+2 3
tanz — — — ~(z— 1)+ -(z—1)?| = |2 ———(z -1} < =—— 09— 1
arctane — 5 — o (@ =D+ 3= D7 = g e @~ U7 = 5135 0.92) |
1 6-12+2 1
< * = (.22486 - 0.001

6  1.813 1000
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