13. cviceni - Metrické prostory
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz
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Definice 1. Necht (X, p) je metricky prostor. Rekneme, ze A C X je hustd, pokud A = X.
Metricky prostor (X, p) se nazyva separabilni, jestlize v ném existuje spocetné husta podm-
nozina.

Uloha 2. (Pfiklad méame z: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ pick/analyza.pdf.
Tamtéz opsana néktera feSeni.)

1. Ukaizte, ze R™, C™ a R\ Q jsou separabilni.
Regeni:
Hledame spocetnou a hustou podmnozinu A. Pro R je A = Q, pro C je to mnozina
bodu s racionalnimi soufadnicemi - a = bi, a,b € Q.
Pro R™, C" uvazujme A" - body s racionalnimi soufadnicemi.
Prostor R\ Q je separabilni. Uvazujme mnozinu M := {q¢+ 7,q € Q}. Pak M C R\ Q
je spocetna.
Hustota: Zvolme z € R\ Q a uvazujme ¢islo z — 7. Protoze Q je husta v R, tak existuje
p € Q takové, ze [vt —m — p| < e. Pak ale [v — (p+ 7)| < e. Tedy k z jsme nasli blizké
¢islo p +m € M, coz bylo dokézati.

2. Ukazte, ze (C([0,1]), psup) je separabilni.
ReSeni: A je mnozina viech polynomi s racionalnimi koeficienty.
Zvolme f € C[0,1]. Pak z Weierstrassovy véty existuje takovy polynom P(z) = a,a™ +
Ap_12" L+ ax + ao, 7€

sup [f(x) — P(x)] <=
z€[0,1]

Ke koeficienttim a,, najdéme racionélni koeficienty b,, tak, Ze

n

Z]ai—bi\ <E.

=0

(Lze z predchoziho piikladu.)
UvaZzujme polynom Q(z) = byx™ + bp_12" L 4+ .- bz + by. Pak

n n
< Z‘CL% — b1|332 < Z |ai — bz’ <eE.
=0 1=0

n

Z(ai — bl)xl

sup |P(z) — Q(z)| = sup
z€[0,1] z€[0,1]

i=0
Dohromady
sup |f(z) —Q(z)| < sup [f(z) — P(z)[+ sup |P(z)—-Q(z)] <e+e.
z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1]

3. Za jakych podminek je separabilni diskrétni metricky prostor?
Resent: Konvergentni posloupnost v diskrétnim prostoru musi byt od jistého bodu
konstantni. Z toho plyne, Ze jedinad hust4 mnoZina v diskrétnim prostoru je celé X. A
aby X byl separabilni, musi byt X spocetna.
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4. Ukaizte, ze L'([0,1]) je separabilni.
Regeni: Necht M je mnozina takovych jednoduchych funkei, které maji hodnoty v Q
a zaroven jsou definované pomoci intervali s racionalnimi koncovymi body. Pak M je
husté a spocetna.

Véta 3. Necht (X, p) je metricky prostor. Jestlize existuje nespo¢etnd mnozina A C X a
e > 0 takové, ze pro kazdé z,y € A, x # y, plati p(z,y) > €, pak X neni separabilni.

Poznamka 4. Necht p € [1,00) a [, je mnoZina vSech realnych posloupnosti {x,}, pro néz
fada > > |zn|P konverguje. Pak definujeme metriku

(o) 1/10
py(a,y) = (Z & y\p) -

n=0

Poznamka 5. Ozna¢me [, prostor viech omezenych realnych posloupnosti {z,} a ¢y prostor
v8ech (omezenych) realnych posloupnosti {x,} s lim,, o 2, = 0. Oba jsou s metrikou

Pm($,y) = Sup |75n - yn|
neN

Uloha 6. (Ptiklad mame z: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ pick/analyza.pdf.
Tamtéz opséana feSeni.) UkaZte, Ze

1. [®° neni separabilni.

Regeni: Uvazujme P = 2N, mnozinu viech podmnozin pfirozenych &sel. Takova
mnozina je nespoCetna. Pro A, B € P, A # B sestrojme x4 a xp - posloupnosti 0
al.

Pak plati

Poo(XA;XB) =sup|xa — x| =1.
neN

Pak dle Véty 3 prostor o, nemtze byt separabilni.
2. c¢p je separabilni.
ReSeni: Uvazujme mnozinu

Ap ={z={z;} € co;2; € Qz; =0 proi > n}

- posloupnosti s racionalnimi ¢éleny, které jsou navic od daného n nulové.

Dale polozme A = J,cn An. Pak A je spocetna (sjednoceni spocetnych) a husta v co.
Zvolme y = {y;} € cy. ProtoZe lim;_, y; = 0, 1ze ke kazdému e najit ny takové, ze pro
i >ng je |yil <e.

Pro kazdé i < ng najdeme r; € Q tak, ze |r; — y;| < e. Sestrojme posloupnost

riy, 1< no,
xX; = .
0, 1> nyp.
Pak x € A, a plati

sup |z; — y;| = max{sup |x; — y;|, sup |z; — y;|} <e.
€N i<ng i>ng
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Uloha 7. Rozhodnéte, zda pampeliskovy prostor je separabilni. X = R? pro A = [a1,as2],
B = [bl, bg] mame

V(a1 —b1)2 + (a2 — b2)2, A, B lezi na stejném poloméru,
Vai + a3 + /b3 + b2, jinak.

p(A,B) = {

Reseni: Uvazujme spocetnou hustou mnozinu M.

Pro kazdy bod x (krom poc¢atku) musi blizky bod m z M leZet na polopiimce spojujici x
s pocatkem (jinak bychom 8li pfes stied, coz by dalo obrovskou vzdalenost). Tedy se ptame,
jestli kazda poloptimka obsahuje dostatek bodu z M.

Predpokladejme, ze na kazdé polopiimce lezi alesponi jeden bod z M (zaroven nemuze lezet
na vice piimkach najednou). Polopiimek je ale nespocetné - kazda odpovida jednomu thlu z
intervalu [0, 27), coZ je nespocetnd mnozina.

Tedy jsme ve sporu a pampeliskovy prostor neni separabilni.

Uloha 8. Ozna¢me Lg prostor viech lipschitzovskych funkei z [0, 1] do R takovych, Ze f(0) =
0. Zavedme metriku

of.q) = Sup{I(f —9@) - -9 y}

|z — |

- jde o lipschitzovskou konstantu funkce f — g.
Ukazte, ze prostor Ly neni separabilni.
(Zdroj: http://matematika.cuni.cz/dl/analyza/29-mtr/lekce29-mtr-pmax.pdf)

Reseni: Uvazujme M - mnozinu funkei které se rovnaji 0 na [0, 7] a pak se rovnaji = — r
pro razné r € [0,1]. Tato mnoZina je nespoCetna.

Zvolme f,g € M s pfislusnymi ry < ry.

Obréazek: https://www.geogebra.org/calculator/wibzzxfk

Lipschitzovska konstanta f — g je 1. Tedy jsme nasli nespocetnou mnozinu z Véty 3 a
mnozina neni separabilni.

2

Definice 9. Necht (X, p) je metricky prostor, necht € > 0. Rekneme, ze M C X je e-sit v X,
jestlize pro kazdy bod = € X existuje bod y € M takovy, Ze p(x,y) < e.

Definice 10. Metricky prostor (X, p) se nazyva totdlné omezeny, jestlize pro kazdé ¢ > 0
existuje kone¢n4 e-sit.

Poznamka 11. o Nékdy se tika i prekompaktni.
e Definici lze potkat i takto: Z kazdého e-pokryti lze vybrat koneéné podpokryti.

Uloha 12. Za jakych podminek je diskrétni metricky prostor omezeny? Za jakych je totalné
omezeny?

Reseni: JelikoZ koule v diskrétnim metrickém prostoru jsou bud jeden bod nebo cely
prostor, je diskrétni metricky prostor vzdy omezeny.

7 téhoz diuvodu je totalné omezeny pravé tehdy, kdyz ma koneény pocet prvki.
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Uloha 13. Uvazujte prostor {2. Jeho jednotkova sféra je omezena mnozina. UkaZte, Ze neni
totalné omezena.

Reseni: Uvazujme M mnoZinu posloupnosti a,, které maji na n-tém misté 1, jinde 0.

Pak p(am bn) = \/§

Zvolme tedy e = 1/8 ae-sit S. Pak ale S nemiiZze byt kone¢né, protoze pot¥ebuje nekoneéné
mnoho bodu (a e-kouli) aby pokryla M.

Uloha 14 (PRAVDA — NEPRAVDA).

ANO Totalné omezena mnozina je omezena.
NE Omezend mnozina je totalné omezena.

Uloha 15. Ukaite, 7e uzavér totalné omezeného prostoru je totalné omezeny.
Reseni: Necht A je totalné omezeny. Pak lze najit kone¢nou e/2-sit

M ={x1,z9,...,2,}

takovou, Ze

AC U B(x;,¢/2).

i=1,....,n

Pak A C Uiz, 0 Bl®i,e).

Zvolme x € A. Pak kazda koule se stfedem v z protind A. Specialné tedy existuje
y € B(z,e/2) N A.

Zaroven toto y € B(x;,€/2) pro n&jaké i. Ale pak

plx,x;) < p(x,y) + ply,v) <e/2+¢e/2=¢.
Hotovo.

Uloha 16. Najdéte piiklad metrického prostoru, ktery je totalné omezeny, ale neni kompaktni.
Reseni: Napf. interval (2,4) - neni uzavieny.

3

Definice 17. Necht (X, p) a (Y, o) jsou metrické prostory, f : X — Y a K > 0. Rekneme, Ze
zobrazeni f je K-lipschitzovské, jestlize

Yo,y € X2 o(f(x), f(y) < Kp(z,y).

Rekneme, Ze f lipschitzovské, jestlize existuje K > 0 takové, Ze f je K-lipschitzovské.
Pro X =Y =R dostaneme

Y,y e R [f(x) — f(y)] < Ko —yl.

Poznamka 18. Zatimco AC a BV funkce pracovaly s uzavienym a omezenym intervalem
[a, b], tak u lipschitzovskych funkei miZe byt interval otevieny i neomezeny.

Uloha 19. Ukaite, Ze funkce jsou lipschitzovské
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1. |z| na [—1,1]
ResSeni: Zvolme z,y € [—1,1]. Pak

lz| = lyl| < |z —yl.

(Lipschitzovska konstanta je 1.)

2. 2% na [1,2]
Reseni:
Zvolme z,y € [1,2]. Pak

22 — | = |z —yllz +y| < 2+2)|z -yl

(Lipschitzovska konstanta je 4.)

3. rnaR
Reseni: Pro kazdé z,y € R plati, Ze

[z —y[<1-Jo—yl
(Lipschitzovska konstanta je 1.)
Uloha 20. Ukaite, 7e funkce nejsou lipschitzovské
1. z2na R
Regeni:
Zvolme N >0ax= N ay=2N. Pak
2% — 4?| = 3N? = 3N|z — y| > N|z — y|.

2. v/ na [0,1]

Problém je pobliZz 0. Zvolme tedy 1 >n >0 (malé n) ax =0ay = 1/n. Pak

Vi vil= = L ey

T n
Ale protoze pro kazdé N > 0 najdeme n tak, ze N < y/n, dostaneme
IV =yl > Nz —yl.

Uloha 21. Necht X je mnozina slov skladajici se z 10 pismen (pouzivame 26 prvkovou an-
glickou abecedu). Metriku p definujme jako pocet pozic s rozdilnymi pismeny. Napf.

p(JEDNOROZCI,CHOBOTNICE) =8,
p(LOSANGELES,LOUISVILLE) =17,
p(ABCXYZQRTY,AACXYUQRTY ) = 2.

Pro slovo z 10 pismen o = 1, xa, ... x19 definujme zobrazeni
f(a) =a,T2,...,T10

(prvni pismeno jsme nahradili pismenem a).
Rozhodnéte, zda je f lipschitzovské zobrazeni.
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Reseni:
Uvazujme slova a a 3, kterd uz maji prvni pismeno shodné. Pak

p(f(a), f(8)) = p(a, B).

Pokud slova o a 8 naopak maji prvni pismeno rozdilné, tak se jejich vzdalenost o 1 zmensi,
tedy
p(f(@), f(B)) = pla, B) — 1 < p(a, B).

Lipschitzovska konstanta je tedy rovna 1.

Uloha 22. Necht f, g jsou lipschitzovské na R. Ukaite, 7e je lipschitzovské i funkce

L f+yg
Reseni:
Pro z,y € R mame |f(z) — f(y)| < K|z —y| a [g(z) — g(y)| < L[|z — y|. Pak

lf(@)+g(x)—f(y)—9W)| < |f(@)—f(y)l+|g(@)—9(y)| < K|z—y[+L|z—y| = (K+L)|z—yl|.

2. f(9)
Reseni: Pro z,y € R mame |f(z) — f(y)| < K|z —y| a |g(x) — g(y)| < L]z — y|. Pak

[f(9(x)) = fle())] < Kl(9(z)) — (9(y))| < KLz —yl.

Uloha 23. Ukaite, 7e lipschitzovska funkce ma kone¢nou variaci (na intervalu [a, b]).
Reseni:
Zvolme déleni {z;} intervalu[a, b]. Pak

i=1

S olf@) = fai)| <D Kl — | < Klb—al.
=1

Uloha 24. Najdéte funkci, ktera je AC, ale neni Lip.
Reseni:
Napf. /.
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Uloha 25. Nakreslete Venntiv diagram pro funkce spojité (C), lipschitzovské (Lip), stejno-
mérné spojité (UC) a absolutné spojité (AC) na [a, b].

Uloha 26. Vyslovte (a zdivodnéte) hypotézu o vztahu omezenych a lipschitzovskych funkei.
Jsou tam néjaké podminky?

Reseni:

Lipschitzovska funkce nemusi byt omezena, napt. x na R.

Omezend funkce nemusi byt lipschitzovska, napt. \/x na [0, 1].

Ale pokud jsme na omezeném intervalu [a, b], pak lipschitzovska funkce musi byt omezena.
Napf. proto, Ze je spojitd na kompaktu, tedy omezena.

Opacné to stale neplati ani pro kompaktni interval.

Uloha 27. Je n&jaky vztah mezi lipschitzovskymi a diferencovatelnymi funkcemi na [a, b]?
Regeni:
Na prednéasce byla véta: Lipschitzovské funkce na [a, b] méa kone¢nou derivaci skoro vSude
na [a, b].
Obecné lipschitzovska funkce nemusi mit derivaci, nap¥. |z|.
Pokud ale je f diferencovatelna na [a, b] a navic |f/| < M, tak uz je lipschitzovska.
Zvolme a < xz < y < b. Pak z Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté existuje £ tak, ze

f(y) — f() = f'(€)(y — o). Pak
) = F@)| = 1F(©)lly — ] < Mly — .
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