13. cviceni - Metrické prostory
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Definice (Po ¢astech monotonni funkce - dle J. Tisera). Funkce f na intervalu [a, b] se nazyva
po ¢dstech monotonni, pokud existuje koneéné mnoho délicich bodiia < tg <t1 < -+ <t =0b,
Ze [ je spojitd a monotonni na kazdém intervalu (¢;,¢;41) a ve vSech délicich bodech existuji
vlastni jednostranné limity funkce f.

Poznamka. Pro ukizéani, Ze je funkce BV, je tedy potfeba napsat, Ze je na danych intervalech
monotédnni a omezena.

1 Separabilni prostory

Definice 1. Necht (X, p) je metricky prostor. Rekneme, 7ze A C X je hustd, pokud 4 = X.
Metricky prostor (X, p) se nazyva separabilni, jestlize v ném existuje spocetné husta podm-
nozina.

Uloha 2. 1. Ukazte, ze R™, C™ a R\ Q jsou separabilni.
2. © Ukazte, ze (C([0,1]), psup) je separabilni.
3. €@ Za jakych podminek je separabilni diskrétni metricky prostor?
4. %k Ukazte, Ze Lebesguetiv prostor L([0, 1]) je separabilni.

Véta 3. Necht (X, p) je metricky prostor. Jestlize existuje nespofetna mnozina A C X a
e > 0 takové, ze pro kazdé z,y € A, x # y, plati p(z,y) > €, pak X neni separabilni.

Poznamka 4. Necht p € [1,00) a [, je mnozina vSech realnych posloupnosti {z,}, pro néz
fada > o |zn|P konverguje. Pak definujeme metriku

00 l/p
oo(9) = (z\x—y\p) .
n=0

Poznamka 5. Oznac¢me [, prostor viech omezenych realnych posloupnosti {x,} a ¢y prostor
viech (omezenych) realnych posloupnosti {x,} s lim,_,~ 2, = 0. Oba jsou s metrikou

Poo(Z,y) = sup |z, — yn|.
neN

Uloha 6 (©). Ukazte, Ze

1. [*° nenfi separabilni. 2. c¢g je separabilni.
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1 SEPARABILNI PROSTORY

Uloha 7 (%) Rozhodnéte, zda pampeliskovy prostor je separabilni. Polozme X = R2, pro
prvky A = [a1,a2], B = [b1, b2] pak mame metriku

V(a1 —b1)2 + (a2 — b2)2, A, B lezi na stejném poloméru,
\/a% + a3+ \/b% + b3, jinak.

p(A,B) = {

3 (@]
2
1
)
-4 -3 -2 -1 -0 1 2 3 4

Uloha 8. Oznacéme Lg prostor viech lipschitzovskych funkei z [0, 1] do R takovych, ze f(0) =
0. Zavedme metriku

51 =sup =D =G =00, )

|z =yl
- jde o lipschitzovskou konstantu funkce f — g.
Ukazte, Ze prostor Ly neni separabilni.

Ndvod: UvazZugte funkce, které se rovnaji 0 na [0,r] a pak se rovnaji x — r pro riznd
r € [0,1]. Obrdzek k ndvodu: https://www.geogebra.org/calculator/widbzzxfk
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3 LIP

2 Totalné omezené prostory

Definice 9. Necht (X, p) je metricky prostor, necht € > 0. Rekneme, ze M C X je e-sit v X,
jestlize pro kazdy bod x € X existuje bod y € M takovy, Ze p(x,y) < e.

Definice 10. Metricky prostor (X, p) se nazyva totdlné omezeny, jestlize pro kazdé ¢ > 0
existuje konecn4 e-sit.

Poznamka 11. o Nékdy se tika i prekompaktny.
e Definici lze potkat i takto: Z kazdého e-pokryti lze vybrat kone¢né podpokryti.

Uloha 12. Za jakych podminek je diskrétni metricky prostor omezeny? Za jakych je totalné
omezeny?

Uloha 13 (*) Uvazujte prostor (2. Jeho jednotkova sféra je omezena mnozina. Ukazte, Ze
neni totalné omezena.

Uloha 14 (PRAVDA — NEPRAVDA).

ANO-NE Totélné omezend mnozina je omezené.

ANO-NE Omezend mnozina je totalné omezena.
Uloha 15 (@3) Ukazte, Ze uzavér totalné omezeného prostoru je totdlné omezeny.

Uloha 16. Najdéte piiklad metrického prostoru, ktery je totalné omezeny, ale neni kompaktni.

3 Lip

Definice 17. Necht (X, p) a (Y, o) jsou metrické prostory, f : X — Y a K > 0. Rekneme, 7e
zobrazeni f je K-lipschitzovské, jestlize

Yo,y € X2 o(f(x), f(y) < Kp(x,y).

Rekneme, Ze f lipschitzovské, jestlize existuje K > 0 takové, Ze f je K-lipschitzovské.
Pro X =Y = R dostaneme

Vz,y eR: [f(x) — f(y)] < K|z —yl.

Poznamka 18. Zatimco AC a BV funkce pracovaly s uzavienym a omezenym intervalem
[a, b], tak u lipschitzovskych funkei miZe byt interval otevieny i neomezeny.

Uloha 19. Ukaite, 7e funkce jsou lipschitzovské

1.88)2| na [—1, 1] 2. 822 na [1,2] 3. znaR
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3 LIP

Uloha 20 (’:‘) Ukazte, Ze funkce nejsou lipschitzovské
1. 22na R 2. /z na [0,1]

Uloha 21. Necht X je mnozina slov (ne nutné smysluplnych) skladajici se z 10 pismen
(pouZivame 26 prvkovou anglickou abecedu). Metriku p definujme jako pocet pozic s rozdil-
nymi pismeny. Napf.

p(JEDNOROZCI,CHOBOTNICE) = 8,
p(LOSANGELES, LOUISVILLE) =T,
p(ABCXY ZQRTY,AACXYUQRTY) = 2.

Pro slovo z 10 pismen = = x1, x2, . . . 19 definujme zobrazeni

f(.’E) =a,r2,...,10

(prvni pismeno jsme nahradili pismenem a).
Rozhodnéte, zda je f lipschitzovské zobrazeni.

Uloha 22. Necht f, g jsou lipschitzovské na R. Ukaizte, ze je lipschitzovska i funkce

1. f+g 2. f(g)
Uloha 23 (*) Ukazte, Ze lipschitzovska funkce ma kone¢nou variaci (na intervalu [a, ]).
Uloha 24. Najdéte funkci, ktera je AC, ale neni Lip.

Uloha 25. Nakreslete Venntv diagram pro funkce spojité, lipschitzovské, stejnomérné spojité
a absolutné spojité na [a, b].

Uloha 26. Vyslovte (a zdiivodnéte) hypotézu o vztahu omezenych a lipschitzovskych funkci.
Jsou tam néjaké podminky?

Uloha 27 (V). Je n&jaky vztah mezi lipschitzovskymi a diferencovatelnymi funkcemi na [a, b]?
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