
12. cvi£ení - Fourierovy °ady 3
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.m�.cuni.cz

Teorie

De�nice 1. �ekneme, ºe °ada komplexních £ísel
∑∞

n=0 an je s£ítatelná Cesàrovou metodou k
£íslu σ ∈ C, jestliºe

lim
n→∞

s0 + s1 + · · ·+ sn
n+ 1

= σ,

kde sk =
∑k

j=0 aj . Pí²eme (C)
∑∞

n=0 an = σ.

Hinty

sinhx =
ex − e−x

2
coshx =

ex + e−x

2
ea+bi = ea(cos(b) + i sin(b))

sin(nx) = Im einx =
einx − e−inx

2i
cos(nx) = Re einx =

einx + e−inx

2

Goniometrické vzorce:
https://www.eeweb.com/tools/trigonometry-laws-and-identities-sheet/

Algoritmus pro Cesàrovu sumaci

1. Rozepí²eme £leny posloupnosti.

2. Rozepí²eme £áste£né sou£ty.

3. Zkusíme odhadnout sou£ty £áste£ných
sou£t·.

4. Spo£teme limitu.

P°íklady

1. Se£t¥te metodou aritmetických pr·m¥r· (pokud to lze):

(a)
∑∞

n=1(−1)n−1 (b)
∑∞

n=1(−1)n−1n (c)
∑∞

n=1 n

Zkou²kové p°íklady

2. Nalezn¥te 2π-periodickou funkci f , která je na intervalu (−π, π] de�nována p°edpisem

f(t) =

{
2t, t ∈ (−π, 0),

t, t ∈ [0, π].

Spo£t¥te Fourierovu °adu sf funkce f . Ur£ete, pro která t ∈ R konverguje sf bodov¥ a v
t¥chto bodech ur£ete její sou£et. Nalezn¥te maximální intervaly, na nichº sf konverguje
lokáln¥ stejnom¥rn¥. Pomocí této °ady se£t¥te £íselnou °adu

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
.
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3. Nalezn¥te 2π-periodickou funkci f , která je na intervalu (−π, π] de�nována p°edpisem

f(t) =
π

2
−
∣∣∣|t| − π

2

∣∣∣
Spo£t¥te Fourierovu °adu sf funkce f . Ur£ete, pro která t ∈ R konverguje sf bodov¥
a v t¥chto bodech ur£ete její sou£et. Rozhodn¥te, zda sf konverguje stejnom¥rn¥ na R.
Pomocí této °ady se£t¥te £íselnou °adu

∞∑
m=0

1

(2m+ 1)2
.

4. Nalezn¥te 2π-periodickou funkci f , která je na intervalu (−π, π] de�nována p°edpisem

f(t) = |sin(t) + t|

Spo£t¥te Fourierovu °adu sf funkce f . Ur£ete, pro která t ∈ R konverguje sf bodov¥
a v t¥chto bodech ur£ete její sou£et. Rozhodn¥te, zda sf konverguje stejnom¥rn¥ na R.
Pomocí této °ady se£t¥te £íselnou °adu

∞∑
j=0

1

(2j − 1)2
+

1

4j2 − 1
.

5. Nalezn¥te 2π-periodickou funkci f , která je na intervalu (−π, π] de�nována p°edpisem

f(t) = e−
t
2 .

Spo£t¥te Fourierovu °adu sf funkce f . Ur£ete, pro která t ∈ R konverguje sf bodov¥ a v
t¥chto bodech ur£ete její sou£et. Nalezn¥te maximální intervaly, na nichº sf konverguje
lokáln¥ stejnom¥rn¥. Pomocí této °ady se£t¥te £íselnou °adu

∞∑
k=1

(−1)k

4k2 + 1
.

Bonus

De�nice 2. Nech´ f má periodu 2L. Pak Fourierovy koe�cienty funkce f jsou de�-
novány jako

ak =
1

L

∫ L

−L
f(x) cos

(
πkx

L

)
dx, k ∈ N0, bk =

1

L

∫ L

−L
f(x) sin

(
πkx

L

)
dx, k ∈ N.

Fourierova °ada pak je de�nována jako

a0
2

+

∞∑
k=1

ak cos

(
kxπ

L

)
+ bk sin

(
kxπ

L

)
.

6. Rozvi¬te funkci do Fourierovy °ady. Vytvo°te první 3 Cesàrovské sou£ty a porovnejte,
jak rychle konverguje oby£ejná Fourierova °ada v·£i Cesàrovským sou£t·m na obrázku
tady: https://www.cfm.brown.edu/people/dobrush/am34/Mathematica/ch5/cesaro
.html

f(x) =


0, x ∈ (−1,−1

2),

1, x ∈ (−1
2 ,

1
2),

0, x ∈ (12 , 1).

Matematická analýza 4, 2023/24, Kristýna Kuncová 2

https://www.cfm.brown.edu/people/dobrush/am34/Mathematica/ch5/cesaro.html
https://www.cfm.brown.edu/people/dobrush/am34/Mathematica/ch5/cesaro.html

