
27. cvi£ení � ODR vy²²ího °ádu
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

P°íklady

1. P°i°a¤te funkce ke tvaru eax(P (x) cos(bx) +Q(x) sin(bx)):

(1) 12x2 + 2x+ 1

(2) sinx

(3) 8xex

(4) −2e2x cosx

(A) e0x(0 cos 1x+ 1 sin 1x)

(B) e0x((12x2 + 2x+ 1) cos 0x+ 0 sin 0x)

(C) e2x((−2) cos 1x+ 0 sin 1x)

(D) e1x((8x) cos 0x+ 0 sin 0x)

�e²ení: 1B, 2A, 3D, 4C

2. Najd¥te °e²ení diferenciálních rovnic s konstantními koe�cienty a speciální pravou stra-
nou

(a) y′′ + y′ − 6y = 12x2 + 2x+ 1

Zdroj: https://mat.fsv.cvut.cz/sibrava/Vyuka/dif_rov.pdf
�e²ení:

� �e²ení homogenní rovnice: Z rovnice

y′′ + y′ − 6y = 0

máme charakteristickou rovnici

λ2 + λ− 6 = 0,

s ko°eny λ1 = −3, λ2 = 2.
Tedy °e²ení je

yH = c1e
−3x + c2e

2x.

� Rovnice je se speciální pravou stranou

12x2 + 2x+ 1 = e0x((12x2 + 2x+ 1) cos 0x+ 0 sin 0x).

�íslo µ+ iν = 0 + 0i není ko°enem charakteristické rovnice.
Budeme tedy hledat °e²ení ve tvaru

yP = e0xx0((Ax2+Bx+C)) cos(0x)+(Dx2+Cx+E)) sin(0x) = Ax2+Bx+C.

Máme
y′P = 2Ax+B

y′′P = 2A

Po dosazení do p·vodní rovnice dostaneme

2A+ 2Ax+B − 6Ax2 − 6Bx− 6C = 12x2 = 2x+ 1.

Odtud A = −2, B = −1, C− = 1. Tedy

yP = −2x2 − x− 1
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� Záv¥r
y = c1e

−3x + c2e
2x − 2x2 − x− 1, c1, c2, x ∈ R

(b) y′′ − 3y′ = 3x− 1

Zdroj: https://mat.fsv.cvut.cz/sibrava/Vyuka/dif_rov.pdf
�e²ení:

� �e²ení homogenní rovnice: Z rovnice

y′′ − 3y′ = 0

máme charakteristickou rovnici

λ2 − 3λ = 0,

s ko°eny λ1 = 3, λ2 = 0.
Tedy °e²ení je

yH = c1e
3x + c2e

0x. = c1e
3x + c2.

� Rovnice je se speciální pravou stranou

3x− 1 = e0x((3x− 1) cos 0x+ 0 sin 0x)

�íslo µ+ iν = 0 + 0i je 1-násobným ko°enem charakteristické rovnice.
Budeme tedy hledat °e²ení ve tvaru

yP = e0xx1((Ax+B)) cos(0x) + (Dx+ C)) sin(0x) = Ax2 +Bx.

Máme
y′P = 2Ax+B

y′′P = 2A

Po dosazení do p·vodní rovnice dostaneme

2A− 6Ax− 3B = 3x− 1

Odtud A = −1
2 , B = 0. Tedy

yP = −1

2
x2

� Záv¥r
y = c1e

3x + c2 −
1

2
x2, c1, c2, x ∈ R

(c) y′′ + 2y′ + 5y = 8xex

Zdroj: https://mat.fsv.cvut.cz/sibrava/Vyuka/dif_rov.pdf
�e²ení:

� �e²ení homogenní rovnice: Z rovnice

y′′ + 2y′ + 5y = 0

máme charakteristickou rovnici

λ2 + 2λ+ 5 = 0,

s ko°eny λ1 = −1 + 2i, λ2 = −1− 2i.
Tedy °e²ení je

yH = c1e
−x cos(2x) + c2e

−x sin(2x).
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� Rovnice je se speciální pravou stranou

8xex = e1x((8x) cos 0x+ 0 sin 0x)

�íslo µ+ iν = 1 + 0i není ko°enem charakteristické rovnice.
Budeme tedy hledat °e²ení ve tvaru

yP = exx0((Ax+B)) cos(0x) + (Dx+ C)) sin(0x) = ex(Ax+B)

Máme
y′P = ex(Ax+A+B)

y′′P = ex(Ax+ 2A+B)

Po dosazení do p·vodní rovnice dostaneme

ex(Ax+ 2A+B) + 2ex(Ax+A+B) + 5ex(Ax+B) = 8xex

Odtud A = 1, B = −1
2 . Tedy

yP = ex(x− 1

2
)

� Záv¥r

y = c1e
−x cos(2x) + c2e

−x sin(2x) + ex(x− 1

2
) c1, c2, x ∈ R

(d) y′′ + y = x+ sinx

Zdroj: https://mat.fsv.cvut.cz/sibrava/Vyuka/dif_rov.pdf
�e²ení:

� �e²ení homogenní rovnice: Z rovnice

y′′ + y = 0

máme charakteristickou rovnici

λ2 + 1 = 0,

s ko°eny λ1 = i, λ2 = −i. (Pozor na £astou zám¥nu, rovnice NEMÁ tvar
λ2 + λ = 0.)
Tedy °e²ení je

yH = c1 sinx+ c2 cosx.

� Pravá strana není ve speciálním tvaru. Budeme tedy °e²it dv¥ rovnice

y′′ + y = x

y′′ + y = sinx

jejichº °e²ení pak se£teme.
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� Nejprve rovnice y′′ + y = x.

x = e0x((x) cos 0x+ 0 sin 0x).

�íslo µ+ iν = 0 + 0i není ko°enem charakteristické rovnice.
Budeme tedy hledat °e²ení ve tvaru

yP1 = Ax+B

Máme
y′P = A

y′′P = 0

Po dosazení do p·vodní rovnice dostaneme

0 +Ax+B = x

Odtud A = 1, B = 0. Tedy
yP1 = x.

� Dále rovnice y′′ + y = sinx.

sinx = e0x(0 cos(1x) + 1 sin(1x)).

�íslo µ+ iν = 0 + 1i je ko°enem charakteristické rovnice.
Budeme tedy hledat °e²ení ve tvaru

yP2 = x(A cosx+B sinx).

Máme
y′P = (A+Bx) cosx+ (B −Ax) sinx

y′′P = (−Ax+ 2B) cosx+ (−2A−Bx) sinx

Po dosazení do p·vodní rovnice dostaneme

(−Ax+ 2B) cosx+ (−2A−Bx) sinx+Ax cosx+Bx sinx = 1 sinx

Odtud A = −1
2 , B = 0. Tedy

yP2 = −1

2
x cosx.

� Záv¥r
y = c1 sinx+ c2 cosx+ x− 1

2
x cosx c1, c2, x ∈ R

(e) y′′ − 4y′ + 5y = −2e2x cosx, y(0) = 0, y′(0) = 0

�e²ení:

� �e²ení homogenní rovnice: Z rovnice

y′′ − 4y′ + 5y = 0

máme charakteristickou rovnici

λ2 − 4λ+ 5 = 0,

s ko°eny λ1 = 2 + i, λ2 = 2− i.
Tedy °e²ení je

yH = c1e
2x sinx+ c2e

2x cosx.
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� Rovnice je se speciální pravou stranou

−2e2x cosx = e2x((−2) cos 1x+ 0 sin 1x).

�íslo µ+ iν = 2 + 1i je ko°enem charakteristické rovnice.
Budeme tedy hledat °e²ení ve tvaru

yP = e2xx1(A cos(1x) +B sin(1x))

Máme

y′P = e2x(sinx(−Ax+ 2Bx+B) + cosx(2Ax+A+Bx))

y′′P = e2x(sinx(3Bx+ 4B − 4Ax− 2A) + cosx(3Ax+ 4A+ 4Bx+ 2B))

Po dosazení do p·vodní rovnice dostaneme

e2x(−2A sinx+ (2B − 8Ax) cosx) = −2e2x cosx

Odtud A = 0, B = −1. Tedy

yP = xe2x(− sinx)

� Záv¥r

y = c1e
2x sinx+ c2e

2x cosx+ xe2x(− sinx) c1, c2, x ∈ R

� Po£áte£ní podmínky:

1 = y(0) = c1e
0 sin 0 + c2e

0 cos 0− 0e0 sin 0.

Tedy c2 = 1. Dále

y′ = c12e
2x sinx+ c1e

2x cosx+ c22e
2x cosx+ c2e

2x(− sinx)

+ e2x(− sinx) + x(2e2x(− sinx) + e2x(− cosx))

Tedy
0 = y′(0) = c1 + 2 · 1

Tedy c1 = −2.
�e²ením je tedy funkce

y = −2e2x sinx+ e2x cosx+ xe2x(− sinx), x ∈ R.

3. Najd¥te °e²ení diferenciálních rovnic

(a) y′′′ + y′′ + y′ + y = 8xex, y(0) = y′(0) = y′′(0) = 1

�e²ení:

� �e²ení homogenní rovnice: Z rovnice

y′′′ + y′′ + y′ + y = 0

máme charakteristickou rovnici

λ3 + λ2 + λ+ 1 = 0,
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s ko°eny λ1 = 2 + i, λ2 = 2− i.
Uhodneme °e²ení λ1 = −1. Pak rozloºíme na

λ3 + λ2 + λ+ 1 = (λ+ 1)(λ− i)(λ+ i)

tedy ko°eny jsou λ1 = −1, λ2 = i, λ3 = −i.
Tedy °e²ení je

yH = c1e
−x + c2 cosx+ c3 sinx.

� Rovnice je se speciální pravou stranou

8xex = e1x((8x) cos 0x+ 0 sin 0x).

�íslo µ+ iν = 0 + 0i není ko°enem charakteristické rovnice.
Budeme tedy hledat °e²ení ve tvaru

yP = e1x((Ax+B) cos(0x) + 0 sin(0x)) = ex(Ax+B)

Máme
y′P = ex(Ax+A+B)

y′′P = ex(Ax+ 2A+B)

y′′′P = ex(Ax+ 3A+B)

Po dosazení do p·vodní rovnice dostaneme

ex(Ax+ 3A+B +Ax+ 2A+B +Ax+A+B +Ax+B) = 8xex

Odtud A = 2, B = −3. Tedy

yP = ex(2x− 3)

� Záv¥r

y = c1e
−x + c2 cosx+ c3 sinx+ ex(2x− 3) c1, c2, c3, x ∈ R

� Po£áte£ní podmínky: Prve zderivujme

y′ = −c1e
−x − c2 sinx+ c3 cosx+ ex(2x− 1)

y′′ = c1e
−x − c2 cosx− c3 sinx+ ex(2x+ 1)

Po dosazení
1 = y(0) = c1 + c2 − 3

1 = y′(0) = −c1 + c3 − 1

1 = y′′(0) = c1 − c2 + 1

Odtud c1 = 2, c2 = 2, c3 = 4.
�e²ením je tedy funkce

y = 2e−x + 2 cosx+ 4 sinx+ ex(2x− 3) x ∈ R.

(b) yiv + 8y′′ + 16y = 64x sin 2x

�e²ení:
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� �e²ení homogenní rovnice: Z rovnice

yiv + 8y′′ + 16y = 0

máme charakteristickou rovnici

λ4 + 8λ2 + 16 = 0

(λ2 + 4)2 = 0

s dvojnásobnými ko°eny λ1,2 = 2i, λ3,4 = −2i.
Tedy °e²ení je

yH = c1 cos(2x) + c2 sin(2x) + c3x cos(2x) + c4 sin(2x)

� Rovnice je se speciální pravou stranou

64x sin(2x) = e0x((0) cos 2x+ 64x sin 2x).

�íslo µ+ iν = 0 + 2i je 2-násobným ko°enem charakteristické rovnice.
Budeme tedy hledat °e²ení ve tvaru

yP = x2((Ax+B) cos 2x+ (Cx+D) sin 2x)

Máme

y′P = (2Cx3 + 2Dx2 + 3Ax2 + 2Bx) cos 2x+ (−2Ax3 + 3Cx2 − 2Bx2 + 2Dx) sin 2x

y′′P = (−4Ax3 + 6Ax− 4Bx2 + 2B + 12Cx2 + 8Dx) cos 2x

+ (−12Ax2 − 8Bx− 4Cx3 + 6Cx− 4Dx2 + 2D) sin 2x

y′′′P = −2(18Ax2 − 3A+ 12Bx+ 4Cx3 − 18Cx+ 4Dx2 − 6D) cos(2x)

+ 2(4Ax3 − 18Ax+B(4x2 − 6)− 18Cx2 + 3C − 12Dx) sin(2x)

yivP = (Ax3 − 9Ax+ x2(B − 6C)− 3B + 3C − 4Dx)) cos(2x)

+ 16((x2(6A+D)− 3(A+D) + x(4B − 9C) + Cx3) sin(2x)

Po dosazení do p·vodní rovnice dostaneme

(−32B + 48C − 96Ax) cos 2x+ (−48A− 32D − 96Cx) sin 2x = 64x sin(2x)

Odtud A = 0, B = −1, C = −2
3 , D = 0. Tedy

yP = x2
(
− cos 2x− 2

3
x sinx

)
� Záv¥r

y = c1 cos(2x) + c2 sin(2x) + c3x cos(2x) + c4 sin(2x) + x2
(
− cos 2x− 2

3
x sinx

)
c1, c2, c3, c4, x ∈ R

(c) y′′′ − 2y′ + 4y = xe−2x

�e²ení:
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� �e²ení homogenní rovnice: Z rovnice

y′′′ − 2y′ + 4y = 0

máme charakteristickou rovnici

λ3 − 2λ+ 4 = 0,

s ko°eny λ1 = 2 + i, λ2 = 2− i.
Uhodneme °e²ení λ1 = −2. Pak rozloºíme na

λ3 − 2λ+ 4 = (λ+ 2)(λ2 − 2λ+ 2) = 0

tedy ko°eny jsou λ1 = −2, λ2 = 1 + i, λ3 = 1− i.
Tedy °e²ení je

yH = c1e
−2x + c2e

x cosx+ c3e
x sinx.

� Rovnice je se speciální pravou stranou

xe−2x = e−2x((x) cos 0x+ 0 sin 0x).

�íslo µ+ iν = −2 + 0i je ko°enem charakteristické rovnice.
Budeme tedy hledat °e²ení ve tvaru

yP = e−2xx((Ax+B) cos(0x) + 0 sin(0x)) = e−2xx(Ax+B)

Máme
y′P = −e−2x(2Ax2 − 2Ax+ 2Bx−B)

y′′P = 2e−2x(2Ax2 − 4Ax+A+ 2Bx− 2B)

y′′′P = −4e−2x(A(2(x− 3)x+ 3) +B(2x− 3))

Po dosazení do p·vodní rovnice dostaneme

e−2x(20Ax− 12A+ 10B) = xe−2x

Odtud A = 1/20, B = 3/50. Tedy

yP = e−2x

(
x2

20
+

3x

50

)
� Záv¥r

y = c1e
−2x + c2e

x cosx+ c3e
x sinx+ e−2x

(
x2

20
+

3x

50

)
c1, c2, c3, x ∈ R

(d) y′′′ − 4y′′ + 4y′ = 2x+ e2x − cos 2x

�e²ení:

� �e²ení homogenní rovnice: Z rovnice

y′′′ − 4y′′ + 4y′ = 0

máme charakteristickou rovnici

λ3 − 4λ2 + 4λ = 0, λ(λ2 − 4λ+ 4) = 0,

s ko°eny λ1 = 0, λ2,3 = 2.
Tedy °e²ení je

yH = c1 + c2e
2x + c3xe

2x
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� Rovnice je sou£tem speciálních pravých stran. Uvaºujme nejprve

2x = e0x((2x) cos 0x+ 0 sin 0x).

�íslo µ+ iν = 0 + 0i je ko°enem charakteristické rovnice.
Budeme tedy hledat °e²ení ve tvaru

yP1 = e0xx((Ax+B) cos(0x) + 0 sin(0x)) = (Ax2 +Bx)

Máme
y′P1 = 2Ax+B

y′′P1 = 2A

y′′′P1 = 0.

Po dosazení do p·vodní rovnice dostaneme

0− 8A+ 8Ax+ 4B = 2x

Odtud A = 1
4 , B = 1

2 . Tedy

yP1 =
1

4
x2 +

1

2
x

� Dále
e2x = e2x(1 cos 0x+ 0 sin 0x).

�íslo µ+ iν = 2 + 0i je 2-násobným ko°enem charakteristické rovnice.
Budeme tedy hledat °e²ení ve tvaru

yP2 = e2xx2(A cos(0x) + 0 sin(0x)) = e2xx2A

Máme
y′P2 = 2A(x2 + x)e2x

y′′P2 = 2A(2x2 + 4x+ 1)e2x

y′′′P2 = 4A(2x2 + 6x+ 3)e2x

Po dosazení do p·vodní rovnice dostaneme

e2x(4A(2x2 + 6x+ 3)− 8A(2x2 + 4x+ 1) + 8A(x2 + x)) = e2x

Odtud A = 1
4 . Tedy

yP2 =
1

4
x2e2x

� Dále
cos 2x = e0x(1 cos 2x+ 0 sin 2x).

�íslo µ+ iν = 0 + 2i není ko°enem charakteristické rovnice.
Budeme tedy hledat °e²ení ve tvaru

yP3 = e0x(A cos(2x) +B sin(2x)) = A cos 2x+B sin 2x
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Máme
y′P3 = −2A sin 2x+ 2B cos 2x

y′′P3 = −4A cos 2x− 4B sin 2x

y′′′P3 = 8A sin 2x− 8B cos 2x.

Po dosazení do p·vodní rovnice dostaneme

16B sin 2x+ 16A cos 2x = cos 2x.

Odtud A = 1
16 , B = 0. Tedy

yP3 =
1

16
cos 2x.

� Záv¥r

y = c1 + c2e
2x + c3xe

2x +
1

4
x2 +

x

2
+

1

4
x2e2x +

1

16
cos 2x c1, c2, c3, x ∈ R

4. V jakém tvaru budete hledat °e²ení?

(1) y′′′ + y′′ + y = ex

Aex

(2) y′′′ + y′′ − 2y = (x+ 1)ex

x(Ax+B)ex

(3) y′′′ + 3y′′ + 3y′ + y = e−x

Ax3e−x

(4) y′′′ + y′′ = x3 + x2

x2(Ax3 +Bx2 + Cx+D)

(5) y′′ + y′ + y = ex cosx

ex(A cosx+B sinx)

(6) y′′ − y′ + y = cosx− sinx

A cosx+B sinx

(7) y′′′ − 2y′′ + 5y′ = 2ex sin 2x

xex(A cos 2x+B sin 2x)

Zkou²kové p°íklady

5. Najd¥te °e²ení diferenciálních rovnic

(a) y(4) − y = x2

(b) y(4) − 10y′′ + 25y = 1 + sinx

(c) y′′′ + 2y′′ + y′ + 2y = xex

(d) y′′′ + 4y′′ + y′ − 6y = 10x sinx

(e) y(4) − 2y′′′ + y′′ = sinx+ x cosx
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Bonus

6. Najd¥te °e²ení ODR

(a) y′′ = −y, y(0) = 0, y′(0) = 1

�e²ení: Obecné °e²ení je y = A sinx + B cosx. Z po£áte£ních podmínek pak
máme y = sinx.

(b) y′′ = −y, y(0) = 2, y′(0) = −3

�e²ení: y = −3 sinx+ 2 cosx.
(c) y′′ = −y, y(0) = 0, y′(π) = 0

�e²ení: y = 0.

(d) y′′ = −y, y(0) = 0, y′(
π

2
) = 0

�e²ení: y = A sinx, A ∈ R.
7. V závislosti na parametru r ∈ R najd¥te FS� diferenciální rovnice

y′′ + ry = 0.

8. V závislosti na konstantách p, q > 0 najd¥te FS� diferenciální rovnice

y′′ + 2py′ + q2y = 0.
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9. Pro£ se malé dít¥ na pruºinové houpa£ce (zví°átko na pruºin¥) houpe rychleji neº
dosp¥lý? Pohyb je popsán rovnicí my′′ + ky = 0, kde m je hmotnost houpajícího se
£lov¥ka a k charakterizuje pruºinu.
Zdroj: https://user.mendelu.cz/marik/aplikace/aplikace_diferencialnich_ro
vnic.pdf

�e²ení: Vy°e²íme diferenciální rovnici. Charakteristická rovnice:

mλ2 + k = 0

má ko°eny λ1,2 = ±i
√

k
m . �e²ením je tedy funkce

y = c1 cos

√
k

m
x+ c2 sin

√
k

m
x

Tedy s rostoucí hmotností m klesá frekvence kmit·
√

k
m .
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