27. cviceni — ODR vyssiho fadu

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz
Priklady
1. Prifadte funkce ke tvaru e (P(z) cos(bz) + Q(x) sin(bz)):

1222 + 22+ 1

(1) (A) €% (0cos 1z + 1sin 1x)

(2) sinx (B) €% ((1222 + 22 + 1) cos 0z + 0sin 0z)
(3) 8xe” (C) €?**((—2)cos 1z + Osin 1x)

(4) —2e** cosx (D) e'#((8) cos 0x + 0sin Ox)

ReSeni: 1B, 2A, 3D, 4C

2. Najdéte feSeni diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty a specidlni pravou stra-
nou

(a) ' +y —6y =122+ 2z +1
Zdroj: https://mat.fsv.cvut.cz/sibrava/Vyuka/dif_rov.pdf
ResSeni:
e Reseni homogenni rovnice: Z rovnice
y'+y —6y=0
méme charakteristickou rovnici
N4+A—6=0,
s kofeny A\; = —3, Ao = 2.
Tedy FeSenf je
Yy = cre 3% 4 coe®.
e Rovnice je se specidlnf pravou stranou

1222 + 22 + 1 = e"((1222 + 22 + 1) cos 0z + 0sin 0x).

Cislo w+iv = 0+ 0¢ neni kofenem charakteristické rovnice.
Budeme tedy hledat feSeni ve tvaru

yp = eoxxo((AJ:QJrBa:—FC)) cos(Ox)+(D3:2+Cx+E)) sin(0z) = Az’ + Bz +C.
Mame

yp =2Az + B

yp =24

Po dosazeni do pivodni rovnice dostaneme
24 +2Ax + B — 6A2® — 6Bz — 6C = 122° = 2z + 1.
Odtud A= -2, B= -1, C— = 1. Tedy

yp = —222 —x—1

Matematické analyza 2, 2023/24, Kristyna Kuncova 1


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php
https://mat.fsv.cvut.cz/sibrava/Vyuka/dif_rov.pdf

o Zavér
y=cre %+ cpe?® —22% —x — 1, ci,c2, ¢ €R
(b) y' =3y =3z —1
Zdroj: https://mat.fsv.cvut.cz/sibrava/Vyuka/dif_rov.pdf
ResSeni:

e ReSeni homogenni rovnice: Z rovnice
y// _ 3y/ — 0
mame charakteristickou rovnici
A2 —3)x=0,
s kofeny A\; = 3, Ao = 0.
Tedy feseni je
yr = 1% + 2. = 13 + ¢o.
e Rovnice je se specialni pravou stranou

3z — 1 = e ((3z — 1) cos 0z + 0sin Oz)

Cislo p~+iv =0+ 07 je 1-nasobnym kofenem charakteristické rovnice.
Budeme tedy hledat feseni ve tvaru

yp = "z ((Az 4 B)) cos(0x) + (Dz + C)) sin(0x) = Az® + Buz.

Méame
yp =2Az + B
yp =24

Po dosazeni do pivodni rovnice dostaneme
2A —6Ar—3B=3r—1
Odtud A = —1, B =0. Tedy

L o
3/P——§3j

o Zaveér 1
y26163w+62—§$2, c1,c2, ¢ €R

(c) v+ 2y + by = 8xe®
Zdroj: https://mat.fsv.cvut.cz/sibrava/Vyuka/dif_rov.pdf
Reseni:

e Reseni homogenni rovnice: Z rovnice
y' +2y +5y=0
méme charakteristickou rovnici
AN +2045=0,

s kofeny Ay = —1+ 24, Ao = —1 — 2i.
Tedy Teseni je
yg = cre” cos(2x) + coe” Fsin(2z).
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¢ Rovnice je se specialni pravou stranou
8ze® = e'%((8x) cos 0z 4 0sin Ox)

Cislo w~+iv =1+ 0¢ neni kofenem charakteristické rovnice.
Budeme tedy hledat fesenf ve tvaru

yp = e“2°((Az + B)) cos(0z) + (Dx + C)) sin(0z) = ¢*(Ax + B)

Maéame
yp =€ (Az + A+ B)

yp = € (Az +2A + B)

Po dosazeni do ptvodni rovnice dostaneme
e*(Ax +2A + B) 4+ 2¢"(Az + A+ B) + 5e*(Ax + B) = 8ze”

Odtud A=1, B = —3. Tedy

1
z —_—
yp = (o 3)
o Zéavér
—x - T 1
y = c1e “cos(2x) + cee” T sin(2x) + € (z — <) c1,c2,¢ € R

2

(d) V" +y=a+sinz
Zdroj: https://mat.fsv.cvut.cz/sibrava/Vyuka/dif_rov.pdf
ResSeni:

e ReSeni homogenni rovnice: Z rovnice

y' +y=0
méme charakteristickou rovnici
A2 4+1=0,
s kofeny Ay = i, A\ = —i. (Pozor na ¢astou z&dménu, rovnice NEMA tvar

N+ A=0)
Tedy FeSenf je
Yy = c18inx + ¢ cos x.
e Pravi strana neni{ ve specidlnim tvaru. Budeme tedy feSit dvé rovnice
y' +y=uz
y" +y=sinx

jejichz fefeni pak secteme.
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e Nejprve rovnice vy’ +y = x.
x = " ((z) cos 0z + 0sin 0z).

Cislo w+ iv = 0+ 0¢ neni kofenem charakteristické rovnice.
Budeme tedy hledat fesenf ve tvaru

yp1 = Az + B
Méame ,
yP:A
yp =0

Po dosazeni do ptvodni rovnice dostaneme
0+Ax+B=x=x
Odtud A =1, B=0. Tedy

yp1r = .
e Déle rovnice y” + y = sinx.
sinz = (0 cos(1z) + 1sin(1z)).

Cislo u~+ v = 0+ 17 je kofenem charakteristické rovnice.
Budeme tedy hledat fesenf ve tvaru

yp2 = z(Acosx + Bsinx).

Méame
yp = (A+ Bx)cosx + (B — Az)sinz

yp = (—Azx + 2B) cosx + (—2A — Bx)sinx
Po dosazeni do piivodni rovnice dostaneme

(—Ax +2B)cosx + (—2A — Bz)sinz + Az cosz + Brsinz = 1sinx
Odtud A = —1, B =0. Tedy

1

Yyp2 = —ix COS .

o Zavér

y:clsinx+0260sx+x—§xcosx c1,c2,¢ €R
(e) y" — 4y 45y = —2¢** cosx, y(0) =0, 4/ (0) =0
Reseni:

e Reseni homogenni rovnice: Z rovnice

y' — 4y +5y =0
mame charakteristickou rovnici

N —4N+5=0,

s kofeny \y =2+, \g =2 — 4.
Tedy Teseni je
YH = c1e*® sinz + c9e®® cos .
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¢ Rovnice je se specialni pravou stranou
—2e?® cosz = €**((—2) cos 1z + Osin 1z).

Cislo w~+iv =2+ 17 je kofenem charakteristické rovnice.
Budeme tedy hledat feSeni ve tvaru

yp = e**z' (A cos(1z) + Bsin(1z))
Méme

yp = e**(sinz(— Az + 2Bz + B) + cos #(2Azx + A + Bz))
yp = e**(sinz(3Bx + 4B — 4Ax — 2A) + cos x(3Ax + 4A + 4Bz + 2B))

Po dosazeni do pivodni rovnice dostaneme
e**(—2Asinx + (2B — 8Ax) cosz) = —2¢** cos x
Odtud A =0, B=—1. Tedy
yp = ze**(—sinz)
o Zavér

2

y = cr1e®*sinz + coe?

? cosx + ze?®(—sinx) c1,c2, ¢ €R
e Pocatec¢ni podminky:
1 =5(0) = c1e”sin 0 + c2e® cos 0 — 0e” sin 0.
Tedy co = 1. Déle
Y = c12e* sinx + ¢1€?® cos x + ¢22¢** cos x + 02623”(— sin x)
+ ¥ (—sinx) + 2(2** (—sinz) + **(— cos x))

Tedy

Ozy/(O):Cl—FQ-l
Tedy ¢; = —2.
Resenim je tedy funkce

y = —2e*sinz + % cosx + xe**(—sin ), z €R.

3. Najdéte feSeni diferencilnich rovnic

(a) ¥ +y" +y +y=8zxe”, y(0) =y'(0) =y"(0) =1
ReSeni:
e Resenf homogenni rovnice: Z rovnice

y///+y//+y/+y:O
méame charakteristickou rovnici

N+t A+1=0,
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s kofeny \y =241, Ao =2 — 1.
Uhodneme TeSeni Ay = —1. Pak rozlozime na

MEX 4 A+1=A+1)\ =) A +1)
tedy kofeny jsou A\ = —1, Ay =, A3 = —1.
Tedy feseni je
yg = c1e * + cocosx + c3sina.
e Rovnice je se specidlni pravou stranou

8ze® = e'®((8x) cos 0z 4 0sin 0x).

Cislo i+ iv = 04 07 neni kofenem charakteristické rovnice.
Budeme tedy hledat feseni ve tvaru

yp = e'*((Az 4 B) cos(0z) + 0sin(0x)) = e®(Az + B)

Mame
yp =e"(Az + A+ B)

P
yp = € (Az +2A + B)
yp = e"(Ax + 3A + B)

Po dosazeni do piivodni rovnice dostaneme
e"(Ax +3A+ B+ Ax+2A+ B+ Ax + A+ B + Az + B) = 8ze”
Odtud A =2, B = —-3. Tedy
yp = € (2z — 3)
o Zavér
y=cie “+cycosx + cgsinx + e (2z — 3) c1,c9,c3, 2 €R
e Pocatecéni podminky: Prve zderivujme

y/ = —cle®

T

—cgsinz 4 cgcosx + €°(2x — 1)

Y =cre™® —cycosx — cgsina + e*(2z + 1)

Po dosazeni
1=y0)=c1+c2—3
1=9(0)=—c1 +c3—1
1=9"(0)=c1 —ca+1
thud c1=2,c0=2 ¢c3=4.
ReSenim je tedy funkce

y=2e"+2cosx+4sinz + e*(2z — 3) z € R.

(b) 4™ + 8y" + 16y = 64x sin 2z
Reseni:
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e Reseni homogenni rovnice: Z rovnice
3 "
y" +8y" + 16y =0
mame charakteristickou rovnici

M48M2+16=0
(A2 +4)? =0

s dvojnasobnymi kofeny A1 2 = 2i, A34 = —21.
Tedy feSeni je

yr = c1 cos(2z) 4 cosin(2z) + c3x cos(2x) + cq sin(2x)
e Rovnice je se specialni pravou stranou
64z sin(2x) = €%%((0) cos 2 + 64z sin 22).

Cislo w~+iv =0+ 2¢ je 2-ndsobnym kotfenem charakteristické rovnice.
Budeme tedy hledat fesenf ve tvaru

yp = 2*((Az 4 B) cos 2z + (Cz + D) sin 2)
Méame
yp = (2C23 + 2Dx? + 3Ax? + 2Bx) cos 2z + (—2A2> + 3Cx* — 2B2® + 2Dx) sin 2z
yp = (—4Az® + 6Az — 4Bx? + 2B + 1202? + 8Dx) cos 2z
+ (—12A42% — 8Bz — 4Cx3 + 6Cx — 4D2” + 2D) sin 2z
Yy = —2(18Ax? — 3A + 12Bx + 4Cx® — 18Cx + 4Dx* — 6D) cos(2)
+2(4A2® — 18Ax + B(42® — 6) — 18Cx? + 3C — 12Dx) sin(2x)
y¥ = (Az® — 9Ax + 2*(B — 6C) — 3B + 3C — 4Dx)) cos(2z)
+16((z*(6A + D) — 3(A + D) + 2(4B — 90) + Cz®) sin(2z)

Po dosazeni do piivodni rovnice dostaneme
(—32B 4+ 48C — 96 Ax) cos 2z + (—48A — 32D — 96C'x) sin 2x = 64x sin(2x)

Odtud A=0, B=-1,C=—%, D =0. Tedy

2
yp = 22 <— cos2x — gx sinx)
o Zaveér
. . 2 2 .
y = c1 cos(2x) + cosin(2x) + csx cos(2x) + ¢4 sin(2x) + x* | — cos 2z — F¥sine
C1,C2,C3,C4,T € R

(C) y/// _ 2y/ +4y = re 2%
Reseni:
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e Regenf homogenni rovnice: Z rovnice
y/// _ 2yl +4y — O
mame charakteristickou rovnici
A —2X4+4=0,
s kofeny A\ =244, \g =2 — 4.
Uhodneme feSseni \; = —2. Pak rozloZime na
M2 +4=(A+2)(N2—22+2)=0
tedy kofeny jsou A\y = =2, Ao =144, Ag=1—1.
Tedy feseni je
Yy = c1e” %% 4 coe” cosz + cge” sinx.
e Rovnice je se specialni pravou stranou

re % = 7% ((z) cos Ox + 0sin Oz).

Cislo @+ iv = —2 4+ 0t je kofenem charakteristické rovnice.
Budeme tedy hledat fesenf ve tvaru

yp = e 2((Ax + B) cos(0z) + 0sin(0x)) = e~ **z(Az + B)

Mame
Yp = —e 2*(2A42% — 2Azx + 2Bz — B)

yp = 2e % (2A2° — 4Ax + A + 2Bx — 2B)
Yy = —4e 2 (A(2(z — 3)z + 3) + B(2x — 3))
Po dosazeni do pivodni rovnice dostaneme
e ?*(20Ax — 12A + 10B) = ze~**
Odtud A =1/20, B = 3/50. Tedy

o Zavér
x2 3z

—2x T € —2x
= cie + coe” cosx + cze”sinx + e — + —
Y 1 2 3 (20 50

> c1,c2,c3,x €R

(d) y" —4y" + 4y’ = 22 + €** — cos 2z
ReSeni:
e Reseni homogenni rovnice: Z rovnice
y/// _ 4y// + 4y/ — O
mame charakteristickou rovnici
A AN AN = 0,0\ — 4N+ 4) =0,

S kofeny )\1 = 0, )\273 = 2.
Tedy Teseni je
yH = c1 + c2e?® + cgxe®
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¢ Rovnice je sou¢tem specidlnich pravych stran. Uvazujme nejprve
2z = €%%((2z) cos 0z + 0sin 0z).

Cislo u~+iv = 0+ 07 je kofenem charakteristické rovnice.
Budeme tedy hledat fesenf ve tvaru

yp1 = " x((Az + B) cos(0x) + 0sin(0z)) = (Az? + Bx)

Maéame
ypy = 2Az + B
ypr =24
yp = 0.

Po dosazeni do pivodni rovnice dostaneme
0—8A+8Ax+4B =2x
Odtud A = 1, B = 1. Tedy

1 2, 1
= =X —T
yr1 1 B

e Dile
e** = ¢%*(1 cos O + 0sin O).

Cislo w+iv =2+ 0t je 2-ndsobnym kotfenem charakteristické rovnice.
Budeme tedy hledat fesenf ve tvaru

ypa = e2*x%(Acos(0z) + 0sin(0x)) = e**2*A
Mame
oo = 2(a? + )
Yhy = 2A(20% 4 4 4 1)e*®
Yho = 4A(22°% 4 6 + 3)e**

Po dosazeni do ptvodni rovnice dostaneme
e*(4A(22% + 62 + 3) — 8A(22% + 4z + 1) + 8A(2? + x)) = *°

Odtud A = 1. Tedy

1 2 2x
= -z’
yp2 1

e Dale
cos 2z = " (1 cos 2x + 0sin 2x).

Cislo i+ iv = 0 4 27 neni kofenem charakteristické rovnice.
Budeme tedy hledat feseni ve tvaru

yp3 = €Y (A cos(2x) + Bsin(2z)) = Acos2x + Bsin 2z

Matematické analyza 2, 2023/24, Kristyna Kuncova



Mame

Yps = —2Asin 2z + 2B cos 2z
Yps = —4Acos2z — 4B sin 2x

"

Yps =

8Asin 2z — 8B cos 2x.

Po dosazeni do piivodni rovnice dostaneme

16Bsin 2z + 16 A cos 2z = cos 2x.

Odtud A = {5, B =0. Tedy

o Z4vér
1

Y = 1 + c2€* + cyre®® + 1

4. V jakém tvaru budete hledat feSeni?

(1) y///+y//+y — 6.7}

Ae”

@) v 4y —2y = @+ Der
z(Azx + B)e”

(3) y/// + 3y// _|_ 3y/ _|_ y — 6—&3
Axe™™

(4) y/// + y// — 1,3 4 1,2

Zkouskové priklady
5. Najdéte feSeni diferencidlnich rovnic

(a) y@ —y=a?

(b) ¥y —10y” + 25y = 1 +sinz
(C) y/// + 2y// + y/ + 2y = ze®

1 1
2%+ % + —x2e® 4 T cos 2x

1
Yyps = — COS 2.

16

1 01,62,63,$€R

22(Az3 + Ba? + Cz + D)

B) ¥ +y +y=e"cosx
e?(Acosz + Bsinx)

(6) v/ —y +y=cosx —sinx
Acosx + Bsinx

(7) v —2¢y" + 5y’ = 2e” sin 2z
xe®(Acos2x + Bsin2x)

(d) v"+4y" +y' — 6y = 10xsinz

(e) yW — 2y 44/ =sinx + xcosx
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Bonus
6. Najdéte feseni ODR
(a) ¥ = -y, y(0) =0,4'(0) =1

ReSeni: Obecné feSeni je y = Asinx + Bcosz. 7 pocatefnich podminek pak
mame y = sinx.

(b) 4" = —y, y(0) = 2,4/(0) = =3

Regeni: y = —3sinx + 2cos .
(©) ¥y =~y,y(0) =0,y (m) =0
ResSeni: y = 0.
T
(d) ¢" = ~4,9(0) =0,¢/(35) =0

ReSeni: y = Asinz, A € R.

7. V zavislosti na parametru r € R najdéte FSR diferencidln{ rovnice
y" +ry =0.
8. V zavislosti na konstantach p,q > 0 najdéte FSR diferencidln{ rovnice

y" +2py + ¢*y = 0.
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9. Diferencialni rovnice t2z"” + 3tz’ + 2z = 0 m4 Feeni tvaru z(t) = t™, kde n je konstanta. Najdéte
jeji fundamentalni systém FeSeni.

Reseni:

Dan4 rovnice je homogenni linearni diferencidlni druhého fadu. Fundamentdlni systém FeSeni se
tedy sklad4 ze dvou nezavislych fe§eni. Protoze je to rovnice Eulerova typu, pfedpokladame FeSeni
ve tvaru z(t) = t". Po dosazeni pfedpokladaného Fefeni do diferencidlni rovnice, dostaneme pro n
charakteristickou rovnici

nn—1)+3n+2=n’+2n+2=0=nyo = -1=+i.
Pro t > 0 ma tedy rovnice komplexni fundamentalni systém feseni

21(f) = -1 = ¢-lgiint = cos(Int) + isin(In¢)

t
: ) ol pscailion s
z2(t) = 1y l—ilnt cos(Int) tlsm( nt)
Je zvykem volit realny fundamentalni systém feseni
cos(Int sin(lnt
xl(t):—% a ﬁz(t):%)

ktery je linearni kombinace komplexniho fundamentdlniho systému feSeni.

10. V zavislosti na konstantich p,q > 0 a ¢ najdéte fundamentalni systém FeSeni diferenciilni
rovnice & + 2pz’ + ¢*>z = 0 (volné tlumené kmity).

Reseni:

Dané rovnice je homogenni linearni diferencidlni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty.
Jeji charakteristicka rovnice A2 + 2pA + ¢? = 0 ma Feen

Axr = —pEx+/p?—¢2. (1)

Fundamentalni systém feSeni zavisi na hodnot& diskriminantu p* — ¢ rovnici (1).
1) Je-li diskriminant p? — ¢> = r? > 0 je fundamentalni systém Feleni z,(t) = e~ (P=T)t 5 24(t) =
e~ (P71, Obecné Fefeni

z(t) = Cre~ P~ 4 e~ (PHT)E

je klesajici (protoZe p > r) a jeho limita pro ¢ — 400 je rovna nule.
Redeni, které splinje poéateéni podminky z(0) = zo a 2'(0) = v je

,+.
z(t) = e P (;co coshrt + UU—T-EE—O sinh rt) .

Toto fedeni, pokud neni nulové, m4 tu vlastnost, e mfiZe pouze jednou prochézet bodem z = 0. To
nastane v ¢ase £ > 0, pro ktery plati rovnost

_ 1 _
wsinhrt:0=>t=—1nw+(p T)mD
T

xgcoshrt + —
> 2r wo+ (p+ 7r)zo

Takovy pohyb se nazyva aperiodicksy.
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2) Je-li diskriminant p? — ¢ = 0 je fundamentalni systém feSeni () = e™?* a zo(t) = te ™.
Obecné feseni

Z(t) = Cle_pt + sze_pt
mé v podstaté stejné vlastnosti jako v pfipadé 1). Refien{ s danymi po¢ateénimi podminkami je

z(t) = e P (zo + (vo + pxo)t)

které miZe op&t prochazet pouze jednou bodem z = 0. Takovy pohyb se nazyva také aperiodicky
(ale nejsem si pfili§ jist, zda nemé néjaky pfivlastek).

3) Je-li diskriminant p? — g2 = —w? < 0, w > 0, je fundamentélni systém Fedeni z;(t) = e~ Pt coswt
a z2(t) = e Pt sinwt. Obecné Fefeni

z(t) = e P (01 coswt + Cq sin wt)
prochézi bodem z = 0 pro ¢ > 0 nekoneénékrat. Redeni, které spliiuje poéateéni podminky je

z(t) =e P (:co coswt + L 1] sinwt) .
w

Tento pohyb miiZeme povaZovat za vlnéni s tthlovou frekvenci

{ ]92
wz\/m:q 1—'(}3,

jeho# amplituda A je klesajici funkei ¢asu, A(t) = Age™P'. V piipad§, Ze je konstanta tlumeni p
mal4 vzhledem k thlové frekvenci volnych netlumenych kmit g, se béhem jednoho kmitu, tj. za

T M e P
pulperiodu — = —— amplituda zméni e Ve*-#* —krat. Logaritmus tohoto vyrazu s opa¢nym
g —p
T
znaménkem, tj. f = se nazyvé logaritmicky dekrement kmitavého pohybu.
g —p

11. V zavislosti na parametru » € R najdéte viechna Fedeni diferencidlni rovnice z” + rz = 0, které
spliji podminky: a) z(0) =0, /(1) = 1; b) (0) =0, z'(1) = 0.

Reseni: Tato tiloha se 1i&i od vsech pfedeslych aloh tim, Ze jsou podminky na FeSeni dany ve dvou
riiznjch bodech. Takové podminky se nazjvaji okrajové podminky a tloha najit feSeni diferencidlni
rovnice s okrajovymi podminkami okrajoud 1loha pro diferencidlni rovnici. Resit okrajovou tlohu
pro diferencidlni rovnici je zcela jiny, a zpravidla slozitéjsi, problém neZ najit FeSeni diferencidlni
rovnice s podateénimi podminkami.

1) Pro r < 0 je obecné feSeni diferencidlni rovnice

z(t) = CreV™ + Cpe VT,
7 okrajovych podminek dostaneme pro konstanty C; a Co soustavu rovnic

Ci+C,=0, \/17((3'19‘/F —Ce V) =¢,

1
kde ¢ = 1 v pfipadé a), resp. € = 0 v pFipadé b). Tedy v pfipadé a) je C1 = ~Cy = m a

¥

eseni rovnice je

/T cosh /1

V piipadé b) je C; = C2 = 0 a dand rovnice mé pouze nulové fedeni.
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2) Pror = 0 je obecné Fedeni rovno z(t) = Cy + Cst. Z okrajovych podminek pak plyne, Ze v
piipadé a) je fefeni z(¢) =t a v p¥ipadé b) dostdvime opét nulové fedeni z(¢) = 0.

3) Pro r > 0 je obecné feSeni rovno
z(t) = Cy cos /Tt + Cosin /Tt .
Z okrajovych podminek dostaneme pro konstanty Cy a C soustavu rovnic
Ci=0, vrCycos\/r=c¢.

o1 A2 sin /7t
itk : Fipadé a) fesent z(t) = a v piipadé b
7 | , mé rovnice v pfipadé a) fedeni x(t) ey v pfipadé b) pouze

Tedy je-li r £

2
nulové fegeni z(t) = 0.
2%+1 \?
Ale je-li r = 57> nemé rovnice v p¥ipadé a) Zadné FeSeni, ale v pfipadé b) dostavame

mnozinu fedeni z(t) = C'sin+/7¢, kde C je libovolnd konstanta.

Poznamka. Hlavni rozdil mezi obéma piipady spoéiva v tom, Ze tloha v pfipadé a) nema tu vlastnost, Ze linearni
kombinace fe$eni je opét Feeni, coz maji homogenni linedrni rovnice, kdezto tloha v pi{pad& b) tuto vlastnost ma.
Tedy z tohoto hlediska neni filoha v tomto pfipadé homogenni. Pokud bychom zavedli v pfipadé a) novou proménnou
y(t) = =(t) — t ziskali bychom nehomogenni rovnici y" + ry = rt, jejiZ feSeni by vyhovovalo okrajovym podminkam
y(0) = ¢/ (0) = 0. Je to vlastn& nehomogenni iiloha pro pfipad b), ktery lze povaZovat za pfislusnou homogenni tlohu.
Podrobnéjsi analjyzou tohoto p¥ikladu bychom mohli ukizat, Ze "homogenni” rovnice (pfipad b) ma pouze nulové
fedeni pravé tehdy, kdy# existuje pravé jedno feseni ”nehomogenni” rovnice (pfipad a) pro kazdou pravou stranu, tj.
hodnotu z’(1) (Fredholmova alternativa).

Tuto vétu byste méli znat s teorie soustav linedrnich algebraickych rovnic a plati i v mnohem obecnéjsich piipadech.

12. Najdéte obecné FeSeni diferencidlni rovnice
"o_ M2
=3 1% (54 (1)

Reseni: Protoze diferencialni rovnice (1) neobsahuje proménné z a z’, zavedeme novou proménnou
y(t) = z"(t). Z rovnice (1) dostaneme pro tu funkci diferencidlni rovnici prvniho fadu

v = VITP,

co% je diferenciilni rovnice se separovanymi proménnymi. Standardnim postupem ziskdme

dz .
f \/1_—‘{_2 = f dt = argsinhy = ¢ + Ch = y(t) = sinh(t + C1).
+y
ProtoZe y = 2", dostaneme dvojndsobnou integraci obecné FeSeni diferencidlni rovnice (1) ve tvaru

m(t) = Sinh(t‘ + CI) + Cot+ Cs,

kde C1, Cy a Cj3 jsou libovolné konstanty.

13. Najdéte obecné feSeni diferencidlni rovnice
z(1-Inz)z"” + (1+Inz) - (m')2=0. (1)

Reseni: Protoze diferencidlni rovnice (1) neobsahuje explicitné nezdvisle proménnou ¢, zavedeme
novou proménnou p(z) rovnici p(z) = z’. ProtoZe pak plati z” = pp’, ziskdme z rovnice (1) vztah

p(:r(l-—]nz)p’+(1+lna:)p) =i (2)
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9. Pro¢ se malé dité na pruzinové houpacce (zvifatko na pruziné) houpe rychleji nez
dospély? Pohyb je popsan rovnici my” + ky = 0, kde m je hmotnost houpajictho se
clovéka a k charakterizuje pruzinu.

Zdroj: https://user.mendelu.cz/marik/aplikace/aplikace_diferencialnich_ro
vnic.pdf
ReSeni: Vyfesime diferencialni rovnici. Charakteristicka rovnice:

mM\ 4+ k=0

mé kofeny Ao = *£i4/ % Regenim je tedy funkce

[k .k
Y = C1COS{/ —T + CaSIn\/ —T
m m

Tedy s rostouci hmotnosti m klesé frekvence kmita %
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