26. cviceni — linearni ODR
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. Najdéte feseni diferencialnich rovnic
(a) y+y=e
Reseni:

o Mame funkce p(z) = 1, ¢(z) = €*. Jsou spojité na (a,b) = (—o0,0), kde
budeme hledat feseni.

e Vytesime homogenni rovnici

Y +y=0

Méame stacionarni feSeni y = 0 pro x € (a, b).
Dale na intervalech (a,b) =R, J; = (—00,0), (resp. Jo = (0,00)) vyfesime

y +y=0

1
/dy:/—ldaz
Yy

logly| = —z+c

ly| = e7"F¢
ly| = e‘e™™
y = +ee™”
Spolu se stacionarnim feSenim lze pséat
y=ce ", ceR, z € (a,b).
e Variace konstant. Mame
/ /- —
y =ce ¥ —ce®
Dosadime do pivodni rovnice
de ™ —ce P +ce T =¢"
de @ =¢e”
C/ — eQz
c=-e+ K

o ZAvér:

(b) % 2y —y = 22
Reseni:
e Pro ptuvodni rovnici je x € R. Prevedeme na linearni rovnici:

;Y
y — 2 =ux.
xT

Déle fesime pro z € (—00,0) a = € (0, 00).
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e Vyfesime homogenni rovnici
Y
y—==0
x

Mame stacionarni feSeni y = 0 pro x € (—00,0) a z € (0, 00).

Dale na intervalech (a,b) = (—00,0) (resp. (a,b) = (0,00)), J;1 = (—0,0),

(resp. Ja2 = (0,00)) vyfesime

Yy

y—-=0
T

1
/dy—/ldaz
Y x

log |y| = log|z| + ¢

|y‘ _ 6log |z|+c
lyl = €|z
y = £l

Spolu se stacionarnim feSenim lze psat

Yy = cx, ceR, z € (—00,0),
y = dx, deR, z € (0,00)

e Variace konstant. Mame

y/ =cdx+ec
Dosadime do piivodni rovnice

, cx

cr+c——=x
x
/

c=1

c=xz+ K

e Regent:
y=(z+ Ki)z, K; € R,z € (—00,0),
y=(v+ Kz, KyeR,ze(0,00)
e Lepeni: Zkusime feSeni slepit v bodé 0. Uvazujme funkci
.’E($+K1)7 S (_0070)7
y =10, z=0
z(z+ K3), z € (0,00).
Aby funkce byla spojita v 0, musi platit

i o(e) = iy oo+ 51) = 0= liy v(e) = i, e+ Ko)

coz je splnéno pro vSechna K, Ks.
Navic musi byt funkce diferencovatelna. Protoze y je spojitd na R, mame

! = lim ¢/(z) = lim 20+ K; = K
y_(0) e Yy (z) v i 1 1
! = lim ¢/(z) = lim 22+ Ky = K.
Y+ (0) e y'(z) e i 2 2

Tedy K1 = KQ.
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o ZAver:

() y —ay=e"2"
Reseni
e Mame funkce p(z) = —z, ¢(z) = ex(sz). Jsou spojité na (a,b) = (—o0,00),
kde budeme hledat Teseni.
e Vyfesime homogenni rovnici
y —xy=0

Mame stacionarni feseni y = 0 pro x € (a, b).
Déle na intervalech (a,b) =R, J; = (—00,0), (resp. Jo = (0,00)) vyFesime

y’ —xy=20
1
/ dy = /xdx
Yy
L5
log |y| = 3% +c
jyl = ex™
Y= +efer®
Spolu se stacionarnim feSenim lze psat
1,2
y = ce2" | ceR, z € (a,b).

e Variace konstant. Mame

12 1.2
/ L 1
y =ce2¥ + xce2”
Dosadime do pivodni rovnice
1.2 2 1,2 z(x+2)
/= ES
ce2” 4 xce2® — ge2" =e 2
12 a(et2)
062 = e 2
/
c =e"
c=e"+ K

o ZAvdr:

y:(ex—i—K)e%“”?xER, K e R.

(d) ytgx—y=1
ResSeni:

e Pro puvodni rovnici je z € (=5 + km, § + k). Pfevedeme na linearni rovnici:
y’ —ycotx = cotx.

Dale fesime pro x € (=5 + km,0 + k7) a x € (0 + km, § + k7).
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e VyfeSime homogenni rovnici
/
y —ycotx =0

Mame stacionarni feseni y = 0 pro = € (=5 +km,0+kn) ax € (0+kn, 5 +Ekm).
Déle na intervalech (a,b) = (=5 4+ km,0+ kn) (vesp. (a,b) = (0+km, § +km))
a J; = (—00,0), (resp. J2 = (0,00)) vyfesime

y —ycotx =0
1
/dy:/cotxdx
Y
log |y| = log|sinz| + ¢

ly| =
ly| = €| sin |

elog | sinz|4c

y = tef|sinz|
Spolu se stacionarnim feSenim lze psat
. s
y = csinz, ceR, J:E(—§+k‘7r,0—l—k7r)
s
y =dsinz, dER,$€(0+/€7r,§+k7r)
e Variace konstant. Mame
y = sinx 4 ccosx
Dosadime do piivodn{ rovnice

/. .
¢ sinx+ccosx —csinx - cotx = cotx

,  COSX
¢ =——
sin” x
1
c=——+K
sin x

1
y:<— - +Kf>sin33:—1+Kfsinx, K¥ eR, :UE(—%—I—/{W,O—F/WT)
sin x

1
y= ( - +K§> sinz = —1+ K}sine,  K§ €R, z € (0+km,~ + kr)
sinx 2
e Lepeni: Zkusime TeSeni slepit v bodé 0 + kw. Uvazujme funkci

—1+ Kfsinz, x€ (=% +km, 0+ km)
y=1q —1, z=0
—1+ Kbsinz, z€ (0+km, 5 +kn)

Funkce je spojita v 0 + k7 pro vSechna Kf, Ké“ e R.
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Navic musi byt funkce diferencovatelna. Protoze y je spojita na (=% +km, 5 +

km, mame
/ . / . k k
0+ km)= lim )= Ilim Kjicosxz=K
yi( + ﬂ—) rz—0+kmr— y ( ) m—)()1+k7r— 1 1
/ . ’ . k k
0+ km)= 1 = 1 KScosx =K
¥, (0 + k) R (z) o K cosz = K;

Tedy K} = K%.

o Zavér:
—1+ Kfsinz, z€ (-5 +kn, 0+ kn)
y=1 -1, =0, KfeR
—1+ Kfsinz, z€ (0+km 5 +kn)
() ¥ =3y + 5, y(1) =3
Reseni:

e Mame funkce p(x) = %, q(z) = 1%3 Jsou spojité na (a,b) = (—00,0) a (0,00),
kde budeme hledat TeSeni.
e Vyfesime homogenni rovnici
Y+ §y =0
x
Mame stacionarni feseni y = 0 pro z € (a, b).
Déle na intervalech (a,b) = (—00,0) (resp. (0,00)), J1 = (—00,0), (resp.
Ja = (0,00)) vyfesime

3
y+-y=0
T

1
/dy:/—?)dx
] x

log |y| = —3log|z| +c

1
__ ,C
’y| =€ |l"3
c

yz:l:e;

Spolu se stacionarnim feSenim lze psat

1
y=c—, ceR, z € (—00,0) nebo z € (0,00).
x
e Variace konstant. Mame
, c c
¥y =73 xt
Dosadime do piivodni rovnice
c c N 3 ¢ 2
x3 R R B
d 2
3 3
d =
c=2r+ K
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o ZAver:
2¢ + K
y pry

3

,x € (—00,0),z € (0,00).

e Pocatecni podminky. Mame y(1) = 3. Tedy

2+ K
ER
K=1
Tedy TeSenim je
2r+1 € (0, 50)
= x 00
y :1:3 ) b

e Mame funkce p(z) = —1, ¢(z) = €. Jsou spojité na (a,b) = (—o0,0), kde
budeme hledat feSeni.
e Vyfesime homogenni rovnici
y —y=0
Mame stacionarni feseni y = 0 pro x € (a, b).
Déle na intervalech (a,b) =R, J; = (—00,0), (resp. Jo = (0,00)) vyfesime

y—y=0
/1dy:/1dx
Y
logly| =2 +¢
|y‘ — evarc
ly| = €€
y = +ee”

Spolu se stacionarnim feSenim lze psat
y = ce’, ceR, x € (a,b).
e Variace konstant. Mame
yl — Clex + Cez
Dosadime do ptuvodni rovnice

e’ + ce® — ce® = e”

Clecczeai
d=1
c=z+ K

o Zavér:
y=(z+K)e*,x € R, K € R.
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e Pocatecni podminky. Mame y(2) = —3, tedy

(2+ K)e? = -3
—3 — 2¢2
2672

-3

Regenim je tedy
y=(r—3e2-2)" zcR.
2
@) ¢ - 5% = 142" y(1) = -1
Reseni:

e Méame funkce p(x) = —ff;, q(z) = 1+ 3. Jsou spojité na (a,b) = (—oo, —1)

a (—1,00), kde budeme hledat FeSeni.

e VyteSime homogenni rovnici

y — 3a%y _
1+ a3

Mame stacionarni feseni y = 0 pro x € (a, b).
Déle na intervalech (a,b), J1 = (—00,0), (resp. J2 = (0,00)) vyfesime

) B2y
1423

1 3a?
/dy:/xdaj
Y 1+ a3
log|y| = log |14+ 2°| + ¢
— elog\1+x3\+c

y =0

[yl
[yl = 1 + 27|
y = +e(1 + %)

Spolu se stacionarnim feSenim lze psat
y =c(l+a%), ceR, z € (ab).
e Variace konstant. Mame
y = (1+2%) + 3ca?

Dosadime do ptuvodni rovnice

2
(14 23) + 3ca® — 1+x30(1+x3):1—|—x3
d=1
c=z+ K

o Zavér:
y=(z+ K)(1+2%), z € (~1,00), nebo z € (—oo, —1)
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e Pocatecni podminky. Mame y(1) = —1. Tedy

(1+K)(1+1%) =-1

K=-3

2

Tedy fesenim je
3
y=(x— 5)(1 +2%), x € (—1,00)
(h) 2y’ + (2 + Dy = 3a?e™?
Reseni:
e Pivodni rovnice je definované pro vSechna x € R. Nejprve ji pfevedeme na

zékladni tvar

(x+1)
x

e Méame funkce p(z) = £, g(z) = 2ze~*. Jsou spojité na (a,b) = (—o0,0) a
(0,00), kde budeme hledat feseni.

e Vyfesime homogenni rovnici

T

Y +

y = 3zre”

r+1
x
Méame stacionarni feSeni y = 0 pro x € (a, b).

Déle na intervalech (a,b), J1 = (—00,0), (resp. J2 = (0,00)) vyFesime

|y‘ — o—@—log |z|+e

1
yl = et
X

1
y = tefe " —
x
Spolu se stacionarnim feSenim lze psat
1
y=ce *—, ceR, z € (a,b).
x

Dosadime do ptuvodni rovnice

1 1 ce™ x+4+1 _ 1
de 2 — et — 5 ce '— =3xe "
x x x x x
1
de *Z =3xe™*
x
¢ = 322
_ .3
c=x2"+ K
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e Zatim mame: ]
y= (2> + K)e "=, € (~00,0),K; €R
x

1
y= (23 + Ko)e ™™=, z€(0,00), Ky € R

8

e Lepeni: Zkusime TeSeni slepit v bodé 0. Uvazujme funkci

(23 + Ko)e ™™, 1z €(0,00).

x?

{(a:?’ + Ki)e "l 2 € (~,0),
y:

Aby funkce byla spojita v 0, musi platit

1 1
lim y(z) = lim (2® + K1)e = = lim y(z) = lim (2% + Ky)e "=,
x

z—0— r—0— x z—0+ r—0+

Limity existuji vlastni a rovnaji se pouze pro K; = Ko = 0. Limita je pak
rovna 0.
Navic musi byt funkce diferencovatelné. ProtoZe y je spojitd na R, mame
/ . / . —z
0) =1 = lim — —2)=0
y=(0) = lim y'(z) = lim —e“z(z —2)
/ . / . —x
=, (0)= 1 = lim — —2)=0
y+< ) migl-&-y (1’) a:—l>r(r)1+ ¢ l’(-%' )

o ZAvér:

1
Yo = (m3 —|—K1)e*‘”;, x € (—00,0), K1 € R\ {0}

1
y3 = (23 + Kg)e_x;, z € (0,00), Ky € R\ {0}

Zkouskové priklady
2. Najdéte feSeni diferencialnich rovnic

(a) y + & =e"

x

)

) ,

(d) o + 322y = e * o sing
<e) y/(l + 1.2) + arctyana: = wz(l + 1‘2)
(6) ¥+ 7% =1
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Pisemnd zkouska z Matematiky IV pro FSV (F)
LS 2003-2004, 17.9. 2004

Piiklad F1: Najdéte viechna maximalni fefeni rovnice
¥y =zvy (10 bodi).

Piiklad F2: Najdéte vSechna maximélni fefeni rovnice
z

Pfiklad F3: Najdéte viechna maximalni feSeni rovnice
y" +9y =zsinz. (10 bodd)
Piiklad F4: Najdéte vSechna maximalni feSeni rovnice
y ="ty 1 (10 bod)

Piiklad F5: Najd&te viechna y° € R? takova, e maximéalni feSeni y po&ate&ni dlohy

L el )
v=[-1 1 0]y, »0=¢
1 0 1
spliuje lim;yo0 26t = 0. (10 bodi)
Vysledky

Piiklad F1: y(z) =0,z € R; y(z) = (32’ + 1), z € R, c > 0

e ﬁ 0, z € (—o0,v/—-2¢), 5 B

¥ 122+ 1?2, z e (vV=2¢,+00), ~
12? + 10)%, =z € (—00,—v/=2¢),

W‘Enﬁn 2°) =09 b <o
0, z € {(—v/~2¢, )
(2% +1c1)?, @ € (=00, —v=2c1),

y(z) =4 0, z € (—vV-2c1,v/-2c3), €1 <0, <0;
(322 + 1cy)?, € (vV=2cz,0),

- \ _ {1 1 1 T R 2} _1 1
T-._—n“——.“.& _uMHm.@ﬁHu = ﬁmg - M_OWA 14 z2 |Hv = Mﬁ 14z |Hu vﬂﬂm +nﬂﬂww
zeR,ce
Piiklad F3: y(z) = —3zcosz — Ja’sinz + c; + cosinz + cacosz, z € R, ¢1,02,¢3 ER

Priklad F4: y(z) = —log(-z—¢) —z,z € (—o0,—¢),c€ R

0
Piiklad F5: A.«. Al_v ke H«%
1



Bernoulliho rovnice

3. Najdéte feSeni diferencialnich rovnic

.2
(a) ¥ —ay = —yde®

ReSeni: Jedna se o Bernoulliho rovnici

22

y =ay—yle ™,

kde a(z) = z, b(z) = —e~ ", o = 3.

1

e Uvazujme y > 0. Pouzijeme substituci z = y% Ziejmé z > 0. Pak y = N
plati
_1
y/ — 2 Z/
V23
Po dosazeni do piivodn{ rovnice mame
1
VNS S S
V23 vz V2B
1
=gz —e
2
Y= 2wz 42"
e Vyfesime linedrni rovnici. Homogenni rovnice
Y = 2xz
—-dz = / —2xdx
z
log |z| = —22 + ¢
z=ce mz, ceR
Variace konstant:
de ™ + ce_$2(—2x) = —2zce™ ™ 4 2¢7%
d=2
c=2x+ K
Tedy TeSeni je ve tvaru ,
2=z +K)e*
e Protoze z > 0, tak mame podminku = > —%, K eR.
Vyjadiime y:
1 K
= =, r>——.
VvV (2z + K)e 2
e Uvazujme y < 0. Pak y = f% a plati
_1
/ 2 /
Yy =——F=%
N
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Po dosazeni do piivodni rovnice mame opét

N[ —

72/ — x;l — ieixQ
V23 Vi VzR

2= —2xz+ 2e~ %"

Resenfm je tedy

1
xr >

S K
V@2z + K)e?’ 2

e Pro y = 0 méame stacionarni reSeni
y=0, z e R

e Resenf nejdou nalepit, tedy zavér:

1
, r>——.
(27 + K)e—** 2

y==

y =0, z € R.
(b) zy’y =22 +y°
Reseni:
e Piedpokladejme, 7e z # 0. Pak ani y # 0 (platilo by 0 = 22, coz nelze). Pak
lze rovnici upravit na

x
y' =5+ =
Y2 oz
Jedna se o Bernoulliho rovnici kde a(z) = L, b(z) =z, a = —2.

e Pouzijeme substituci z = y3. Pak y = /= a

Po dosazeni do piivodni rovnice mame

1, x NES

3\/3z2z N \/3,2'24_7
3
z’:3x—|——z
x

e Vyfesime linearni rovnici. Homogenni rovnice

, 3z
zZ=—
x

1
/dz:/gdm
z T

log |z| = log |23 + ¢

z = cx®, ceR
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Variace konstant:

A+ 322 + =3z
3
/2
C—xQ
3
c=—+K
X

Tedy feSeni je ve tvaru
z= =322 + K23, K eR.

e Pak pro y méme
y = /=322 + Ka
Aby y bylo feSenim, musi mit vlastni derivaci. Problémové body jsou tedy
body, kde
vV =322+ Ka3 = 0,
tedy x = 0 a x = K/3. Méame tedy feSeni na intervalech
— pro K > 0 je z € (—00,0), (0,3/K), (3/K, ),
—pro K <0jex € (—o0,3/K), (3/K,0), (0,00),
— pro K =0 je x € (—00,0), (0,00).
Nalepit nelze.
(c) y + 2xy = 2zy°

ReZeni:
Jedna se o Bernoulliho rovnici kde a(x) = —2z, b(z) = 2z, a = 3.
e Uvazujme y > 0. Pouzijeme substituci z = y% Ziejmé z > 0. Pak y = % a
plati
_1
/ 2 /
y'=—=z
>3
Po dosazeni do pivodni rovnice méme
—% , 2z 2x

IV Y R~

/
7 =4dxz —4x
e Vytesime linearni rovnici. Homogenni rovnice

2 =dxz

/1dz:/4xdx
z

log|z| = 22% + ¢
z = 03212, ceR
Variace konstant: 5 ) >
2% + ce2® (41’) — drce?® — 4

/ 22

¢ = —4dzxe”

c=e? 4+ K
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Tedy TeSeni je ve tvaru ,
z=1+ Ke**

e Protoze z > 0, dostaneme:
— Pro K >0jex eR.

~ Pro K € (-1,0) je x € (—/} log 72, /L log 7).
— Pro K < —1 nemaé feSeni.

Vyjadiime y:
1

V1 T Ke22?
1

o Uvazujme y < 0. Pak y = VA plati

Po dosazeni do ptivodni rovnice mame opét

3 _ 2@

VA Ve VB

2 =Adxz — Az

Regenim je tedy
-1

V1+ Ke2e?

na stejnych intervalech jako vyse.

e Pro y = 0 méame stacionarni reSeni
y=0, z e R

e Resenf nejdou nalepit, tedy zavér:
y =0, z e R.

1

\1 T Ke22?

— ProK >0jexeR.
- — i _. /L =1 /1 =1
Pro K € (—1,0) je x € (—4/51og 77,1/ 51og 7).

— Pro K < —1 nemé reSeni.
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