24. cviceni — ODR se separovanymi proménnymi

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady

1. Najdéte tfeSeni diferencidlnich rovnic

(a) y'/y =4z, y(0) =3
Reseni:

Podminky: y # 0
Budeme fesit rovnici tvaru
y =y-dr
tedy g(y) =y h(z) = 4z.
Reseni hledame na intervalech (pro z): I = (—o0,00).
Nulové body funkce ¢g(y): Jediny nulovy bod y = 0 je v rozporu s podminkami.
Rovnice tedy nemé stacionarni feSeni.

Intervaly (pro y), kde g je nenulové (ale definované): J; = (—00,0), Jo =
(0,00).
Reseni ODR:

H(x) = /h(x)da:: /4xdwg 22

G(y)=/g(1w=/;glog\y!

Tedy budeme pracovat s rovnici

log |y| = 22 + C
Uvazujme intervaly I a Ji. Pak

log|y| = 222 + C
kde C je konstanta.
Zafixujme C. Mame G(J1) = (—o0, 00).
Tedy hledame takové x, aby

222 + C € R,

coZ je splnéno pro kazdé x € R a C € R.
Pro takova x vyjadiime TeSeni

2
ly| = 2+,
Protoze jsme na intervalu J; = (—o0,0), tak |y| = —y a mame
y = —€2$2+C.
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e Uvazujme intervaly I a Jy. Pak
log y| = 227

kde C' je konstanta.
Zafixujme C. Mame G(J2) = (—o0, 00).
Tedy hledame takova z, aby

222 + C € R,

coZ je splnéno pro kazdé x € R a C € R.
Pro takova x vyjadiime feSeni

2
ly| = 2 1€,

Protoze jsme na intervalu Jo = (0, 00), tak |y| = y a mame

y = €2x2+C

o Zaveér:
2
Y12 = +e27 +C, reR,CeR

e Pocatecni podminka: mame y(0) = 3. Tedy

e20°+C _ g
C =log3
Regenf je tedy tvaru
y = erQHOgB, r € R.

(b) dry

/
y =
ResSeni: Jde o variaci na predchozi pfiklad, od kterého se lisf existenci stacionédrniho
reSeni. Tedy
y=0
naz € R.
Vgechna feSeni pak maji tvar

y1 =0, rzeR,
Y23 = :|:€2$2+C, reR,CeR.

(c) ¥'/y* = e", y(0) = §
Reseni:
e Podminky: y # 0
e Budeme fesit rovnici tvaru
y/ — y2 e¥

tedy g(y) =y*, h(z) = e”.

e Reseni hledame na intervalech (pro z): I = (—o0,00).

e Nulové body funkce g(y): Jediny nulovy bod y = 0 je v rozporu s podminkami.
Rovnice tedy nemé staciondrni feSeni.
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e Intervaly (pro y), kde g je nenulové (ale definované): J;
(0, 00).
e Resenf ODR:

H(z) :/h(:n)dx:/emdxge””

Tedy budeme pracovat s rovnici

1
——=e"+C
Yy
e Uvazujme intervaly I a J;. Pak
1
—— ="+,
Yy

kde C' je konstanta.
Zafixujme C. Mame G(J;) = (0, 00).
Tedy hledame takova z, aby
e’ +C > 0.

Tedy e > —C'. Dostéavame podminky

T € R, C Z 07
z € (log(—C), ), C <O0.

Pro takova x vyjadiime TeSeni

e Uvazujme intervaly I a Jy. Pak
1
—— ="+ C,
Yy

kde C' je konstanta.
Zafixujme C. Mame G(.J2) = (—00,0).
Tedy hledame takova z, aby
e’ +C <0.

Tedy e* < —C. Dostavame podminky
nelze, C >0,
x € (—o0,log(—C)), C<O0.
Pro takova x vyjadiime feSeni

1
et +C°

y:
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o ZAver:

_ LT ER, ¢ >0,
n & T o z 12
1
= — , € (log(—c2), , <0,
w=—a o © (log(—c2),00), c2
1
Y3 = x € (—o0,log(—c3)), c3 <O0.

et +c3’

e Pocatecni podminka: mame y(0) = % Tedy

1
AD+C 2
—2=C+1
=-3
Regenf je tedy tvaru
! € ( log 3)
=— x € (—o0,log3).
Y 3 , 10g
(d) ¢'/y =1/(x — 1), nafrtnéte
ReSeni:
e Podminky: y #0, z # 1
e Budeme TeSit rovnici tvaru y
/
y =

tedy g(y) =y, h(z) = L.

e Reseni hledame na intervalech (pro z): I = (—o0,1), I = (1,00).

e Nulové body funkce g(y): Jediny nulovy bod y = 0 je v rozporu s podminkami.
Rovnice tedy nemé stacionérni feSeni.

e Intervaly (pro y), kde g je nenulové (ale definované): J; = (—o00,0), Jo =
(0, 00).

e Regeni ODR:

H(:n):/h(:p)dx:/ Lz Crogle— 1]

r—1

1 1c¢c1
G(Q)Z/M:/y:210g|y|

Tedy budeme pracovat s rovnici
logly| =log|z — 1|+ C

e Uvazujme intervaly I; a J;. Pak
logly| =log|z — 1|+ C

kde C' je konstanta.
Zafixujme C. Mame G(J1) = (—o0, 00).
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Tedy hledame takova z, aby
loglx — 1|+ C e R.

coZ je splnéno pro kazdé x € Iy a C € R.
Pro takova x vyjadiime TreSeni

|y| _ elog|x—1|+C
ProtoZe jsme na intervalu J; = (—o0,0), tak |y| = —y a mame
y = _6log|m—1|+C’

e Uvazujme intervaly I; a Jo. Analogickym postupem dostaneme

y = elog|;r:—1|+C.
Pro I> a Jj je

y = _elog|;r:—1|+C
a pro Iy a Js je

y = elog|x—1|+C

o Zaveér:
Yo = ielog|x71\+0

pro x € (—o0,1), z € (1,00), C € R.

e Nacrtek feSeni: rovnici nejprve upravime jako

y — ielog|1}—1|+C — ielog|az—1|eC — Zl:’.fC _ 1’60
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2. Priklady ze starich pisemek
(a) of = ze®y, y(1) = 1
Reseni:
e Budeme fesit rovnici tvaru
y =y-ae’

tedy g(y) =y, h(x) = ze®.

e Refeni hledame na intervalech (pro z): I = (—oc,c0).

e Nulové body funkce g(y): Jediny nulovy bod y = 0. Tedy pro x € R mé
rovnice stacionarni feseni y = 0.

e Intervaly (pro y), kde g je nenulové (ale definované): J; = (—o0,0), Jo =
(0, 00).

e Regeni ODR:

H(w)z/h@)dm:/xemdx:xem/ezdxgxexem

Gl = [ = [+ Croal

Tedy budeme pracovat s rovnici
log|y| = ze® —e* +C

e Uvazujme intervaly I a J;. Pak
log ly| = ze® — e +C

kde C' je konstanta.
Zafixujme C. Mame G(J1) = (—o0,00).
Tedy hledame takova x, aby

xe® —e” + C e R,

coz je splnéno pro kazdé x € R a C' € R.
Pro takova x vyjadiime reSeni

‘y| _ ezezfequC
ProtoZe jsme na intervalu J; = (—o0,0), tak |y| = —y a mame
y = _e:tez—e””—i-C’

e Uvazujme intervaly I a J;. Pak analogickym postupem ziskdvame TeSeni

y = exe“” —e*4+-C

pro z € R.
e Zavér: vSechna feeni jsou tvaru
Y12 = iewez_ez+0, reR,CeR,
Ys = 0, z € R.
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e Pocatecni podminka: mame y(1) = 1. Tedy

eel—el—l-C -1
C =
Resenf je tedy tvaru
y = e zeR
(b) ¥/ (1+2%) = (1+?)
Reseni:
e Podminky: y # 0
e Budeme feSit rovnici tvaru
/ 1+ Z/2
y =
1+ 22

tedy g(y) = 1+ ¢?, h(z) =1+ 2.
Reseni hleddme na intervalech (pro x): I = (—o0, 00).

Nulové body funkce g(y) nemaé.

Interval (pro y), kde g je nenulové (ale definované): J = (—o0, 00).
Reseni ODR:

H(:I:)—/h(x)dx—/l ! degarctanac

+x

1 1 C
G :/:/:arctan
W) 9(y) 1+ y? Y

Tedy budeme pracovat s rovnici
arctany = arctanz + C
e Uvazujme intervaly I a J. Pak
arctany = arctanz + C
kde C' je konstanta.

Zafixujme C. Mame G(J) = (-3, 5).
Tedy hledame takova x, aby

T < arct +C < T
—_ arctan x —.
2 2

Regent lze najit pouze pro C' € (—m, 7). Pak

T
—5 < arctanz + C <

Q N

T
—§—C<arctan:c <

o

Rozlisime riuzna C.
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i. C € (0,m). Pak —§ < arctanz + C pro viechna z € R. Daéle mame
podminku

arctanx<g—0
T

<t (——C)
T an 5

ii. ¢ € (—m,0). Pak arctanz + C < 7§ pro viechna z € R. Déle mame

podminku
T
—5 = C < arctanzx
tan (—g — C) <x

iii. ¢ =0. Pak —§ < arctanz < § pro vechna z € R.

Pro takova x vyjadiime reSeni
y = tan(arctanx + C)
o Zavér: ReSenf jsou tvaru
y1 = tan(arctanx + C), x € <—oo,tan (g - C)) ,C € (0,7),

yo2 = tan(arctanx + C), T € <tan (—g — C) ,oo) ,C € (—m,0),

y3 = tan(arctan x) = z, z €R,(C=0).

(c) g{' = sinzsiny, y(0) = §
Reseni:
e Budeme fesit rovnici tvaru
y = sinysinz
tedy g(y) = siny, h(z) = sinz.
e Reseni hledame na intervalech (pro z): I = (—o0,00).
e Nulové body funkce g(y): siny = 0 pravé pro y = kw. Mame tedy stacionarni
feSeni y = k7 (k € Z), pro = € R.
e Intervaly (pro y), kde g je nenulové (ale definované): Ji = (0 + kmr, w + k7).
e Regeni ODR:
H(x) = /h(:v) dz = /sinxdx € cosw

1 1 siny siny c 1 1+ cosy

Gy =[] ——= dy = dy= | —————dy=—=log|———=

) /g(y) /siny Y /sin2y Y /1—cos2y Y 2 g‘l—cosy
(Integral lze vyfesit substituci z = cosy a néasledné rozkladem na parcialni

zlomky.)
Tedy budeme pracovat s rovnici

= —cosz+ C

‘1+Cosy’
—ilog —

1 —cosy
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e Uvazujme intervaly I a J. Pak

1 ‘l—i—cosy

‘ =—cosx+C
1 —cosy
kde C je konstanta.

Zafixujme C. Hledame G(Jj).
Pro y € Ji je cosy € (—1,1). Uvazujme funkeci

1+s
= —-1,1).
f6) =1 se(-1D)
Méme 14 1+5+2 2
s - s
e — :_1
f(s) 1—s 1—s +1—3
Graf:
Odtud

Tedy pro y € Ji je

1 —cosy
a tedy
G(Jy) =R
Tedy hledame takova z, aby
—cosx+C €R,

coZ je splnéno pro kazdé x € R a C' € R.
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Pro takova x vyjadiime TreSeni

1 1
——log - cosy =—cosz+C
2 1 —cosy
1
log -t cosy = 2cosx — 2C
1 —cosy
1+Cosy :€2COS£E72C
1 —cosy

. 14cosy
Mame T—cosy = 0, tedy

1+ cosy _ 62 cos x—2C

1 —cosy
14 cosy = e2¢®*~2¢(1 — cosy)
620051‘—20 -1
cosy =

e2cosz—2C +1

eZcosm—2C’ -1
Y = arccos e2cosz—2C | q

o Zaveér:
6200530—26’ -1

y:arccos((w), xER,CER
Yy =km,x e Rk eZ

e Pocatecni podminka: mame y(0) = 7.
Stacionarni feSeni po¢. podminku nemohou splnit.

Tedy

62 cos0—2C 1 T
arccos e2 cos0—2C +1 = 5

62720 -1 B
62_20 +1 =0
0220 _ 4
2—-2C=0
c=1

Regent je tedy tvaru

2cosx—2 1
Y = arccos <€2COSLE—24_1> 5 x € .

3. Je nalezena zkamendla kost, u které se podafilo ur¢it, Zze obsahuje 0.1% hmotnosti C-14,
nez kterou obsahovala ptivodné. Urcete stari fosilie, vite-li, Ze polocas rozpadu C-14 je
5730 let.

ReSeni: Nejprve odvodime diferencialni rovnici, ktera popisuje obsah uhliku C-14 v
kosti.

Necht funkce y(t) (zavisla na ¢ase v letech) je mnozstvi uhliku v kosti. Vime, Ze v ¢ase
t = 0 je obsah roven 100%. V ¢ase t = 5730 je mnoZstvi polovi¢ni, tedy

y(5730) = Zy(0).
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Dale, mnozstvi ¢astic uhliku, které se rozpadnou v ¢ase t zavisi na mnozstvi ¢astic,
které v kosti jsou. Dokonce je toto mnozstvi pfimo tmérné. Zména poctu ¢astic (zména
mnoZstvi uhliku za nekonefné maly ¢as) je tedy pfimo ameérna poctu ¢astic, které jsou
v kosti v daném konkrétnim case. Tedy mame diferenciélni rovnici

y'(t) = —ky(t),

kde k je zatim neznamé konstanta. ProtoZe Gastic ubyvé, v rovnici se objevi minus.
Rovnici vyfesime: ¢(y) = y, h(t) = —k. Interval I = (—o0,00). (Pri feSeni zatim
zanedbame fakt, Ze ¢as t by nemél byt zaporny.)

Stacionarni feSenf y = 0. To by ovSem znamenalo konstantné nulové mnozstvi uhliku,
coz v kosti neni mozné.

Intervaly J; = (—00,0), Jo = (0,00). ProtoZe y ma vyznam mnozstvi, které nemtize byt
zdporné, uvazujeme pouze interval Jy = (0, 00).

H(z) = /—kdtg —kt,

1 C
G(y)z/ydyzlog lyl.

Tedy pracujeme s rovnici
log ly| = —kt + C.

Mame G(J2) = (—00,00), lze uvazovat t € R, C € R.
Vyjadiime y:
logly| = —kt+C

__—kt+C
[yl =e

y = e kt+C

y = eCekt

Dopocteme konstanty:

1
y(5730) _ ece—k’5730 _ §€Ce—k0 — y(o)

o—k5730 _ 1
2

1
—k5730 = log 5

~ log?2
5730

Tedy feSeni je tvaru
log 2
y(t) = ece_ 5750t

Pro jednoduchost polozme y(0) =1 (1 ve smyslu 100%). Pak C' = 0 a méme

log2t

y(t) — e 5730
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Nyni hledame takové t, ze y(t) = 0.0001. Tedy

e 50t — 0.0001
log 2

— = log 0.0001
5730t 0g 0.000
L 573Olog 1000
log 2
t =57104

Kost je tedy stara zhruba 57 100 let.

. Do uzavieného skolniho kampusu o 1000 studentech pfijel jeden z nich s chiipkou. Pted-
pokladejme, Ze rychlost Sifeni infekce zavisi jak na mnozstvi jiz nakazenych studenti,
tak na mnozstvi dosud zdravych. Urcete mnoZstvi studenttt nakazenych 6. den, pokud
vite, ze po ¢tyfech dnech bylo nakaZeno jiz 50 studenti. (Odpovidajici diferencialni
rovnice: y' = ky(1000 — y), y(0) =1, y(4) = 50.)

Reseni: Vyfesime diferencialni rovnici. Funkce g(y) = y(1000 — y), h(z) = k. Interval
I = (—00,00).

Stacionarni feSeni y = 0, y = 1000. Interval J = (0,1000). (Jiné intervaly nem4 smysl
uvazovat, protoze pocet nakazenych studentt nemuize byt zdporny, ani vétsi nez 1000,
coz je maximalni pocet studentii v kampusu.)

Resenf rovnice:

H(z) = /kdm €k

1 1 [1 1 o1
cy)=[—dy=— [ gy E log |y| — log [1000 —
() /y(lOOO — ) Y7 1000 / y 000 =) W~ To00 08 vl —los! vl

S S P
1000 |1000 — y|
Pracujeme tedy s rovnici
1 lyl
1 =k C
1000 51000 —g] ~ "F

Na intervalu J = (0, 1000) navic plati G(J) = (—o0, 00) a |y| = y a [1000 —y| = 1000 —y.
Dostavame

1 Yy
1 =k C
1000 %1000 —y _ =T
Yy
log ————— = 1000(k C
%7000 — y (kz +C)
Y — (1000(kz+C)
1000 — y
100061000(k$+0)

Y= 4 c1000(katC)
Mame y(0) = 1, y(4) = 50. Dopoc¢teme tedy konstanty.

1000610000
= 1+ £1000C

1
1 _ loooC
999
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Tedy
1000 ,1000(kz)
999

Y¥=1 + b5 e1000(ka)
100061000(kx)
Y= 999 -+ ¢1000(kz)
B 1000
Y 11 999¢1000(ka)
dale
1000

1+ 999¢~1000(1k)
o~ 1000(4x) _ 19

999
1 19

—1000k = —0.9906

Tedy
1000

ve) = T g99¢-00906

Za 6 dni bude mnozstvi nakaZenych student rovno zhruba

y(6) = 276.
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