22. cviceni - Pribéh funkce
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

1. Uvazujte funkci f : [0,00) — R zadanou ptedpisem

2
{x;;fx, € (0,0),

x
0, z =0.

(a) Rozhodnéte, zda je funkce spojita na [0, 00).
Reseni: Na intervalu (0,00) je funkce spojita dle véty o aritmetice a spojitosti.

Proz =0:
. . 72 logz voar .. 2 . —2x
lim f(x)= lim =" lim z“logz lim e **=0-1,
z—0+ a0+ e z—0+ z—0+
nebot .
: . logz o T
lim z%logz = lim g2 = lim =0
z—0+ z—0+ T7% néco/oo z—0+ —2x~

Zaver: protoze limita se rovna funkéni hodnoté, funkce je spojita v 0 zprava, tedy
funkce je spojita na [0, c0).

(b) Rozhodnéte, zda existuje f, (0), a pokud ano, spoctéte ji.
Reseni: Zderivujeme z definice:

L) = fi 1 &) = FO) . zlogz voar
Fi(0) = lim === = lim —2= =701,
nebot .
1 / =
lim zlogz = lim 08T LH g, = 0.
z—0+ z—0+ > néco/oo z—0+ —z

Zaver: f = 0.

(¢) Rozhodnéte, zda méa funkce f asymptotu v 0o, a pokud ano, urcete ji.

Reseni:
1 / 1 1 g
a = lim J@) = lim © (;gx E T oert L LA lim —=- =0.
T—00 I z—00 e ngco/oo T—00 2e2® néco/oo T—+00 42
dale
2] ' 21
b= lim (f(z)—0-2) = lim 2 08T KH 3, 27087+
=300 z—00  e*¥  ngco/oo T—00 2e2x
/ 21 2+1 p 2
LH lim —o8T et wH s
néco/oo T—r00 42 néco/oo T—00 8e2r

Zaveér: asymptota existuje a je tvary y = 0.
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(d) Rozhodnéte, zda existuje a € (0,00) takové, ze funkce f je monoténni na intervalu
(a,00).

Reseni: Na intervalu z € (0,00) mame
fl(z) = —2e %22 logz + e 2 (2xlogz + x) = e Xz (2(1 —x)log(z) + 1).

Pfimo najit nulovy bod bude obtiZné, spocteme tedy limitu

lim 2(1 - 2)logz + 1 <Y

00(—00) + 1 = —o0.
T—00

Protoze limita se rovna —oo, musi z definice limity existovat takové a € (0, 00), Ze
' < 0na (a,00).
Tedy podle véty o derivaci a monotonii je f klesajici na (a,00). (A tedy monoténni.)

(e) Rozhodnéte, zda existuje b € (0,00) takové, ze funkce f je konkévni na intervalu
(0,).

Reseni: Na (0, 00)

f"(z) = =272 (=222 log x + 2z log z + x) + e 2% (—4zlogx — 2zx + 2logz + 2+ 1) =
e 2 (42*logx — 8z logx — 4x + 2logz + 3)

1ir(r)1+(4x2logx—8:rlog:n—4x+2logx+3) VAL G _0—0—00+3=—oo.
T—r

Tedy z definice limity musi existovat b € (0, 00) takové, ze f” < 0 na (0,b).
Podle véty o druhé derivaci a je tedy f konkavni na (0, b).

2. Uvazujte funkci f definovanou pfedpisem

: 2logx
arcsin <1+10g2:p) , x€(0,00)
0, z = 0.

(a) Ukazte, ze je funkce f dobfe definovana.
ReSeni: Musi platit
21
g Zosr
1+log”x
neboli
—1—1log?z < 2logz < 1+log?z.

P1i substituci ¢t = log x piSeme
—1—-t* -2t <0, 2t —1—1t2<0.

Lze pfepsat na
—(t+1)? <0, —(t—-1)2<0,

coz ale plati pro vSechna ¢t € R a po odsubstituovani pro x € (0, 00).
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(b) Rozhodnéte, ve kterych bodech x € [0, 00) existuji jednostranné derivace funkce f

a pro tyto body je spoctéte.
Regeni: Mechanicky zderivujeme na (0,00) \ {e, 1}.

() = 1 ' %(log2$+1)—2log:z-%log:c _ sgn(log? z — 1)
4log?z (log”z + 1) z(log”z + 1)
" (log? z41)2

Protoze funkce f je na (0,00) spojita (slozeni a aritmetika spojitych funkei), na-
jdeme derivace v e a 1/e z véty o limité derivace:

fie) = lim /(@) = —

r—e+
fl(e) = lim f'(x) =

F1/e) = lim fa)=e

fl(1/e)= lim f'(z)=—e

z—1/e—

Q|

V bodé 0 najdeme derivaci zprava z definice:

. 2log x
0= i S =00 e () | ssnlogte - 1)
fi(0) = lim = lim = lim — =
a—0+ x—0 z—0+ x 0/0 z—0+  z(log”x + 1)
1
= lim 2—————— = -0

v—0+ x(log?x +1)

Urcéete intervaly monotonie funkce f.
ReSeni: Ze znaménka prvni derivace mame:
e f klesa na (0,1/e) a (e, 0),
e froste na (1/e,e).
Urcete obraz mnoziny [0, e] pfi zobrazeni f.
Reseni: Funkce je spojita v 0 zprava (je potieba upocitat) a jeji hodnota je tam
f(0) = 0. Na intervalu (0,1/e) klesa, f(1/e) = arcsin(—1) = —%. Na intervalu
(1/e,e) roste, f(e) = arcsin(1) = 3.
Zaver: f([0,€]) = [-Z, Z].
Urcete intervaly konvexity a konkavity funkce f.
Reseni: Mechanicky zderivujeme na (0, 00) \ {e, %}

2(logz +1)?
f”(l’) = m Sgn(10g2 T — 1)

Ze znaménka druhé derivace plyne, Ze funkce je konkavni na (1/e, e) a konvexni na
(0,1/e) a (e, 00).

3. Uvazujte funkei f(z) = /|sinz|cos (%).
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(a) Naleznéte body maxima a minima funkce f, pokud existuji.
Regeni: Uvodni rozbor:
e Funkce je spojita na R (sloZeni a soucin spojitych funkei).
e Funkce je periodické s periodou T = 4.
e Funkci rozepiSseme na

Vsinx cos §, x € (0,7) + 2km,
f(z) =10, x=0+km,
V—sinzcos§, x € (m,2m)+ 2km.

Nyni mechanicky zderivujeme. Prve uvazujme interval (0,7) + 2kw. Pak

1 1 lcosxzcosZ + |sinz|(—sin
Cosa:cos—+ sin z:(— sin — ), 2 | I¢ 2)
2 /sinz 2’2 " 2 sin z

xz 3ac
1 cos x cos 2 sin x sin £ 5 5

lc
T2 Vsinx ix/sm:c

Na intervalu (7, 27) 4+ 2k7 postupujeme analogicky a dostaneme

fi(z) =

1 cos 32

—Z x € (0,7) + 2k,
fla) = 2Vhne,
—2 s TE (m,2m) + 2kn.

Nulové body - feSime rovnici cos <%¢ 3’” = 0, neboli

Vysledek z = § + %T’T (Pozor, nékteré z téchto bodu vysly ve zlomovych bodech
0+ km.)
P1i porovnéani znamének prvni derivace pak vyjde
e f jerostouci na (0,7/3), (57/3,2n), (7w/3,117/3),
o f je klesajici na (7/3,57/3), (27,7 /3), (117/3,4m).
Z toho pak vyjdou extrémy v bodech:
e lok. maximum: {7/3,27,117/3}.
e lok. minimum: {0, 57/3,77/3}.
(b) Ur¢ete obor hodnot funkce f.
Reseni: Jelikoz funkce je spojita (tedy nabyva mezihodnot), mame Hy = [f(57/3), f(7/3)] =

-2 23]

(c) Existuje otevieny interval I obsahujici bod 7, na kterém je funkce f konvexni?

Reseni: Zderivujme funkci na intervalu (0, 7):

—3sin (3””) sin (z) — cos () cos (375”) .

4sin (x) \/sin (z)

f/l —
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Méme tedy
" E) _-3
(3 NG
Protoze f” je spojita na (0,), tak existuje interval (a,b), 5 € (a,b) takovy, ze

f" < 0na (a,b). Tedy f je na (a,b) konkavni.
Zavér: hledany interval pro konvexitu neexistuje.

4. Uvazujte funkci f zadanou predpisem

{(',I;2>sinx7 = R\ {0}

1, z = 0.

(a) Najdéte intervaly, kde je funkce f spojita.
Reseni: Prve funkei pFepiSeme na

e(sina:) 1nx2, zeR \ {0}
1, z = 0.

Na intervalech (—o00,0) a (0,00) je funkce spojitd z vét o aritmetice a skladani
spojitych funkci.
V bodé 0 spoc¢teme limitu

. i 2
lim esmxlnx — 60 -1

)
z—0

protoze

L . sinzx
lim sin zIn 22 = lim czlnz?=1-0.
x—0 z—0 X

(Druhou limitu lze upoéitat I’'Hospitalem.)
Limita se tedy rovna funkéni hodnoté a funkce je spojita v 0. Zavér: funkce je
spojita na celém R.
(b) Spoctete f/(0), pokud existuje.
Reseni: Prve spoéteme f' na (—o0,0) a (0, 00).

f/ _ x?sin(x) (COS.’IJIH (xz) n 2sin (:L’))

X

Protoze funkce je spojita v 0, Ize aplikovat vétu o limité a derivaci, tedy

. : ~ 2sin (x)
/ = 1 / = 1 _ _sinzlnz? 1 2
f+(0)—xlr(r)1+f(x)—xlr&r—e cosa:n(x)—i—ix

Y11 (—00) 4+ 2) = —c0.
Analogicky vyjde i f’(0) = —c0.

Zaver: f'(0) = —oo.

(c) Rozhodnéte, zda existuje § > 0 takové, ze funkce f je rostouci na intervalu (-9, ).
Reseni: Protoze lim, o4 f'(z) = —o0, musi existovat okoli P,(0), ze f” < 0 na
P,(0).

Diky vété o monotonii ale mame, ze f je klesajici na (—n,0) a na (0,7n). Tedy neni
mozné, aby f byla rostouci na néjakém intervalu (—9,9).
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(d) Rozhodnéte, zda existuje & > 0 takové, ze funkce f je monoténni na intervalu
(€, 00).

Reseni: Uvazujme prvni derivaci

f,(CL') — esinaxlnax2 <COSLL‘1H (ZL‘2) + 2sin (.’E)) )

X

Pro vSechna x > 0 plati
esinrlan > 0.

Uvazujem pomocnou funkci

2sinx

g(x) = cosxInz?® +

Pak specialné v bodech 2k je

2sin 2km

g(2km) = cos 2km In(2k7)? + i In(2km)? > 0.
s
Naopak
25si 2k
g( + 2k7) = cos(m + 2k7) In(m + 2km)* + Sm(z;gﬂ = —In(m + 2k7)? < 0.
T T

Odtud plyne, ze funkce f je rostouci v bodech 2k7 a klesajici v bodech 7 + 2km.

Jelikoz pro kazdé & > 0 existuje k € Z takové, ze 2km > £ tak neni mozné,
aby funkce f byla monotonni na néjakém intervalu (£, 00). Protoze pokud by byla
rostouci (resp. neklesajici), musela by byt rostouci (neklesajici) i v bodech 7+ 2k,
coz je ve sporu se zapornou derivaci v téchto bodech.

Analogicky kdyby f byla klesajici (nerostouci), musela by byt klesajici (nerostouci)
i v bodech 2k7, coz je spor s kladnou derivaci.

Zavér: Takové & neexistuje.

Bonus

5. Necht
r4a’sin, z#0
T) = z
/(@) {O, z =0.

UkaZte, Ze f je rostouci v bodé 0, ale neni monoténni na zadném intervalu (—d, 9).
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276 5. DERIVACE A ELEMENTARNI FUNKCE

xli_)nolof(x)—0~x le_l;llloof(x)—()*x =0.

Tedy ptimka #(x) = 0, x € R, je asymptotou funkce f v oo i —o0.
Nyni jiz zbyva pouze nac¢rtnout graf funkce f.

5.5. Teoretické priklady k derivaci funkce

5.5.1. Priklad. Definujme funkeci

x2sin(%), x #0,

f(x):{o x=0.

Pak f’(x) existuje vlastni pro kazdé x € R, ale funkce f’ neni spojita v 0.

Reésend. V kazdém bodé& x € R \ {0} spocteme derivaci dle Véty 5.1.17 jako
) (1 1
f'(x) = 2xsin (—) — cos (—) .
X X
V bodé 0 vyjde

f'(0) = lim M = lim x sin (l) =0
x—0 X X

x—0

dle Véty 4.2.15. Podivame-li se na posloupnost

1
an=——, neN,
2mn
konverguje tato posloupnost k 0, ale
lim f'(a,) = lim (—cos(27n)) = —1.
n—o0 n—00

Tedy dle Heineovy véty (Véta 4.2.16) neni pravda, ze limyxo f'(x) = f/(0), tj. f’

neni spojita v bodé 0.

5.5.2. Priklad. Pro funkci

zsin<xlz), x #0,
. x =0,

fx) = %x
0

plati
2x sin (xlz) — %cos (x%) , X #0,

, x =0,

f’(X)Zg

&»

(5.42)

a tedy f ma v kazdém bod¢ x € R vlastni derivaci. Funkce f vSak neni omezena

shora ani zdola na Zddném okoli bodu 0.
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Reseni. Obdobné jako v Prikladu 5.5.1 dokazeme (5.42).

Polozime-li

méame lima, =0a
lim f'(a,) = lim (—2«/27111 cos (Znn)) = —00,
n—00 n—oo

a tedy f” neni omezena zdola na zadném okoli 0. Podobné, polozime-li

1
bp = ——=, neN,

Jen+ D’
mame limb, =0a
lim f'(by) = lim (—2 (2n 4+ )7 cos ((2n + 1)7;)) = 00,
n—oo n—o00
a tedy f’ neni omezena shora na zadném okoli 0. *

5.5.3. Priklad. Necht f je reilna funkce s defini¢nim oborem D(f’), pro ktery
plati, ze —x € D(f), kdykolivx € D(f). Nechta € D(f) a existuje f} (a). Pak
existuje f/(—a) a plati

—fi(a), f jesuda,

fi(a),  f jelicha.

Reseni. Necht § € (0, 00) je takové, Ze [a,a +8) C D(f), a ptedpokladejme, ze f je
suda. Pak plati (a —8.a] C O(f). Polozme

_ f(x) = f(a)
- x—a

g(x) x € (a,a+96).

Pak g(x) = [E0=SED [y ¢ (q,a + §), a pouzitim Véty 4.2.20 dostavame

fi(@) = lim g(x) = lim g(—y) = lim M
X—>a4 y—a— y—>a— -y —a
g SO
y—>a— a—(—a)
Tvrzeni pro pripad liché funkce se ovéri obdobné. *
5.5.4. Priklad. Necht
2. (1
F) = x +x%sin(1), xeR\{0}

0, x =0,

Ukazte, ze f je rostouci v bodé¢ 0, ma vlastni derivaci pro kazdé x € R, ale neni
rostouci na zddném okoli bodu 0.
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5.4.5. Poznamka. Je-li realna funkce g rostouci v bodé a € R, pak obecné nemusi
existovat § > 0 takové, Ze g je monoténni na intervalu (a—§, a+6). Stacivzit g(x) =
x + f(x),x € R, kde f je funkce z Piikladu 5.5.2, a polozit a = 0. Potom g’(x) =
1 4+ f'(x) plati pro kazdé x € R. Déle g'(0) = 1, a tedy g je rostouci v 0. Funkce
/' neni omezena shora ani zdola na zadném okoli bodu 0, a proto v kazdém okoli
bodu 0 funkce g’ nabyva kladnych i zapornych hodnot. Predpokladejme nejprve,
ze g je neklesajici na jistém okoli B(0,6), § € R, § > 0. Potom pro kazdé x,y €
B(0,8), x # y, plati
gx) —g(y) -0,
x—y
Diky vété o srovnani (Véta 4.2.9(b)) dostavame, ze g’(y) > 0 pro kazdé y € B(0,§),
coz je spor. Obdobny spor obdrzime, pokud predpokladame, ze g je nerostouci na
jistém okoli bodu 0.

5.4.6. Véta. Necht f: I — R roste (respektive neklesa) v kazdém bodé intervalu 1
(v ptipadnych krajnich bodech I uvazujeme piislusné jednostranné varianty). Pak
S roste (respektive neklesa) na I.

Diikaz. Predpokladejme, Ze f je rostouci v kazdém bod¢ intervalu 7, a uvazujme
libovolné body a,b € I,a < b. Chceme dokazat, ze f(a) < f(b). Definujme
M = {c € (a,b]; f(c) > f(a)}. Pak M je shora omezena mnozina, nebot b je horni
zavorou M. Funkce f je rostouci zprava v bodé a, a proto existuje §; € R,§; > 0,
takové, ze f(x) > f(a) provsechnax € Py (a,d;). Pak (a,b]NPy(a,81) C M,atedy
M # @. Polozme s = sup M. Pak zfejmé¢ a < s < b. Nalezneme 6, € R,8, > 0,
takové, ze f(x) < f(s) pro vSechna x € P_(s,8,). Z definice suprema existuje
t1 € M N P_(s,8,), pro které tedy plati f(a) < f(t1) < f(s). Proto dostavame
seM.

Dokazeme nyni, ze s = b. Kdyby totiz platilo s < b, nalezli bychom §3 €
R, 83 > 0, takové, ze f(x) > f(s) pro véechna x € P(s,83). Pak tedy libovolné
tr € P1(s,83) N (s,b) spliuje f(a) < f(s) < f(t2), coz znamena t, € M. To je ale
spor s faktem s = sup M. Tim je rovnost s = b dokazana, a tedy diky s € M mame
f(b) = f(s) > f(a). Tim je dikaz nerovnosti f(a) < f(b) proveden.

Predpokladejme nyni, ze f je neklesajici v kazdém bodé I. Méjme dany body
a < bz intervalu I a zvolme pevné ¢ € R,e > 0. Funkce g(x) = f(x) + ex,
x € I, je rostouci v kazdém bodé I, tedy dle prvni ¢asti diikazu plati f(a) 4+ ea =
gla) < g(b) = f(b) + ¢b. Jelikoz ¢ je libovolné, plati f(a) < f(b). Tim je dtikaz
dokoncen. ]

5.4.7.Véta. Necht/ C Rjeintervala f: I — R mavkazdém bodé I kladnou (re-
spektive nezapornou, zapornou, nekladnou) derivaci (v pfipadnych krajnich bo-
dech I uvazujeme jednostranné derivace). Pak f roste (respektive neklesa, klesa,
neroste) na I.

Diikaz. Ma-li funkce v kazdém bodé¢ intervalu I kladnou derivaci, je v kazdém bodé
I rostouci podle Véty 5.4.3. Z Véty 5.4.6 pak plyne, ze f je rostoucina [.
Ostatni ptipady jsou obdobné. |



