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Teorie

Věta 1 (Cauchyovo odmocninové kritérium). Nechť
∑∞

n=1 an je řada s nezápornými
členy.

(a) Jestliže plat́ı

∃q ∈ (0, 1) ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : n
√
an ≤ q,

pak řada
∑∞

n=1 an konverguje.

(b) Je-li lim sup n
√
an < 1, pak řada

∑∞
n=1 an konverguje.

(c) Je-li lim n
√
an < 1, pak řada

∑∞
n=1 an konverguje.

(d) Je-li lim sup n
√
an > 1, pak posloupnost {an} nekonverguje k 0, a tedy řada∑∞

n=1 an diverguje.

(e) Je-li lim n
√
an > 1, pak posloupnost {an} nekonverguje k 0, a tedy řada

∑∞
n=1 an

diverguje.

Věta 2 (d’Alembertovo pod́ılové kritérium). Nechť
∑∞

n=1 an je řada s kladnými členy.

(a) Jestliže plat́ı

∃q ∈ (0, 1) ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 :
an+1

an
≤ q,

pak řada
∑∞

n=1 an konverguje.

(b) Je-li lim sup an+1

an
< 1, pak řada

∑∞
n=1 an konverguje.

(c) Je-li lim an+1

an
< 1, pak řada

∑∞
n=1 an konverguje.

(d) Je-li lim an+1

an
> 1, pak lim an =∞, a tedy řada

∑∞
n=1 an diverguje.

Věta 3. Nechť {an} je reálná posloupnost, jej́ıž všechny členy jsou kladné. Nechť dále
plat́ı, že

lim
n→+∞

an+1

an
< 1.

Potom plat́ı, že
lim

n→+∞
an = 0.

Věta 4. Nechť an je kladná posloupnost. Nechť nav́ıc existuje

lim
n→∞

an+1

an
= A.

Pak existuje i
lim
n→∞

n
√
an = A.
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Fakta (
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!

lim
n→∞

(
1 +

a

n

)n
= ea

Poznámky 5. Algoritmus:

1. Zkontrolujeme, že má řada nezáporné členy. Jinak vyšetřujeme absolutńı konver-
genci.

2. Vybereme si d’Alambertovo nebo Cauchyovo kritérium a spočteme př́ıslušnou lim-
itu.

(a) Obvykle nezálež́ı, které kritérium zvoĺıme. Výjimkou je situace, kdy řada
obsahuje nulové členy - pak muśıme zvolit Cauchyho. Druhou výjimkou je
př́ıpad, lim sup > 1, který se vyskytuje pouze u Cauchyho.

(b) Může se stát, že limita neexistuje, pak zkuśıme variantu s lim sup nebo s
nalezeńım q.

3. Podle limity (< 1 nebo > 1) uděláme závěr: Konverguje nebo Diverguje.

4. Varováńı: Pokud limita vyjde rovna 1, nev́ıme nic. Nav́ıc pokud vyšla 1 v odmoc-
ninovém kritériu, vyjde 1 i v pod́ılovém a naopak. Bude pak potřeba zvolit nějaké
úplně jiné (nejsṕı̌s nutnou podmı́nku nebo (limitńı) srovnávaćı).

Př́ıklady

1. Určete, zda následuj́ıćı řady konverguj́ı:

(a)

∞∑
n=1

n2

2n

(b)
∞∑
n=1

6n

22n + 32n

(c)
∞∑
n=1

(n!)2

2n2

(d)

∞∑
k=1

(
2 + (−1)k

7

)k

(e)

∞∑
k=1

k7

2k + 3k

(f)
∞∑
n=1

(
2n

n

)
1

5n

(g) *

∞∑
n=1

(
1 + cosn

2 + cosn

)n

(h)

∞∑
n=1

(
n− 1

n + 1

)n(n−1)

(i)

∞∑
n=1

n2 + 1

2n − 1

(j)
∞∑
n=1

1(
1 + 1

n

)n
(k)

∞∑
n=1

(
n2 − 1

n2

)(n−1)n(n+1)

(l) *

∞∑
n=1

n
√
n!

n
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2. Vyšetřete konvergenci x ∈ R:
∞∑
k=1

k4xk

Zkouškové př́ıklady

3. Vyšetřete konvergenci následuj́ıćıch řad:

(a)
∞∑
n=1

2n

2n + 1
zn, z ∈ R.

(b)
∞∑
n=0

(−1)n
n100

2n

(c)
∞∑
n=0

n(n2)

(n + 1)n2+1

(d)
∞∑
n=0

ln(22n + 1)

ln(24n + 1)

•(1g)∣∣∣1+cosn
2+cosn∣∣∣≤2

3.

•(1l)Věta4.
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