15. cviceni
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/, kunckbam@natur.cuni.cz

Piiklady

Najdéte primitivni funkce na nejvétsim mozném intervalu:

L (a) f(z)=|z|
(b) ]ﬁ(m) = max{1, z°}
Reseni:

http://is.muni.cz/do/sci/UMS/el/analyza/pages/zakladni-integracni-metody.html
346
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Metody feSeni vybranych Gloh z matematické analyzy

Reseni. [cos?Zdx= [H2dr =1 [1dz+ 1 [coszdr =%+ 522 4 CnaR.
n

§2. Lepeni primitivnich funkci. Pokud umime nalézt primitivni funkci k
dané funkci na nékterych intervalech (a,b), ale neumime to pfimo pro maximalni
intervaly, na kterjch existuje, pak uzivame casto ,metodu lepeni“ primitivnich
funkci.

Pifiklad Spoctéte [ |z|dz.

Reseni. Snadno nahlédneme, %e [ |z|dz = [xdz = “—22 + C na intervalu (0,00) a
ze [|z|dz = [(—z)dx = —%2 + C na intervalu (—o0,0). Tedy pro vSechna ¢ € R
je L; + ¢ primitivni funkei k || na intervalu (0, 00) a pro vSechna d € R je — %2 +d
primitivn{ funkei k |z| na intervalu (—oo, 0).

Protoze funkce |z| je spojitd na R, existuje primitivni funkce k |z| na R.

Je-li F' néjakd primitivni funkce k funkci |z| na celém R, pak F(z) = %2 +c
na intervalu (0, 00) pro néjaké ¢ € R a F(x) = —””2—2 + d na intervalu (—o0,0) pro
néjaké d € R. Navic, protoze F' ma v kazdém bodé z intervalu (—oo,00) vlastni
derivaci |x|, musi byt F' spojitd na R. K tomu je nutnou a postac¢ujici podminkou
to, Ze plati

lim F(z) = lim F(x),
z—0_ z—04
a tedy ¢ = d. Funkce F je proto rovna funkci (sgnx) % + ¢ na celém R pro né&jaké
¢ € R a vzhledem k tomu, Ze vSechny primitivni funkce na intervalu jsou urceny
2
jednoznacné az na pficteni konstantni funkce, jsou funkce tvaru (sgnx) % + ¢ vSemi
primitivnimi funkcemi k || na maximalnim intervalu (—oo, 00), tj.

2
/|x| dz = (sgnx)% + C na (—o0, 00).

Piiklad Spoctéte [|sinz + cosz|da.

Reseni. Protoze sinz + cosz = sinz + sin(z + %) = 2sin(z + %)
|sinz + cosz| = (—1)*(sinz + cos z), pokud @ € I;, = (=% + km, 2% + k), kde k je
libovolné celé ¢islo. Snadno nyni zjistime, ze funkce

[

Fi(z) = (=1)*(— cosz + sinx) + cx

je primitivni k funkci |sinz + cosz| na intervalu Ij, pro kazdé celé k a libovolné
realné cy,.
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 397

(346) Vypoctéte
J max{1, x%} dx.

Reseni:
Pro [x| <1 plati
Jmax{],xz}dx = J] dx =x+ C.

Je-li [x| > 1, plati
3

Jmax{],xz}dx:szdx: X§+C.

Protoze v(sledna funkce musi byt spojitd, plati
x3 2
?—§+C pI’OX<—1,
Jmax{],xz}dx: x+C pro |x| <1,
x> 2
5+5+C pro x > 1.

Petr Zemanek & Petr Hasil http://user .mendelu.cz/hasil



(c) flz)=Va"
Resent:
Plati, ze Va6 = |23|. Na intervalu = € (0, +00) plati, ze

4
/\/:de:/ac3d$::i+01

Na intervalu x € (—o0,0) plati, ze

4

/\/de:/(x3)dx=‘1+c2

Primitivni funkce ovsem existuje na celém R, pokud se obé funkce shoduji v
bodé 0, tedy pokud C7 = Cy (princip lepeni). Primitivni funkce jsou tedy
urceny vztahy
—%4 +C z<0
Flx)=< C x=0
% +C x>0

kde C' znaéi vSude stejnou konstantu, avsak libovolné volenou.

(d) fla)=e
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X & (O[%S
'-\)( -“\'
Kﬁ dx = < & Le,
Kel -0 s)
X
g € 0'{;( = ek \*&2
L, €30 = e,
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(¢) f(x) = |sina]
Reseni:
Protoze f je spojitd na R, mé také na R primitivni funkci.
Nejprve ur¢ime neurcity integrdl k f na intervalech (0 + 2km,m + 2k7) a
(m + 2km, 27 + 2km), kde k je libovolné celé ¢islo. Protoze

(@) sinz  x € (04 2km, 7+ 2kn)
| —sinz =z € (7 + 2km, 2w + 2km)

plati, ze libovolnd primitivni funkce k funkci f na R mé tvar

Fla) = —cosz+ A € (04 2km, m+ 2km)
| cosz+ By  x€ (7 + 2km, 21 + 2km)

kde Ay, By jsou konstanty. V bodech 2k je potieba zajistit, aby funkce F
byla spojitd, a tudiz limita zleva byla rovna limité zprava. Z toho vyplyva,
ze

—cosx + A =cosx + B4 prox =2knr = —1+ A =1+ Bp_1

— Ay =2+ Bp_1
—cosx + A = cosx + By, prox=n+2kr — 1+ A, =—-1+ DB,
:>Bk:Ak+2:4+Bk,1

Z toho vyplyva, ze funkce F' je jednoznacné urcéena volbou kterékoliv kon-
stanty Ay nebo By pro jedno libovolné volené celé &islo k.

(f) f(z) =+v1—sin2zx
Reseni:
Zadand funkce je definovanad a spojitd na celém R, tedy primitivni funkci
budeme hledat také na R.

/\/l—sin2:r dx—/\/cos2x+sin2x—251nwcosw dx
:/\/(cosx—sinx)2 dxz/]cosa:—sinﬂ dz

Nyni hledejme primitivni funkeci zvlast na intervalu (—gf + 2km, § + 2km),
kde

/ |cosz —sinz| dz = /(cosx —sinx) de = sinx 4 cosx + Ag
a na intervalu (T + 2k, 2T + 2km), kde

/]cos:c —sinz| dx = /(sin:c —cosz) der = —cosx — sinx + By.
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Abychom dostali primitivni funkci na celém intervalu (0, 7), musime zajistit,
aby v bodé T + 2k byla spojita, tedy aby platilo

. ™ ™ .
SIHZ+COSZ+Ak——COSZ—Slnz‘i‘Bk
V24 A = —V2+ By

Volbou jedné z konstant Ay nebo By je tedy primitivni funkce jednoznaéné
urcena. Naopak, jednu z téchto konstant muzeme volit zcela libovolné.
Je mozné ovérit, Ze nalezend funkce je v bodé 7 + 2km je diferencovatelnd

(vypocttem derivace zleva a zprava pomoci limity) a derivace ma spravnou
hodnotu. Neni to ale nutné, protoze mame Vétu.

(g) f(x) = [sinz|
(h) f(z) =|sinz + cosz]|
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(c)

{d)

f(z) = |sinz|

Reseni:

Protoze f je spojitd na R, ma také na R primitivni funkei. Tudiz md také
primitivni funkeci na véech otevienych podmnozindch R a tato primitivni
funkce musi byt ve viech bodech spojitd, nebof ma ve viech bodech vlastni
derivaci | sin z|.

Nejprve uréime neuréity integrdl k f na intervalech (0 + 2km,w + 2kw) a
(m + 2kw, 2w 4+ 2k7), kde & je libovolné celé Cislo. Protoze

() sinz  z € (0+ 2kn, 7™+ 2km)
| —sinz =z € (74 2km, 27 + 2kn)

platif, Ze libovolna primitivn{ funkee k funkci f na R ma tvar

Flz) = —cosz + Ar z € {0+ 2km, 7+ 2km)
" | cosz+ Be oz € (m+2km,2n + 2k7)

kde Ay, By jsou konstanty. V bodech 2kx je potfeba zajistit, aby funkce F
byla spojitd, a tudiz limita zleva byla rovna limité zprava. Z toho vyplyva,
7

—cosz + Ap =cosz + Br prox =2kr = —1+ Ay =1+ B

= Ap=2+ B
—cosx + Ay = cosz + By prozx=m+2kr = 1+ 4;,=-14+B;
= B =Ar+2=4+ B,

Z toho vyplyvd, Ze funkce F je jednoznafné uréena volbou kterékoliv kon-

4 ws

stanty Ay nebo By, pro jedno libovolné volené celé éislo k.

flz) =+1—sin2z
Reseni:
Sledujte vypodet.

[vl—sin2:v d:c:/\/cosg:r:+sin2m—251nwcosw dz

=[ (cosz — sin z)? do:=f|cossc—sin:1;| dz

Nyni hledejme primitivni funkei zv1ast na intervalu (0, §), kde
/ leosz —sinz| de = f(cosm —sinz) do =sinz + cosz + C1
a na intervalu (§, =}, kde

f|cosw— sinz| de = /(sina;— cosz) dz = —cosx —sinzx -+ C.
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Metody feSeni vybranych Gloh z matematické analyzy

Reseni. [cos?Zdx= [H2dr =1 [1dz+ 1 [coszdr =%+ 522 4 CnaR.
n

§2. Lepeni primitivnich funkci. Pokud umime nalézt primitivni funkci k
dané funkci na nékterych intervalech (a,b), ale neumime to pfimo pro maximalni
intervaly, na kterjch existuje, pak uzivame casto ,metodu lepeni“ primitivnich
funkci.

Pifiklad Spoctéte [ |z|dz.

Reseni. Snadno nahlédneme, %e [ |z|dz = [xdz = “—22 + C na intervalu (0,00) a
ze [|z|dz = [(—z)dx = —%2 + C na intervalu (—o0,0). Tedy pro vSechna ¢ € R
je L; + ¢ primitivni funkei k || na intervalu (0, 00) a pro vSechna d € R je — %2 +d
primitivn{ funkei k |z| na intervalu (—oo, 0).

Protoze funkce |z| je spojitd na R, existuje primitivni funkce k |z| na R.

Je-li F' néjakd primitivni funkce k funkci |z| na celém R, pak F(z) = %2 +c
na intervalu (0, 00) pro néjaké ¢ € R a F(x) = —””2—2 + d na intervalu (—o0,0) pro
néjaké d € R. Navic, protoze F' ma v kazdém bodé z intervalu (—oo,00) vlastni
derivaci |x|, musi byt F' spojitd na R. K tomu je nutnou a postac¢ujici podminkou
to, Ze plati

lim F(z) = lim F(x),
z—0_ z—04
a tedy ¢ = d. Funkce F je proto rovna funkci (sgnx) % + ¢ na celém R pro né&jaké
¢ € R a vzhledem k tomu, Ze vSechny primitivni funkce na intervalu jsou urceny
2
jednoznacné az na pficteni konstantni funkce, jsou funkce tvaru (sgnx) % + ¢ vSemi
primitivnimi funkcemi k || na maximalnim intervalu (—oo, 00), tj.

2
/|x| dz = (sgnx)% + C na (—o0, 00).

Piiklad Spoctéte [|sinz + cosz|da.

Reseni. Protoze sinz + cosz = sinz + sin(z + %) = 2sin(z + %)
|sinz + cosz| = (—1)*(sinz + cos z), pokud @ € I;, = (=% + km, 2% + k), kde k je
libovolné celé ¢islo. Snadno nyni zjistime, ze funkce

[

Fi(z) = (=1)*(— cosz + sinx) + cx

je primitivni k funkci |sinz + cosz| na intervalu Ij, pro kazdé celé k a libovolné
realné cy,.
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Primitivni funkce 1.

Uvazujme funkci F' definovanou pfepisem F(z) = Fj(z) na kazdém I. Aby
funkce F' byla spojité, musi platit

lim  (=1)F(—cosz +sinz) +cp = V24, =

z—(3F +km)_

(—D)* 1 (—cosx +sinz) + cpy1 = —V2 + crpa

lim
r— (= F+(k+1)m)4+

pro vsechna k € Z.

Zvolime tedy ¢ libovolné a ¢;, = ¢ + 2kv/2 pro viechna k € Z. Tim je uréena
spojita funkce F' na R. ProtoZe derivace funkce F' konverguje k hodnoté (spojité)
funkce |sinz + cosz| pro = blizici se hodnoté — % + k7 zleva i zprava pro vSechna
celd k, jsou podle véty o limité derivaci a jednostrannych derivacich limita zleva i
zprava funkce F’ rovny derivaci F' v bodé —7 + k7 a ta je rovna hodnoté funkce
|sinz + cosz| v bodé —7 + km pro vSechna celd k. Proto je F' primitivni funkei k
| sin z+4cos z| na celém R. Pfi¢tenim libovolné konstanty mizeme docilit, Ze hodnota
co je libovolné realné ¢islo.

Resenim tedy je, Ze

/ |sinx 4 cosz|dz = Fy(z) + C,

kde Fy(z) = (—1)*(— cosz + sinz) + k2v2 pro @ € [-Z + km, — % + (k + 1)x] pro
vSechna k cel. ]

Vsimnéte si, ze v prvnim z predchozich dvou prikladi jsme pouzili explicitné
tvrzeni o existenci primitivni funkce ke spojité funkei [I1, Véta 49], kdezto ve dru-
hém jsme se bez toho obesli. Pouzili jsme ovSem jiné tvrzeni (o limité derivace a
jednostranné derivaci [DII, Véta 80]). V obou pfipadech si miizete rozmyslet, jak
by vypadalo uziti druhého z obou moznych postupt.

§3. Derivace soucinu a metoda per partes. Neni prilis casté, aby funkce
byla zapséna ve tvaru derivace souc¢inu dvou funkci jako v nésledujicim prikladu.

Piiklad Spoctéte [e”(sinx + cosz)dw.

Resent. [ e”(sinz+cosz)dx = [ ((ew)’ sinx + e%(sin a:)’) dz = e®*sinz + C na R.
|

Mnohem castéji je mozné vyjadrit si zadanou funkci jako soucin derivace jedné
funkce s funkci druhou, tedy jen jako ¢ast vzorce pro derivaci sou¢inu. To nam

umozni pouzit metodu per partes, kterd spociva v nasledujicim pozorovani.
Je-li G'(z) = g(x) a F'(z) = f(x) pro viechna x € (a,b), pak plati, Ze

/ F(2)g(z) dz = F(2)G(z) — / f(2)G(x) da

11



Priklady
(a)
dz
/ 14 sinx

Reseni: substituce t = tg £

2dt
de = —°
TR
) 2t
sinx =
t2+1
tedy
/da: _/th 1 _/ 2dt _/2dt_21
Lsing ) 2+114 25 ) 2+20+1 ) (t+1)2 “t+1
Zpétna substituce:
1
Flr):=-2—7—
(z) tg 5+ 1

a to na intervalu (—m; 7)+2km, to je ze substituce tg 3. Dale mame podminky,
sinz # —1, tedy x # —n/2 + 2kn. Také mame podminky tg § # —1, které
ale davaji stejnou podminku na = # —7/2.

A jdeme lepit (VOLSF):

A P =0

takze nemusime funkce nijak posouvat a je tfeba dodefinovat krajni body,
udélat podminky a pfipojit konstantu.

F’(m) _ —2@4—0 x € (—m + 2kmym + 2km) \ {—7/2 + 2kn}
O+c xz=m+2knm

V bodech —7/2 nelepime, primitivni funkce tam vibec neni definovang a ani
puvodni integral tam neddava smysl.

Na zdvér se jesté podivdme na substituci. Volili jsme ¢(t) = tg 5, tedy
o Y(x) = 2arctant. Tedy ¢ je z (—m,7) do R, coz ndm zaroven davd
intervaly, na nichz jsme ziskali primitivni funkci. (Nezapomene aplikovat
podminky, ¢t # —1.)
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(b) f(z) = !

© 2sinz —cosxz+ 5

Reseni: Funkce f je zfejmé spojitd na R, a tudiz k nf na R existuje prim-
itivn{ funkce. K jejimu nalezeni pouzijeme substituci ¢ = tg § na kazdém
z intervalu I, = (—m + 2km, m+ 2kw), kde k € Z. Podle transformacnich
vztahu mame, Ze na kazdém z intervalu I plati

1 1 c 1 Jt+1
dt == ————— dt = —arctan
4t — 14+ t2 + 5+ 5¢t2 3t2 42t +2 \/5 \/5
1 3tg 5 +1
= —arctan ———.

V5 V5

Muzeme tedy psét, ze

1 1 3tg 5 +1
F(r) = dz = —arctan —2— + C}, € Ii.
(2) /QSinx—cosx—H’) . \/Earc an V5 +Ck TSk
Ziejmeé
I F(z) = —— +C I F(z) "_t+c
im T)= —— , im )= ——+ .
z—(m+2mk)— 2\/5 F z—(m+2mk)+ 2\/5 h

Z pozadavku spojitosti na funkci F' v bodé (7 4 27k) tedy vyplyva, ze

s

T
— 4+ Cy = +C
WV k W k+1

odkud ihned mame, ze

7T
Cri1 = —= + Cr.
k+1 \/g k

Tato podminka volbou jedné libovolné z konstant C} urcuje vSechny ostatni.

Napiiklad indukci lze lehko ukéazat, ze

wk
Ci = — + Cy, k€ Z.
k \/g 0

Pro funkci F' tedy muZeme pséat

1 3tg £ 41
——arctan - B + * +Co, z € (—m+ 21k, 7w+ 27k)
Fa) =0 Blyne V0
(2k + )ﬂJrCo, r=m+ 2k

2V5

Protoze vime, ze F'(z) = f(z) pro kazdé = € Uy I, z véty o limité derivace
diky spojitosti funkce f a F na R vyplyva, ze F'(z) = f(x) i ve styénych
bodech jednotlivych intervali, tedy na celém R.
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/ dx
2 —sinx

Reseni: Jako vyse, t = tg 5. Mame

/dx _/th 1 _/ a
2—sinz ) 241 22t | 2—t4+1

t2+1
/ 4 dt 2 " 2t — 1
—————————— = —arctan
313’ V3 V3
7= | +1
5
Zpétna substituce:
2 2tg £ —1
F(z) := —=arctan &3

V3 V3
na intervalu (viz vyse) (—m,7) + 2k7
Lepeni (VOLSF):

m
lim F(z)=—

T—T— () \/g
. 7

A, Fl) =——7

Tedy budeme posouvat o % a dodefinujeme v krajnich bodech pomoci pravé
zjisténych limit, pfiddme konstantu.

Celkem mame:

() { %arctan th\%_l + lm% +c¢ x € (—m+2km;m+ 2km)
xTr) =

F s 2
%—{—kﬂ'%‘{‘c 37:7["{’2]{77-

Podminky substituce jsou stejné, jako u prvniho ptikladu.

(@) y
/ sm‘ x2 du
1+ sin“x

Reseni: Funkce je sudd v obou proménnych, tedy t = tan z, sin®z =

dz = lfig. Mame:

t2
t2+1 9

2

/ sin®e_ / T dt / £ "
xr = . frnd =
1 +sin’x 1+ t;il t2+1 (14 12)(2t2 + 1)

/ dt / dt tan t 1 tan /2t
— — arctan t — —=arctan
1+t 2t2 4+ 1 V2
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Tedy

1
F(zx) = arctan tan x — ——arctan v/2tan =

V2

Tangens je definovan na (—m/2;7/2), tedy k lepeni potiebujeme

T 1 7 V2—-1\n
lim Flz)=—— —— = —
z—I— () 2 V22 ( V2 ) 2
T 1 7 V2—1\n
lim Fla)=——74+—4==— -
SN ANE <ﬁ>2
Celkem:
arctan tan xr — %arctan ﬁtan T+ km \/\i/gl +c
F(z) = x € (—m/2+ km;7/2 4 2m)
7/2-1 2-1 T
5\(/5 +k”(/§ te T= gk

Substituce byla ¢ : tan x =t je definovana na (—m/2;7/2) zobrazuje do R.

(e)

1
d
/ (1 —cos?z)(1 + cos? x) v

Reseni: Funkce je definovand (a spojitd) na intervalech (0 + km, 7 + k).
Zaroveni je sudd v obou proménnych, bude tedy vhodna substituce ¢ = cot x
(misto obvyklého tangens). Pouzijeme transformaéni vztahy

—1dt 9 1 9 t2 t

dx sin“r=-—— cos“x = ——, sinxcosx = ——
1+ ¢2 1+ 2

T2 1 1+ 2

a dostaneme

1 -1 142 1 1 1
dt=— | ——dt=— [ =+=——_dt
(1+L)1+t2 /1+2t2 /2+21+2t2

1
1+¢2 1+¢2
1
= _—_t—

1
arctan \/575 +c

Zasubstituujeme zpét a mame

1 1
F(z) = —= cot & — ——arctan (vV2cot z) + ¢

2 2v/2

pro x € (04 km, 7 + km).
Funkce se pfi téhle substituci nelepi.
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14 sinx
f =—
) f@) =5 sz
Reseni:
Ilja Cerny
str. 154, pi. 9.11b
.2 2
sin“x — cos” x
(&) f(z) = sin?2 + 4cosx
Reseni: Tlja Cerny
str. 155, pf. 9.11c
1
h x) =
(b) flz) sin?x + 2cos2x
Reseni: Ilja Cerny
str. 139, pt. 9.6
. 1
W@ = Gre
Reseni:
Holicky Kalenda str. 25
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Priklad 9.11b. Na rozdil od pfikladu 9.11a je funkee

1+sinz
91 T
(91) F@) = 5rass
spojité v celém R. Aplikace 2SM s funkei w(#) = 2 arctgt vede k rovnostem
1+¢)? 2 2 2t 2t
= t / = ( = —
Mo = HeO) O = ire " e TTve 348

(2 a1 1Y
Buee m T ey

platnym pro viechna ¢ € R; funkce

2 tg iz 1+1g iz
92 F 1= —z arct 2 lg ——2—
{92) o(z) \/garcg(\/g)wL 8Tt s

je proto funkei primitivni k f{z) v Jo.

K pRIKLADU 9.11B

Polozme Fy(w) := Fy(w=) = n/+/3; takto roziifens funkce Fp je spojitd v inter-
valu I} := {—m, ). Pro kaZdé k € Z oznadme

(93) Ip o= {((2k — D, (26 + L)), I} = ((2k — D)r, (2k + 1)}

a v I} definujme funkei ¥y podminkou Fy(x) := Fy(z — 2kn). (ProtoZe funkee Fy
je 2m-periodicks, je Fi{x) v Iy rovno pravé strand rovnosti (92) a Fi((2k+ 1)7) ==
7/+/3.) Funkce F} je spojitd v I}, a zaroven je funkei primitivni k f v 7. PoloZime-li

(94) A= Fo((2k + L)1) — Frpa{(2k + V)m+) = Fy(m) — Fo(—m+) = 2/3m,
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je funkee F : R — R definovand podminkou
(95) F:=F,+kA v I} prokaidé keZ

funkei primitivnd k f v celém R.

Ptiklad 9.11c. Funkce

.2 2
sin® z — cos?

96 T) = ——————

(96) f(@) sinfx 4+ 4cos?x

je spojitd v R a funkei k ni primitivoi (v R) lze najit pomoci 1SM: V intervalech

Ky == (3(2k — Om, L(2k + 1)), k € Z, vytkneme z Eitatele i jmenovatele viraz

cos?z a f(z) upravime na tvar

cos?z - (tgfz—1) tg?z—1 I
cos?z - (tgfz +4)  (tgz+1)(tg2z+4) cosiz’

(967) flz) =

pak v 15M poloZime tg x = y. ProtoZe rovnosti

__ ¥ -1 _ 5
W=D 3

1 2 1 (5 Y

2 !
Prd 31 5573 ﬂmtgy)

plati v3ude v R, je funkce

©7) Fi(w) = arctg(ftgz) — 3z

funkei primitivni k f{z) v K.
o~ F on/12
F'1 F7m/12

F=F F
~3mi2 -2 ¢ b2
/\_/ B " e
F

-9m/12 |

K pRIKLADU 9.11C
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Funkci F, rozgifime spojité na interval K} = (1(2k — L)m, 5{2k + 1)7) tim,
ze polozime Fj(3(2k + 1}71') = Fp(3(2k + 1)m—) := &m — §(2k + 1)m; protoZe
Firp1(3(2k + Um+) = = — 2k + 17, je

A= Fk(—lz-(2k+1)7r) _F.'c+1 {2k+1)ﬂ'+) %
a funkce F : R — R definovana podminkou
(98) F=F,+kA v K prokaidé keZ

je funkci primitivni k f v celém R.
Piiklad 9.11d. Funkce
sing
99 =
(99) /) (2 cosz — 1)(2 sin’ z — 1)

mé primitivn! funkee v kafdém otevieném intervalu neobsahujicim Zadny bod =,
v némZ je bud cosz = %, nebo sinz = :I:%\/i Maximdalnimi intervaly s touto
vlastnosti jsou intervaly

Ap = {2km - -é—n‘,Zkﬂ' - %'n), By : = (2km — §m, 2k + %w),
{100) Ck : = (2w + §m, 2km + §m), Di:=(Zkm+ 37, 2kT + ),

By = (2km + 3m, 2km + -3—71’), Fy: = (2km + 3m,2kn + %w),

kde % € Z. V kaZdém z nich napifeme f{zx) ve tvaru

—sinz

(99') fla)= {2 ecosz —1)(2 cos?x — 1)’

poloZime cosz = y a aplikujeme 18M. Zbjva najit primitivni funkci funkce

1

(101) gly) = D=1

v intervalech, které neobsahuji Zidny 2 bodil 1, :i:%\/i Ctensf snadno ovéf, Ze
identita

@ b c
102 =
(102) g() w1t Va1 Vag i1’
kde
(103) a=-2, b=1(v/2+1), c=4v2-1),
je rozkladem ¢(y) na jednoduché zlomky. Funkce
104 G)=—lg|2y~ 1|+ —=g|vV2y - 1|+ == lg{Vay +1
{104) () gl_yl\/—lyl\/— I,
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Priklad 9.5. Funkce f{z) :=1/+/e* — 1 m4 podle V.9.2 primitivni funkei v Ry.
Polozme /€% — 1 = ¢, tj. substituujme = = w(t) = lg{t® + 1). Vechny pfedpoklady
25M jsou splnény, proto¥e w’(£) = 2¢/(t2+1) > 0 pro viechnat ¢ Ry aw(lRy) = Ry
ProtoZe

fluw()w'(2) =

1 2
T = (2arctgt) v Ry,

2
t2+1 2+1
je F(x) := 2 arctg 1/e* — 1 funkei primitivni k f{z} v Ra.

Ptiklad 9.6. Funkce

1
ginz + 2cos? z

(18) flz) =

mé podle V.9.2 primitivni funkei v celém R, ale najit ji bude ponékud komplikova-
néjsi, protoze standardni substituci tgz = y (sr. s piikladem 9.11) lze provést jen
v intervalech, které neobsahuji Z4dny bod tvaru %(Qk + 1), kde k € Z.

Pracujme v intervalech Iy := (3(2k — 1)m, %(2&" + 1)), kde k € Z, a upravme
(18) na tvar

1 1 _ {tgz)
T cos?p tgir 42 tgiax+2’

(187) f(z)

podle 18M (s w(z) = tgx) a podle (4) plati pro kaZdé k € Z rovnost

1 _ (L AY 5 - (L gy’
m_(ﬁMCtg\/ﬁ) v R, takie f(m)—(ﬂarctg\/.z.) v Iy
Funkee F), definovans v intervalu I} := (1(2k — 1)m, 2(2k + 1)x) podminkarmi

% arctg th;; pro viechna z e Iy
(19) Fk(m) = -
Fu(d(2k+ 1)r—) = —= pro z = 3(2k+1)7

2v/2

je spojita v I, protoZe se jeji hodnota v koncovém bod# intervalu It rovna piisluiné
limité zleva. Protode &islo A := Fp(1(2k+1)7—) ~Fi(3 (2k—1)m+) = 7 //2 nezdvisi
na k, je funkce F' definovand podminkami

{20) Flz) := Fy{z) + kA pro vechna x ¢ I} a viechna ke Z

ziejmé spojitéd v celém R; je plitom funkei primitivni k f v kafdém intervalu Iy.
Podle V.5.5 a vzhledem ke spojitosti f v R je kromé toho

‘(L2 = li o = li
F (2( k+ 1)71-) :r:—}(2.;:1-}{11)1r/2 (E) m—>{2}cr-+1:11)1'r/2

flz) = f(%(Zk + 1)),

co? dokazuje, #e F je funkei primitivni k f v celém R.
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Primitivni funkce 1.

a to na maximélnich intervalech (—§ + k5,5 + k%), k€ Z [

Pozndmka. Mohli jsme se té% vyhnout rozkladani intervalu Jg na intervaly J.,
J,': a bod Z + km, kdybychom pro interval Jy uZili substituci cotg z. Doporu¢ujeme
rozmyslet si to podrobné.

Piedchozi piiklad s poznamkou jsou ilustraci nasledujici obecnéjsi poucky.

Pokud je R(u,v) = R{—wu,—v), lze funkci R(sinz,cosz) vyjddiit ve tvaru
Qtgx) - =%= (s vijimkou bodi, v nichi funkce tg neni definovdna) a také ve
tvaru S{cotgx) - ﬁ%}- (s vyjimkou bodi, v nich# funkce cotg neni definovdna), kde
Q a S jsou raciondint funkce. Substituci ,y = tgx® & ,y = cotgz ™ lze tedy prevést
dlohu hleddni primitivnt funkce k funkei R(sin z, cos z) na hleddnt primitivni funkce
k funkci raciondlni.

Protoze tyto substituce mohou byt aplikovany jen na intervalech defini¢niho
oboru funkci tg 2 nebo cotgx, miZe tento postup vyzadovat dodatefné ,lepeni®.
Vhodnou volbou substituce se mu lze nékdy vyhnout.

Nasledujici poucka popisuje substituci, kterd je univerzalné pouZitelna pro vie-
chny funkce typu ,,R(sinz, cosz)“.

UZiti substituce ,y = tg 5 ¢i ,y = cotg 5 vede vidy k hleddni primitivnich
funkci k raciondglnim funkcim na intervalech, kde lze aplikovat substituéni vétu.
Rozmyslete si, v &em by byla v pfedchozich piikladech aplikace téchto substituci

komplikovangjsi. Doporuc¢ujeme si to cviéné provést.

My budeme pouZiti pravé uvedenych substituci demonstrovat na vhodné&jsim
piikladu.

1
sinx+2°

Piiklad Najdéte vechny primitivni funkce k funkei h(z) =

Reseni. ProtoZe funkce neni ve tvaru vhodném k aplikaci substituci ,y = sinz®,
T

Sy =cosz®, Jy =tgz® ani ,y = cotgz®, budeme aplikovat substituci ,y =tg 3".
Povsimnéme si uz nyni, e h je spojitéd na R, takZe k nalezeni primitivni funkce
na R zvolenou metodou bude jisté na zavér zapot¥ebi (nekoneéng mnoha) lepeni.

2z
Je h(z) = %&(tg%)’ na intervalech I, = (—w + 2km,m + 2kw), k € Z.

Abychom vyjadfili A v potfebném tvaru pro pouziti 1. substitudni véty s f(z) = tg £
uvazime, ze
ot E = cos? £ 1
2 sin®Z +cos?Z Ctg?Z 41

sinm—QSinwcosw—Q(t E)—l—
R R AN Y R
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Metody FeSeni vybranych Gloh z matematické analyzy

na 1. Po dosazeni dostaneme

dy 2/ dy 2/ dz
h d = —_— T — — — =
f (e)do ]'y+y2+1 V3 ) 2 3/ 71

2
= —arctgz+ C =

V3
S (G (e3+3)

na intervalu I pro kazdé k € Z. Kazd4a primitivni funkce H k funkci h na R je tedy

Sl

N
Sl
i
2
+
b=

s g
%
Y
+ TN
LSl
o2
+
=R
—

rovna % arctg (% (tg 2 + %)) + ¢ na Ij. Proto¥e je spojita na R a plati rovnosti

lim  H(z) = T tera lim H(z)= —% + Chk+1,

z—(m+2km) - \/5 z—(m+2kT) 4

musi platit cpp1 = cx + % pro k € Z. Zvolime-li napf. ¢p libovolné, je H uréena

jednoznacné.
Konetné tedy mame, Ze viechny primitivni funkce k A na R jsou tvaru

H(zx)= 2 arct (2 (t m+1))+c +2k7r
BUUEA\BNt2T2)) T T A
pro:cé(—w-{-?kw,vr—l—?k?r)aH(w+2k‘ﬂ')=%+co+2~%,kde00€ﬁ. [

Pozndmka. Pro feseni predchoziho pfikladu jsme mohli téZ uzit 2. vétu o substi-
tuci se substituci ,,x = 2arctgy“ pro y € (—00,00), kterd odpovida v jistém smyslu
pravé uZité substituci ,tg £“. Tim bychom nagli primitivni funkci Ho k zadané
funkci h na intervalu (—m, 7). Vzhledem k tomu, Ze h je 2m-periodickd, miZeme
pak na intervalech (—m + 2k, w + 2k7) uvaZovat funkce Hy(z) = Ho(z — 2km)+cx
pro k € Z, které maji na pf¥islu§njych intervalech z¥ejmé derivaci rovnou h. Pak
uZ miZeme postupovat jako v pfedchozim a spojitym dodefinovanim H v krajnich
bodech intervala (tedy metodou ,lepeni*) najit primitivni funkci H k & na celém
R.

Uvahu o periodiénosti 1ze oviem uZit éastéji. V feSeni pfedchoziho prikladu jsme
té% mohli uzit 1. v&tu o substituci na substituci ,y = tg $“ jen na intervalu (-, 7)
a vyuZit periodi¢nosti tak, jak bylo pravé naznaceno.

§7. Dalsi éasto pouZivané substituce. Domnivame se, Ze v pfedchozich od-
stavcich jsme predvedli vBechny podstatné metody uzivané pfi feSeni tiloh na hle-
d4ni primitivnich funkci. Nevy&erpali jsme oviem zdaleka viechny pfiklady dilezi-
tych substituci, které je tfeba ovladat. Zminime se nyni jiZz jen struéné o nékterych
z nich. Doporudujeme najit pfislusné primitivni funkce v nésledujicich ptikladech,
ve kterych pfedvedeme jen ¢ast celého postupu.
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