Piiklady

1. Spoctéte limity

(a)

1 X
lim (1 + >
T—r00 €T
Reseni:
1\* In(142
lim <1—|—> = lim € n(1+3)
T—00 x T—r00
vnitini funkce:
1 In(1+1
lim xln <1+) = lim M =1,
T—00 xT T—00 <
nebot dalsf vnitini funkce
1
lim 2V
z—0 Yy
a
lim — =0
T—00 I
(podminka P2, g(z) = 1 5 0 pro Va € (0,0).)
Zpét k funkci
lim exln(l"'i) =el,
Tr—r00
tady podminka P1, e* je spojitd funkce v bodé 1.
2 X
lim (1 — > =e 2,
T—r00 €T
analogicky.
2 X
T—00 T
Resenti: .
2 n 2
lim <1+2) — lim & (H?)
T—00 €T T—00
vnitin{ funkce:
2 2xIn(1+ 3 21n (1+
Iim 2In( 1+ — :lim—x ( xZ):limf (
T—00 72 T—00 T2 % T—00 I %
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Pouzita vnitin{ funkce na logaritmus, podminka P2, 2/x? # 0 na (0, co).
Celkem tedy

2 x
lim (1+2> = =1,
T—00 X

(podminka P1, e* spojitd v 0.)

lim
x—0

14z (1=v/=z)(1-z)
24+ «x

Reseni: %, limita se ur¢i dosazenim.

14 2\ d-va)/A-2)
lim ( )
z—=1\2+x

Reseni:

Pouzijeme jednoduché tpravy na exponent a dostaneme

‘ (1 + x) (1—vz)/(1—2) . (1 + x) (1—2)/[(1—z)(14++/7)]
lim = lim =
z—=1\2+x 24+

a nyni zkrdcenim a dosazenim dostaneme
21/2 \/5
3 V3

. (1 +x>(1—\/5)(1—z)
lim
z—+oo \ 2+

Reseni:

Pouzijeme klasicky trik pfevedeni do exponentu za pouziti vzorce y = e™¥.

(1-vz)/(1-x) _
= lim <1+az> = lim exp[ln(1+x>-1 \/ﬂ =

z—+oo \ 24+ T—+00 24 x 1—2x

Symbolem exply] minime totéz co e¥. Podle véty o limité slozené funkce
(varianta (S)) lze pfehodit pofadi exp a lim — to je velmi uzite¢nd vlastnost
(spojité) exponencidlni funkce.

1 _
=exp| lim In ol Ve
t—+o0 24 1-—=x

Limitu v zavorce je jednoduché spocitat vytknutim x v Citateli a jmenovateli
obou zlomki a vyjde, ze

—exp(Inl-0] =exp[0] =’ =1.



T+ 2 z®
20 — 1

lim
T—>+00
Reseni:
Upravujeme.
. xz+2 v . xz+2 9
lim = lim exp |In szt =
z—oo \ 2 — 1 T—00 2¢—1

Podle véty o limité slozené funkce lze prehodit poradi lim a exp.

(iii)’ﬂ}_

Nyni zlomek konverguje k jedné poloviné a logaritmus jedné poloviny je
zéporné ¢islo. Proto se od jistého velkého = se bude logaritmus lisit od
1n% jen o velmi malo, zatfmco z? poroste nade viechny meze.

lim In
T—00

—exp |
1 —0o0
= exp lni-—i—oo =e 7 =0

3

) <3x2—x+1>1mf
lim [ ——— =

z—too \ 222+ + 1
Reseni:
Upravujeme.
23
. 32 —x+1\1-= . 32 —x+1 a3
lm | ——— = lim exp |In . =
oo \ 2224+ 2+ 1 z—00 202 4+ x +1 1—=z
. 322 —x +1 z3 3 oo
exp[xlggloln<2$2+x+1>-1_$ = exp ln§‘—oo =e 7 =0.
(f)
e tg 2z
lim [tg (— —i—x)}
=7+ 8
Reseni:

Uvédomme si, ze zkoumame jednostrannou limitu. Proto jde exponent do
—o0 (to plyne z vlastnosti funkce tangens). Pokud si zaroven uvédomime, ze
tg %71 > tg 7 =1 a ze logaritmus ¢isla vétstho nez jedna je kladny, je skoro
vSe hotovo.

lim
x jus

4 [tg (g —i—x)rg - = exp {xl{% In [tg (% —i—x)} -tg 2:0} = exp{ln (tg %7‘(’

)._m}:ec



Reseni:
Stéle stejneé.

: z? — 1) = : 22 -1\ z-1
lim = lim exp |In . =
T—00 x2—|—1 T—00 ;U2—|—1 x+1

-1 —1
:exp[limln<x )‘i+1]:exp[ln1-1}=60:1.

. 242 —1 /e
lm [ ———
z—=4o00 \ 222 — 3z — 2

Reseni:
Klasicky trik s exponencielou dava

po (2N (@21 1] 1
w0 \ 222 — 3 — 2 O M\ 22 T3 —2 ) | T P

1
lim (1 + x2) sin? 2
x—0
ResSeni:
V té vhodné rozsitime.
2 1‘2

2 _1 2 T . 2 1 |sin?z
= lim (1 + z%)sin*z = lim (1 4+ 2)sin’z  2° = lim [(1—}—3: )IQ] =

x—0 z—0 z—0

m"_‘

Nyni pouzijeme triku exponencidly.

lim (1 O
= exp L%(Il(lﬂ )z 'Sin%)] =

Protoze logaritmus je spojitd funkce, je

. oy L . x?
= exp [ln <i1i>%(1+x )x2> - lim —— } =

z—0 sin” x

Prvni limitu nyni spoc¢teme substituci y = x%, druhou zname.

) 1 . 2 2 1



. cotg 2z
lim (1 + 1‘2) &
z—0
ResSeni: Samotny exponencidlni trik p#ili§ nepomuze. Pocitejme zhruba
podle naseho odvozeného schématu (nékteré kroky si usetiime).

cos? z 1-sin?a

lim(1+$2)COtg ‘x = 1im(1+:1;‘2)sin21 = 11m(1—|—1’2) sin2z — 11m(1+$2)_111H1(1+ZE2)51“121 =
z—0 z—0 x—0 z—0 z—0

Prvni limitu spo¢teme snadno dosazenim, vyjde (1+0)~! =1~ = 1. Zbyde
tedy pouze druhd limita. V té vhodné rozsiiime.

2
T
2

1 T 1 |sin?z
= lim(1 —i—:c2)sin2x = lim(1+ x2)sin21 2?2 = lim [(1 +x2)m2] =

x—0 z—0 z—0

m"_‘

Nyni pouzijeme triku exponencidly.

gL 22
= exp [lim <1n(1+x Ja? - — )] =
z—0 sin®

Protoze logaritmus je spojita funkce, je

oL z?
= exp [ln(i%(1+x )x2>-ljm — }:

Prvni limitu nyni spo¢teme substituci y = ;%27 druhou zname.

1 2

lim (1 + tg 2)7ne =
z—0
Reseni:
FeSime pomoci chytrého rozsiteni exponentu a exponencialniho triku: vyuzivame
téz vétu o limité soucinu a spojitost logaritmu (tj. moznost prehozeni limity
a logaritmu).

tg x

1 :
= lim [(1 +tg :v)tgix} e
z—0

1 tg x
= exp [ln lim (1 +tg x)te w) - lim g ]
z—0 z—0 SIn x
Nyni prvni limita je po substituci y = tg x rovna e a druhd je zfejmé rovna
jedné, jak plyne z faktu 82 = _1

sinx ~— cosz”

=exp[lne] =e' =e.

Pokud ddme oba vysledky dohromady a vyuzijeme vétu o limité podilu, plyne

odtud )
. 1 _|_ tg T sin x e
lim | ————— =-=1.
z—=0\1+sinz e



. (1+tg$>1/sinx
hm P —
z—0\ 14+ sinz

Reseni:

Je zrejmé pomoci substituce y = sinzx, ze

1
lim (1 + sin x) S — lim (14 y)v =e.
z—0 y—0
(Uplné lze dukaz provést pocitanim jednostrannych limit a substituci z = i)

Problematicka je tedy pouze limita
1
1. 1 t sinz —
i r e )

Tu feSime pomoci chytrého rozsiteni exponentu a exponencidlniho triku:
vyuzivdme téz vétu o limité soucinu a spojitost logaritmu (tj. moznost
prehozeni limity a logaritmu).

tg x

1 =
— . ﬁ sin T
tiy (14t 2)%7]

. _1 . tgx
= exp |In lim (1 +tgx)te I) - lim —
x—0 z—0 sInx
Nyni prvni limita je po substituci y = tg « rovna e a druha je zfejmé rovna
jedné, jak plyne z faktu 82 = _1

sinx =~ cosz”

=expllne] =e' =e.

Pokud ddme oba vysledky dohromady a vyuzijeme vétu o limité podilu, plyne

odtud )
) 14+tgx\sne e
lim [ ———— =-=1.
z—=0\1+4+sinz e
. (sinx) 1/(z—a)
lim .
z—a \ sina
Resenti:

Obdobnou metodou jako v minulém piikladé.

1 1
. sinx \ z—a . sina +sinx —sina \ z—a
lim = lim =

z—a \ SIna T—a sin a
. 1  sinz—sina
. . 1 . . __sima | r—a sina
. sSiInx —sinag \ T—a . sinx — sina \ sinz—sina
= lim <1 + > = lim (1 + >
T—a sin a r—a sin a



sina

. sinxz —sina \ sinz—sina . sinxz —sina 1
=exp |In|lim(14+ ——F— - lim - — =
T—a sina z—a r—a sina

Substituce y = W na prvni limitu. Pro druhou vyuzijte piiklad VI.13.

(Jde vlastné o derivaci funkce sinus.

i . o 1
=exp |In ( lim (14 y); i (2L Sman : —
y—0 T—a Tr—a sina

]. cos a
= exp [ln(e) Lcosa - — = esina = ™8 7,
sina
. . t
lim (sinz)®*

s
=%

Reseni:
Obdobnou metodou jako v piikladu XXII.C.4. Rozsifeni je v tomto pripadé
velmi nendpadné.

1 (sinz—1)tg =
[(1 + (sine — 1))smx—1]

lim (sinz)"® * = lim (1+(sinz—1))"® * = lim
Prechod pomoci exponencialniho triku k nasledujici rovnosti by pro vas méla
byt jiz rutinni zalezitost.

™ ™
T35 T5 COS T

i —1
- P [hm (sinz —1)tg 95] = exp llim W] =

Nyni je mozné pouzit pro lepsi vhled tieba substituci y = x — /2, pficemz se
snadno ukaze ze souc¢tovych vzorcu, ze sin(y + 7/2) = cosy a cos(y +7/2) =

—siny.

l—cosy
. cosy—1 T
=exp [lim ——— | = exp | lim smg Y| = exp
Y

= [rol—

~0] =V =1.

y—0 — sin y y—0



