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Teorie

Věta 1 (O dvou policajtech). Necht’ {an}n∈N, {bn}n∈N a {cn}n∈N jsou tři posloupnosti
reálných č́ısel, splňuj́ıćı

(i) ∃ n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : an ≤ cn ≤ bn,

(ii) limn→∞ an = lim bn = A ∈ R.

Pak
lim cn = A.

Věta 2 (O limitě součinu omezené a mizej́ıćı posloupnosti). Necht’ {an}n∈N a {bn}n∈N
jsou dvě posloupnosti reálných č́ısel, necht’ limn→∞ an = 0 a {bn} je omezená. Pak

lim
n→∞

(an · bn) = 0.

Věta 3. Necht’ {an} je posloupnost s kladnými členy, splňuj́ıćı podmı́nku

lim
n→∞

an+1

an
= A.

Pak také
lim
n→∞

n
√
an = A.

Nebude-li tvrzeńı dokázáno na přednášce, muśıte jej být schopni dokázat sami.

Věta 4. Necht’ {an} je reálná posloupnost, jej́ıž všechny členy jsou kladné. Necht’ dále
plat́ı, že

lim
n→+∞

an+1

an
< 1.

Potom plat́ı, že
lim

n→+∞
an = 0.

Důkaz nepř́ımo vyplyne v kapitole o řadách.

Věta 5. Pokud q je racionálńı č́ıslo a limn→∞ an > 0 (a je vlastńı), potom

lim
n→∞

aqn = ( lim
n→∞

an)q.

Pokud q je kladné racionálńı č́ıslo, limn→∞ an = 0 a an ≥ 0, potom

lim
n→∞

aqn = 0.
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Fakta

1.

lim
n→+∞

n!

nn
= 0

2. pro a > 1 je

lim
n→+∞

an

n!
= 0.

3. Pro β > 0 a a > 1

lim
n→+∞

nβ

an
= 0.

4. Pro α > 0 (tj. libovolně velké) a pro β > 0 (tj. libovolně malé)

lim
n→+∞

lnα n

nβ
= 0.

Necht’ a > 0.

1. lim
n→+∞

n
√
a = 1

2. lim
n→+∞

n
√
n = 1

3. lim
n→+∞

n
√
na = 1

4. lim
n→+∞

n
√
n! = +∞

Hinty

A2 −B2 = (A−B)(A+B)

A3 −B3 = (A−B)(A2 +AB +B2)

An −Bn = (A−B)(An−1 +An−2B +An−3B2 + . . .+A2Bn−3 +ABn−2 +Bn−1)

1 + 2 + · · ·+ n = n(n+ 1)/2

12 + 22 + . . .+ n2 = n(n+ 1)(2n+ 1)

1

k(k + 1)
=

1

k
− 1

k + 1

1− 1

k2
=
k2 − 1

k2
=

(k − 1)(k + 1)

k2

Př́ıklady

1. Spočtěte limitu

(a)

lim
n→∞

3
√
n+ 1− 3

√
n

(b)

lim
n→∞

(−1)n
√
n(
√
n+ 1−

√
n)

(c)

lim
n→∞

{
1 + 2 + . . .+ n

n+ 2
− n

2

}
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(d)

lim
n→∞

{
12 + 22 + . . .+ n2

n3

} (e)

lim
n→∞

n∑
k=1

1

k(k + 1)

2. Spočtěte limity

(a)

lim
n→∞

(−2)n + 3n

(−2)n+1 + 3n+1

(b)

lim
n→+∞

1n + 2n + 3n + 4n + 5n

5, 0001n

(c)

lim
n→∞

3n + n5 + (n+ 1)!

n(n6 + n!)

(d)

lim
n→∞

n
√
n2 + 2n + 3n

(e) a, b, c > 0

lim
n→∞

n
√
an + bn + cn

(f)

lim
n→∞

(
n
√
an + bn

n
√
a2n + b2n

)
pro a > b > 0

(g)

lim
n→∞

n

√
((n+ 2)2 − (n+ 1)2)n+1

((n+ 1)3 − n3 − 3n2)n−1

Teorie

(a) Necht’ posloupnost xn je konvergentńı a posloupnost yn je divergentńı. Je
možné ř́ıci, že posloupnosti a) xn + yn, b) xnyn jsou také divergentńı?

(b) Necht’ posloupnosti xn a yn jsou divergentńı. Je možné ř́ıci, že posloupnosti
a) xn + yn, b) xnyn jsou také divergentńı?

(c) Necht’ limxn = 0 a yn je libovolná posloupnost. Je možné ř́ıci, že lim(xnyn) =
0 ?

(d) Necht’ lim(xnyn) = 0. Je možné ř́ıci, že plat́ı bud’ limxn = 0 nebo lim yn = 0
?

Bonus

3. Spočtěte limity

(a)

lim
n→∞

√
n− 1−

√
n√

n2 − 3−
√

(n+ 2)2

(b)

lim
n→∞

3
√
n3 + 1−

√
n2 + 1

(c)

lim
n→∞

n

√√
3n + 2 · 2n −

√
3n + 2n
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(d)

lim
n→∞

n
√

2n + 3n

2n
√

4n +
√
n

(e)

lim
n→∞

(−1)n
n2 n
√
n

n3 + 2n
√
n

(f)
lim
n→∞

n
√
nn + n− n

(g)

lim
n→∞

n

√(
1 +

2

n

)n
+

(
1− 1

n

)n

(h)

lim
n→∞

n

√
4n + 3n sin(2n)

5n + 4n cos(n!)

(i)

lim
n→∞

(
1− 1

22

)
·
(

1− 1

32

)
· · ·
(

1− 1

n2

)
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