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Teorie
Definice 1. Necht Aq,..., A, jsou mnoZiny.
e Jejich kartézskym soucinem rozumime mnozinu
Ay x oo x Ay ={[ar,...,an]; Yie{l,...,n}: a; € A;},
tedy mnozinu uspofadanych n-tic [ai, ..., a,].

e Bindrni relaci R mezi mnozinami A a B rozumime libovolnou podmnozinu kartézského
sou¢inu A x B. Casto také hovoiime o relaci mezi A a B nebo o relaci z A do B.
Prislusnost uspofadané dvojice [a, b] do relace R znacime [a,b] € R nebo aRb.

Definice 2. Nechf R je relace na mnoziné X. Rekneme, ze R je

o symetrickd, jestlize
Ve,y € X; rRy=yRx

e antisymetrickd, jestlize

Ve,ye X; xRy& yRr=>x =y

e tranzitivni, jestlize

Ve,y,2€ X; cRy& yRz= xRz

o reflexivni, jestlize
Vre X; Rz

Definice 3. Binarni relaci F' C A x B nazyvame zobrazenim neboli funkci mnoziny A
do mnoziny B (a zpravidla zna¢ime F' : A — B), jestlize plati

Ve e AVyi,ya € B: (([x,y1) € F & [z,y2] € F) = (y1 = y2)).

Jsou-li A, B mnoziny a F' C A X B je zobrazeni, pak tento fakt zna¢ime symbolem
F:A— B.

Definice 4. Necht A a B jsou mnoziny a necht f : A — B je zobrazeni.

e Necht M C A. Pak mnozinu
f(M)={yeB; 3xeM: f(x)=y}

nazyvame obrazem mnoziny M pii zobrazeni f.
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e Nechf P je libovolnd mnozina. Pak mnoZinu
f7HP)={z € 4A; f(z) € P}
nazyvame vzorem mnoziny P pri zobrazeni f.
Definice 5. Nechtf A a B jsou mnoziny a necht f: A — B je zobrazeni.

(1) Rekneme, ze f je prosté (injektivni), jestlize
Ve,ye A: (f(x) = fly) = z=y).
(2) Rekneme, ze f je ,na“ (surjektivni), jestlize

Vye Bdre A: f(x)=y.

(3) Rekneme, ze f je bijekce (vzdjemné jednoznacéné), jestlize je zaroven prosté a ,na“.

Definice 6. e Rikdme, ze mnoziny A, B maji stejnou mohutnost, jestlize existuje
bijekce A na B, piseme A ~ B;

e Rikdme, Ze mnozina A md mohutnost mensi nebo rovnou mohutnosti mnoziny
B, jestlize existuje prosté zobrazeni A do B. Piseme A =< B; relaci ,<“ fikdme
subvalence.

Definice 7. Rekneme, ze mnozina X je nekoneénd, jestlize mé stejnou mohutnost
jako néjaké jeji vlastni podmnozina. V opac¢ném piipadé tikame, ze X je konecnd.
Rekneme, Zze mnozina X je spocetnd, jestlize je koneénd nebo mé stejnou mohutnost
jako N. Nekone¢na mnozina, kterd neni spocetnd, se zove nespocetnd.

Véta 8 (Cantor—Bernstein). Necht A, B jsou mnoziny takové, Ze A md mohutnost
mensi nebo rovnu nez B a B m& mohutnost mensi nebo rovnu nez A. Pak maji stejnou
mohutnost.

Priklady
1. Matematickou indukci dokazte, ze

(a) 3| (n® +2n) (¢islo 3 deélf vyraz n3 + 2n). Umite dokdzat i bez indukce?

(b) Matematickou indukei dokazte, ze v konvexnim n-thelniku existuje pravé
n(n — 3)/2 thlopficek.

(c) urcete, od jakého n plati, ze 2" > n? (a dokaizte indukef)
2. Dokazte ze nasledujici vyroky jsou tautologie

(a) 7(A = B) < (A A -B) (negace implikace)
(b) (A = B) < (—AV B) (alternativa implikace)
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3. Nechf X, A a B jsou mnoziny. Dokazte, Ze

(a) DC A
(b) A= B, pravé kdyz A C B a zdroven B C A.
(¢) de Morganovy vzorce:

i. X\ (AUB)=(X\A4)N(X\B),

i. X\ (ANB)=(X\A)U(X\ B).

4. Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni:
(a) ADNB=A< ACB (c) AA\B=C& A=BUC
(b) AUB=B& ACB d) XxY =Y xX

5. Ukazte, ze pro koneénou mnozinu X je mohutnost jeji potenc¢ni mnoziny |P(X)| =
21X1,

6. Necht f : R — R je zobrazeni definované vzorcem f(z) = x2. Uréete vzory a
obrazy mnozin [0,4], [-4,0] a [—4, 4]. Je zobrazeni f prosté, na? Existuje inverzni
zobrazeni? Zméni se tyto odpovédi, kdyz budeme brat zobrazeni g : [0, 1] — [0, 1]

dané stejnym piedpisem g(z) = x2?

7. Necht A je mnozina vSech vyrobenych motorovych vozidel a RA mnoZina vsech
prodanych a zaregistrovanych motorovych vozidel. Necht SPZ je mnozina vsech
moznych statnich poznédvacich zna¢ek motorovych vozidel a RSPZ je mnozina
registrovanych statnich poznavacich znacek motorovych vozidel.

Uvazme dvé zobrazeni
f:A—= SPZ (auto — jeho SPZ)

g: RA— RSPZ (auto — jeho SPZ)

Formulujte podminku korektnosti definice obou zobrazeni. Urcete defini¢ni obor
a obor hodnot obou zobrazeni, zda jsou dana zobrazeni prostd a na. Formulujte
podminku existence inverznich zobrazeni a rozhodnéte, zda existuje.

8. Necht f: X — Y je zobrazeni, nechft A C X a B C Y. Plati, Ze

@)y =4, fiB)Y=B ?
Plati néktera z inkluzi C ¢ D7
9. Necht f: X — Y je zobrazeni. Plati nasledujici tvrzen{?

(a) Pokud A, B C X, potom f(AUB) = f(A)U f(B),
(b) Pokud A, B C X, potom f(ANB)= f(A)N f(B),

Matematicka analyza 1, 2015, Kristyna Kuncova 3



10.

11.

12.

13.

14.

(c) Pokud A,B C Y, potom f~1(AUB) = f~Y(A) U f1B),
(d) Pokud A,B C Y, potom f~1(AUB) = f~Y(A) U f~4B).

Na vhodném piikladé ukazte, ze jsou-li f : R — R a g : R — R zobrazeni (funkce),
pak obecné neplati fog=go f.

Najdéte zobrazeni, kterd zobrazuji:
(a) interval [0,1] na interval [0, c0),
(b) interval (0, 1) na interval [0, 1],
(c) interval [a, b] na interval [0, 1].

Mohutnosti

(a) Ukazte, ze zobrazeni f : N x N — N definované nize je prosté:

flany) = (w+y)(x2+y+1) Ly

(b) Dokazte, ze N x N ~ N.

(c) Dokazte, ze Z ~ N.

(d) Dokazte, ze Q ~ N.

(e) Dokazte, ze (0,1) =~ R.

(f) Dokazte, ze N <R a ze N % R.

C

Necht A je mnozina vsech podmnozin mnoziny {1,2} a relace R je byti vlastni
podmnozinou, tedy X RY prévé tehdy, kdyz X C Y a zdroven X # Y. NapiSte
relaci R jako mnozinu uspotfadanych dvojic.

Urcete, zda nésledujici relace jsou symetrické, antisymetrické, reflexivni a tranzi-
tivni

(a) A je mnozina lidi, R je relace ”byti rodicem”

(b) A je mnozina celych ¢isel, ¢ R j préavée tehdy, kdyz |i — j| = 1.

(¢) A=N, ¢ Rj pravé tehdy, kdyz i - j je sudé.
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