10. cviceni
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/
kytaristka@gmail.com

Teorie
Priklady
Urcete primitivni funkci k danym funkcim:

1. Goniometrické substituce

1
(a) flz)= m
Reseni: Defini¢én{ obor funkce f je interval (—1,1), stacf tedy urcit prim-
itivni funkci na tomto intervalu. Provedeme substituci = sint. Protoze

€ (-1,1),jet e (—=%,5). Potom

d—f = (sint)’ = cost = dx = costdt,

a protoze cost > 0 pro t € (—3, 5), podle druhé véty o substituci mame

/1dx—/1costdt—/1costdt—/ 1 ¢
(1—22)32 " | (1—sin2¢t)3/2 ] cos?t ) cos?t

a s piihlédnutim k tomu, ze prot € (=73, §) jecost = /1 — sin? t, dostaneme

sin t sint T

cost \/1 sint \/1—$2

a+x
b =
(b) fla) = /2

Reseni: Je vidét, ze x € (—a,a). Pouzijeme substituci = asint. Potom
1 t (1 t)?
/w/aﬂ9 / /et - costdt = / TSIt erdt =
a—z 1- 1—sin?t
= / (1 +sint) dt € at — acost = aarcsin — — /a2 — 22
a
1

(c) flx) = [CEYDE

Reseni: Pro a = 1 byl priklad Fesen vyse, substituci asinh ¢ lze pouzit i zde.
UkdZeme si jiny postup, pouzijeme substituci z = atg ¢. Potom dx = % dt
a s prihlédnutim ke vztahu tg 2t +1 = ﬁ plati

/ 1 q / 1 a4
- dr=
(22 4 a2)3/2 a’ - (tg 2t +1)3/2 cos? t

1



/1 e RS S
= [ — cos = Ssint = & ———,

pricemz posledni vztah plyne z vypoctu
to 2 sin? ¢ sin? ¢ . sin?y tg 2t . dint tgt
= = sin“t = ————— sint = ——.
& cos?t 1 —sin’t 1+tg 2t V1+tg 2t
2. Hyperbolické:

(a) flz) = Va+a?

Reseni: Pouzijeme substituci £ = asinh t. Potom dx = acosh tdt a plati

o a?
/\/a2+x2 d.%':/GQCOSh 2rde =

@
2
1 1 1 1
= §a2 arg sinh T4 5.%\/ a2 22 & 50,2 In (m +Va%+ x2> + 3%V a2 + x2
a

(b) f(z) = Va?—a?
Reseni:

(t 4 cosh tsinh t) =

Pouzijeme substituci x = acosh ¢. Potom dz = asinh ¢dt¢ a plati

a2
/ Va?z—a?dr = /a sinh 2¢dt € 5 (cosh tsinh t — t) =
1, z 1
=30 arg cosh — + 5%‘\/562 — a?.
a

Lze také psat

1 1
/\/a;2 —a2dz & —§a2ln’w+ Va? —a2‘ —i—ix\/aﬂ —a?.

1.2

c T)= ——

© Fe) =
Reseni: Provedeme substituci z = v/2cosh t. Potom dx = +/2sinh tdt a
plati

2cosh %t

22
/ do= [ 2070
i) V/2sinh ¢
1 1
= argsinh g+ 51‘\/1‘2 9% (x—l— V22 —2) + ix\/:ﬁ -2

.1'2

(d) f(z)= \/ﬁ

Reseni: Pouzijeme substituci = asinh ¢. Potom da = acosh tdt a plati

V2sinh tdt = /QCosh 2 qt € (t + sinh tcosh t) =

2 h 2t 2
/ Wi -/ L o vt = o [ sini e € . sinh tcosh 1 -
2

1 1
= %argsmh —-— 5:):\/(12 128 2ann (m + Va2 —|—:r2) + 53:\/(12 + 22
a



1
a) f(r) = —
@) 1) = =
Reseni: Pouzijeme substituci y = v/1 + e*. Potom dz = Lifel dy a plati,
7e e = y? — 1. Odtud mame

1—y 1—vIiter
=2In

1 1 e® 1 C
S Y N S M RS Y
/\/1+er v /ex2\/1+ew v /y2—1 y=om

L+y 1+VIter
0) f@) = =
(©) f(@) = sin v
@ 1@ =
4. Dulezité:
(0) fa) = 55

Reseni: Uzijeme linedrni substituce y = 5 — 2x a ziskame

-8
(b) f(z) = m

Reseni: Uzijeme linedrni substituci y = 3 + 5z, pak

/ -8 g -3 1
(3+5x)*  (3+5x)3 5
(©) f&) = 5=y

2 -3

Reseni: Obdobné jako v predchozim piikladu

1 1 1
——do == | ———— dx =
/2—32 2/
v 1 (/322

polozme y = \/gx a podle véty o linedrni substituci dostavame

_1\/5/1dg
o2 V3 )12 YT

S ptihlédnutim k vyse vypoctenému pomocnému vysledku méame

3
cl [2 1 |14y T 14y /3
Co5 gl = g ||
2 Va2 My Ve



(d)

1
o) = —ass

Reseni: Plati, ze

1 1
= 0 qr=
/3:2—36+2 ’ /(m—§)2+ !

Pouzitim linedrni substituce t = m—% a predchoziho piikladu (??) dostaneme,
ze

2 20 — 1
= farctan \/7t = farctan \/7 <ac - ) ——=arctan v
t2 +1 VT VT

NN

1
f(m)_3x2—2:z—1
Reseni: Plati, ze
1 1 1 1 1 1 1
S S (S P de== [ —— 4
/3x2—2m—1 ‘ 3/562—333—; v 3/(:1:—%)2—%—&1) v 3/(95—%)2—3 v

Pouzitim linedrni substituce ¢t = x — % a prikladu (??) dostaneme, zZe

1/ 1 1 c 1 \[+\7t 1. (243t 1. [1+3z
3 poa¥= ) gpoadi=o =it Tg T T
-3 ~3 \f V3t -

Pozndmka: uvédomte si, Zze stejné spravné jsou i vysledky, kdy je zménéné
znaménko a v logaritmu prohozeny &itatel se jmenovatelem, nebot

1
—Inz=1In-
z

Uvédomte si také, ze ¢itatel ¢i jmenovatel ve vysledku muze byt pfendsoben
libovolnym ¢éislem, nebot takové vysledky se lisi o konstantu, protoZe je

Inaz=Inz+na=mhz+C

z+1
Reseni: Pouzijeme nasledujici rozklad

D 1 1 1 241 1 1

e Jrf
24+x4+1 224zx+1 22242x+1 T oz 242x+1 2224241

Dtivod je nésledujici: u prvniho zlomku bychom radi pouzili substituci jmen-
ovatele t = 22 + = + 1, k tomu potiebujeme v ¢itateli takovy ¢len, aby se
ndm pii substituci pokrétil. Protoze dt = (2z + 1) dz, muzeme bud piicist
a odecist x (takova tiprava by se ale minula u¢inkem, nebot neni jasné, co



pak s druhym zlomkem) a nebo poupravit absolutniho ¢len, jak jsme provedli
vyse.

Oba zlomky, resp. integraly nyni budeme vySetfovat zvlast. Na prvni
nasadime popsanou substituci, druhy budeme pocitat jako v prikladech vyse
prevedenim jmenovatele na kanonicky tvar.

/ z+1 q /1 2x +1 q +/1 1 d
— drx= | -—— d=x - _dz=
2+zr+1 222 +x+1 222 +x+1

1 dt+1/ 1 d 1/dt+11/ 1 c
= — _ — —_— A = — _ —_—_— _—_—
2/t 2) (z+3)?2+3 2/ t 23 (
1+

1 2 3 +3 1 3
g iln |t] + 3\/;arctan TTa iln(ac2 +z+1)+ \garctan

\/%

3

(2) Ji (z) = 2219
Reseni: Aplikujeme rozklad

3 B —3r 1 oz 1 42 -2z 1 2z

x4—m2+2:x4—m2+2+5x4—x2+2_Zx4—m2+2+1(x2—%)2+£

X

Prvni zlomek nyni mame piipraven na substituci jmenovatele t = 24 — 22 42
a ve druhém miizeme substituovat y = 22, abychom dostali tvar, v némz
Citatel je ¢islo a jmenovatel kvadraticky trojélen v kanonickém tvaru. Plati
tedy, ze
1 423 -2z 1 [dt ¢l 1
S de=- | = =ZInft|=-In(z?* — 2% +2
/4x4—$2+2 4 t 4 i 4 ( )

a pro druhy zlomek dostaneme, zZe

cl [1 y—5 1 2y—1 1 222 — 1
= Z. Z.arctan = arctan ——=— = ——=arctan ———

\/gmﬁ VT 2VT VT

Pokud dédme oba diléi vysledky dohromady, mame

/ a3 /1 423 — 2 d +/1 2z d C
_— = _—— dx - A =
zt— a2+ 2 4ot —a2+2 4(x2 -2 47

c 4

In(z? — 22 +2) + arctan

1 1
2V7 V7

B~ =



5. Libovolné

(a) f(z)=2?V1—=x
Reseni: Pouzijeme substituci y = 1 — 2. Potom dz = —dyaz =1—y a
plati

C

/w2mdx=/(1—y)2y1/3dy=/(y1/3—2y4/3+y7/3) dy =

c 3 6 3 3 6 3
= 7y4/3 o 7y7/3 + 7y10/3 _ 7(1 _ $)4/3 o ?(1 o x)7/3 + To(l o $)10/3

4 7 10 4
2
T
b x) =
() f@)= —
Reseni: Pouzijeme substituci y = 2 — 2. Potom 2 =2 —y a dz = —dy a
plati

_/ <4y*1/2 _4y1/2 +y3/2> dy ¢

v’ (2-y)°
J o=

€ gy 4 oyt - 2y = 80 + oV eP - B
(¢) f(z) = cos®zVsinz

Reseni: Pouzijeme substituci y = sinz. Potom dz =

L_ dy a plati

Cos T

/0055 xVsinz dz = /(1—Sin2 z)?Vsinz cosz dr = /(1—3/2)23/1/2 dy = / <y1/2 — 272 4 O/

2 4 2 2 4 2
¢ §y3/2 _ ?y7/2 + ﬁy11/2 =3 sind/2 ¢ — = sin?/2x + = sinll/2 o
sin x cos® x

@ f@) = T ets

Reseni: Pouzijeme substituci y = cosz. Potom dz = —— dy a plati

—sinzx

: 3 3
SIn @ cos” x Y
/1+cos2x o /1+y2 Y

3 2 Yy
: +1)=y—
v’ (y )=y 1

a protoze plati

muzeme déle psat (druhy integral lze pocitat tieba substituci z = y? + 1)

2
1
v E, In(1+ cos® x)

2
Yy c Yy 1 2
/ydy—l—/ dy 2+2n(y+) 5 5

y 41



Inx

() flw) = zvV1+Inzx

Reseni: Pouzijeme substituci y = v/1+ Inx. Potom plati, ze

dy 1 1 1 24
-7 — - =, nr = i
dr  2y1+Ilnz = Y
a s pouzitim téchto vztahu dostavame
_ Iz dz = 2/(y2—1)dy < gy3—2y = 2\/(1 +Inz)3-2v1+Inx
zvV1+Inzx 3 3

arctan /z 1
() flo) = P

Reseni: Pouzijeme substituci y = arctan \/z. Potom

1 ‘ 1
VAN

dy . o
i [arctan \/:E] =7

a proto

arctan /z 1
NI

dx:2/ydygy2 = arctan 2v/z



