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1.4 Dvojuy integrdl na méfitciné mnoZing
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¥

0 z &+
Pfimgm vypodtem zjistime, e

cost —rsint ‘ o
) =reos’t - rsin’t =1

A= .
Jr. sint  roost

Poznamka 1.35. Tuto substituci lze zpravidla s iispéchem aplikovat v pFipadech,
Ze hranice mnoZiny M, pfey kterou integrujeme, obsahuje ¢dsti kruznic. Vhodnost
této substituce viak také zdvisi na integrované funkei.

Priklad 1.36. Vypodtéte integedl [ = f[ zdady, kde
M

M={{zy)eR: 220Ay20A 124"+ S4}.

Reseni. Muokina M je &tvrtina mesikru#i se stiedem v potdtku a s polomiry 1a 2,

Bude proto vhodné zavést poldrmni soufadnice
e

Vo =roost, g=rsmt] (Jirt)=r).

Pokusime se tedy mmoZinu M popsat v téchto novych soufadnicich. Vzhledem ke
geometrickéinu vyznamu proménné £ snadno dostaneme prvof omeseni 0 < ¢ <
£ Z. Nynf 5i pfedstavine, 7e ihel ¢ je zafixovin a zkoumejme, jak se mife ménit r
(vzdélenost od potitkn). Z obrizka vidime, Ze 1 £ » £ 2. Proto plati

M = {(rcost,rsint) € R ogngg Arsrse). (1.2)
Poloime
S-Z"l = (0 +(XJ) x (—'ﬂ'; Tr)
A

M,;‘:{(r,t)eRﬂr n_s_-tgg A 1§r§2}.




Dwvojny integral

P

Véta 1.30 (8 vyuditim poznimky 1.33) davi

z =

7 2 ) 2
sz (-/.Tvcaqt. J(T‘ t) d'r d,t':/ (j?'QC()Sth) (lt'=
S —t
n 1 r 0 1
9 L
= (/rgdr M I
! \

0

\n.l

o

2
[
j=3
—

N

H

L A
Pozndmka 1.37. Pokud bychom omezeni (1.2) nedokdzali sestavit na edkladé ob-
rizku, muscli bychom ho ziskat vypoétem - a to tak, Zc transformaénf vztahy

r=reost, y=rsint

dosadime do nerovnosti, jimiz je mnofina M zadand. Piitom pfihlédneme k tomu,
fer20ate {—nm).

V nademn pfipadé bychoin dostali

reost 20, rsiné20 a 1Zr’cos’t+r?sin’L 4

r?

Z posiednf podminky (a r 2 () ziskdme 1 £ r £ 2 a z prvnich dvou poté dostancme
cost = 0 a sint 2 0, odkud (vzhledem k ¢ € {—n. 7)) plyno, Zc ¢ leZi v prvnim
kvadrantu, tj. 0 St £ %.

Piiklad 1.38. Vypodtdte integral I = [f (?q%v,—)—f dz dy, kde
'’

r

M={(z,y)en“= <yS2 A mgm*+y*§3m} \ {(0.0)}.

&l

Regeni



@

4 ZDENEK SIBRAVA

kiivkou stadi poditat obsah pouze té Easti M, kterd lei{ v prvnim kvadrantu a
vysledek nésobit &tyfmi. Pro vypocet integralu pouZijeme substituci do polarnich
soufadnic. Dosazenim (4) do nerovnice uréujici M dostaneme

0 S (m2+y2)2 S x2 __y2‘
0 < r* < r¥(cos? ¢ — sin® ),

(M 0 < r < 4/cos? ¢ —sin® ¢ = \/cos 2¢.
Z podminky (7) dostdvame 0 < r £ Vcos2¢ 8 ddle
mow 3r om
2 > i T Ty 2T

Podle predpokladu pogitime obsah pouze té tasti M, pro kteroujez > 0ay 20,
ti.
cosp > 0Asing20=>¢€ (O,-;E).
Spolu s (8) tedy dostavéme ¢ € {0, 7). Potom
wfd [ JeosZp /4

;;,(M):}‘[dA=40f b/ rdr d¢=2.0/c032¢d¢=1.

Priklad 1.27. Vypolitejme duojny integrdl

/(.‘f:2 +48) dA,

M

——t

LkdeM= {(:z:,y) ER2:='§+*‘4’4i < 1}.

Heseni: Protoe v tomto pfipad® je mnoZina M ohranifens elipsou (Obr. 11),
bude vyhodné pougit substituci pomoci zobecndngch polarnich soufadnic

(9) ' x=oqarcosg, y= brsin ¢ aiJ = abr, |

V zobrazeni (9) (uvafovaném na mno#iné (0, +00) % (0,2m)) ma elipsa
22/a? + y2 /bt =1 rovnici 7 = 1.

P¥i vipoctu integralu op&t stasf, budeme-li integrovat pouze pies &dst M, kterd
le3i v prvnim kvadrantu. PouZitim substituce (9), kde a = 3, b =2, tj.

|9:=3rcosq§, y=2rsing aJ=06r 7

a dosazenim do M (za podminky T > 0, y = 0} dostaneme

0<r<l, 05455%.



¥
]

[

A1 1.8 &t %144

B

Odtud
/2 1 .
w(M) = f (2 +3%) dA = 4 / (/ (9r% cos? ¢ + 4r” sin® ¢) 6 dr) de =
M o \o
/2
9 2 39

= 6 [ [9cos’ ¢+ 4sin H)de = 5

[ b ——=

Ptiklad 1.28. Vypoditejme obsah &dsti kufelové plochy z = \/2* + 42, kterou z ni
vytne parabolicky vdlec 2* = 2x (Obr. 12).

Redeni: Vime, %c pro obsah S plochy P, ktera je ¢4sti grafu funkce z = f(z,y),
(z, ) € M plati

00 5- J\/; () + (L)

V naem p¥padé je plocha &4sti grafu funkee f(z, ) = /22 4 y2. Hranici mno-
3iny M najdeme jako (pravothly) priimét priniku ploch z = /z% + 3% a 2% = 2z
do roviny z =0

V2z = 1t + 42, t, P4yt =2 2=0
Je tedy
M= {(:r:,y) eR?: (x - }.)2+y2 < 1}.
MnoZina M je tedy kruh se stfedem v bod& (1,0) a polomérem 1. Déle je
flxy) _ 3 fxy) _ _ ¥
O ,\ﬂﬂZ + yz ! 5'y \/3.2 + y2




RE

| VZ0R, |
ety M= D oW e §

xehmw o e(na) !'-.ﬂ. C’ng_) R

| 3%?‘ tw X . | e s
of &(o 20 (rs. 201 3*(0\*\) - '

- b a(o ) | R\ 3 Lé,oo) x 30§j
Mu%m, ¢ o(er (~u~ n) ‘ .
Tl <) =V

WM ozhierum

DLV & upol -~ e So - “é(" )

‘Cﬁi(ﬁ'!‘) - E%,yfjelt?" i‘é(qme(\ o &~ '?«E

dxdy = ” rz Y v = .‘
@ '(H) |

‘ "qlfz\.

sxr»

: 'Vz L .
,_—-R._ﬁ 4 drow = [ eww =
.“% ° ' Y2 e



10 ADENEK StRAVA

Ze zvolené substitnece si vyjidiime x = f/ 1._ ¥ = Yuw a spoditame Jakobiin. Pro
Y
vypodet Jakobidnu pouZijeme pfedchozi pozndmku. Je tedy

du  Bu

=gk y =z 3
ten=E & = f 4 =%

Y Oy 'e =

2
Dosazenim za z = \”/ %- ¥ = Juv pak dostavime J{x(u, v}, y(u, v)) = 3v. Qdtud
pak
J{u,v) = 1
T B

. . . , 1
Dosazenim do integralu za z a y a dile J = % dostaneme

f Lan= /fl‘-‘d du=222

' Piiklad 1.24. Vypoditeyme dvojng indegrdl

[ vaTiida

M
kde M = {(z.9) eR?: 1< 2° +y* <dAx <y < Vi),
Redeni: Pii vipodtu tohoto integrilu pouzijeme substituci do poldrnich soufadnic
(4) r=rcosg, y=rsing aJ=r

V nadem pfipadé je M (Obr. 7) obrazem obdélniku N = (1,2) x (n/4, x/3} jak
zjistime dosazenim za # & y z (4) do nerovnic popisujicich mmoZinu M

1<t 4y <4 <y <€ Vi,
1< rfeos? g+ risin® ¢ < 4, reos¢ < rsing < v3reosg,
18rg2, 1<tgd V3,
159§

Pouiititn véty o substituci ve dvojném integra'\lu a Fubiniovy véty pak dostaneme

'[\/;2+u2d,4 f\/_rdA” //r drd¢ = / qua—
L7L I n/4
wfa
= ﬂfdg‘w*‘:—-

P¥iklad 1.28. Vypolilesme objern télesa, klerd je  chranidenc plochami
ety =rty, z=a+yaz=0.



Dwvojny integral

P

Véta 1.30 (8 vyuditim poznimky 1.33) davi

z =

7 2 ) 2
sz (-/.Tvcaqt. J(T‘ t) d'r d,t':/ (j?'QC()Sth) (lt'=
S —t
n 1 r 0 1
9 L
= (/rgdr M I
! \

0

\n.l

o

2
[
j=3
—

N

H

L A
Pozndmka 1.37. Pokud bychom omezeni (1.2) nedokdzali sestavit na edkladé ob-
rizku, muscli bychom ho ziskat vypoétem - a to tak, Zc transformaénf vztahy

r=reost, y=rsint

dosadime do nerovnosti, jimiz je mnofina M zadand. Piitom pfihlédneme k tomu,
fer20ate {—nm).

V nademn pfipadé bychoin dostali

reost 20, rsiné20 a 1Zr’cos’t+r?sin’L 4

r?

Z posiednf podminky (a r 2 () ziskdme 1 £ r £ 2 a z prvnich dvou poté dostancme
cost = 0 a sint 2 0, odkud (vzhledem k ¢ € {—n. 7)) plyno, Zc ¢ leZi v prvnim
kvadrantu, tj. 0 St £ %.

Piiklad 1.38. Vypodtdte integral I = [f (?q%v,—)—f dz dy, kde
'’

r

M={(z,y)en“= <yS2 A mgm*+y*§3m} \ {(0.0)}.

&l

Regeni



1.4 Dvojny integrdl na méfitelné mmoZiné

y= 2

-

X

Y= Py

i :lf;l!%;é 2 \

2R \
A iuiu s

\
\
.J/ ‘\

-

rﬁ‘\ 3 i
e y2=x

Provedeme transformaci do pelimich soufadnic. ProtoZe pro kaZdé (z. ¢} € M plati

z>0ay>0,zcvztahi z = reost, y =rsint {ar 2 0, t € (0. 2r)) plync t € (0, %)
ar > 0. Z podminky % =y = 22 plyne

T LO8 .
7 < rsint £ 2rcost,

adkud
1
— S tgt S 2,
73 = Bl = 4
tj. £ € (¥, arctg 2). Podobnd, z podminky « £ 2? + ¢ £ 3 obdriime

roost £ 1'2 cos? t 412 sin"t‘ < 3rcost,

-
ri

co¥ dévd nerovnost cost S 7 S Jeost.
PoloZme

. = (0,400) x {0, 27)
o

My={(r.t)eR* te (E,arctg2) A cost ST §3cost}.




24 Dvojny inlegrdl

Podle véty 1.30 a Pubiniovy véty |.22 mdme

arclg? , dcosl 1 nrelg?d 4 dooml
. 1
I'= — g Tdr | dit = —dr | dt=
(r?cos®t -+ rsin’t) 7
4 v d ﬁ cosl
arclg 2 arctyg 2 arctg 2

1 deosi y i 1 1
—_——— df = —_ [ ——————_— [ = —
27'2} ,[ 2 (Qcos'zt (:0521’.) dt 9 cos?l

@ 3 reciml
: arlg?

4
= ‘g[tgt]z‘}

3

ul (\ :-lsl'\
o,
=
1

Dl =i

_8_ 48
Ty 87’
e

(tg(arcl.gz) 7. %) = g (2 -
A
Domdel evideni 1.39. Pokuste s¢ na omezeni

t€ (F.arctg2) a cost<r S 3cost

2 piedchoziho piikladu pfijit pouze na zdkladé geometrické tvahy.

1.4.4 Substituce do zobecnénych poldrnich soufadnic
Tentokrat uvazujme substituci

T =a-rcost,
y=b rsint,

kde a, b > 0 jsou konstanty, » Z 0at € (0, 27) (popf. £ € {—m,7) nebo t € {n, a+2m)
pro « € R).

PHimym vypottem opét zjistime

acost -—arsing

. =ab-rcost+eb-rsin’t =ab-
hsint breosi

J(r. t) =
Poznamka 1.40. Substitnei do zohecnénych poldrnich sonfadnic zpravidla pouZi-
vdme, pokud hranice oblasti, pfes kterou inlegrujeme, ma elipticky tvar (e, b jsou
poloosy zminéné clipsy).

@ P#iklad 1.41. Vypoltéte integedl [ (x - 2y} dx dy, kde
M

2
M={(:c=yJ€R2: %+y2§1 A ugzg\/ﬁ.y},

Regeni



56 KAPITOLA 3. SUBSTITUCE V DVOJINEM INTEGRALU.

Nyni mime dokizano tvreeni v pEpadé nezdporné funkce S, Je-li f obecnd, napidente
Ji juko rowdil kladné a zdporngé édsti, f = f, ~ f_, kde

S+ =max{f. 0}, & [_ = mux{-[ 0}

Aplikaci §i% dokdzaného tvrzeni na (pesdporué) faukee 7y a f_ dostaneme obecny pFipad.
1

Pozndmka 3.13. Predpoklady ve V&Lé 3.12 bychom mohli zeslabit na to, Ze funkee f miize
byt spojita jen na vnitiku €(1") a transformace @ by stadfila byt tFidy G ua vaitiku 7',
PouZili bychom stejny ,nafukovaci princip” pro vyplnéni mnozin 7" a ®(7") jako na konci
Kapitoly 2, viz (2.11).

Jeftd nef piikrofime k pFikladim. vritime se ua chvill ua zatdtek této kapitoly. Zavedl]
jsme tamn poldrnf soufadnice a protoZe pomérud dasto se s vvhodou pougivaji, vypodteme
si jefich jakobidn. P¥echod k polirnim scufadnicim reprezentuje zobrazeni

b(p.¢) = ( j‘s’j’:i ) e2 0, pe (0,2

Jacobiho matice je pak

.1,,:(%;

Si¥ei

_ (cﬂsq) —psing
T \sing goos¢ /-
Odtud jakobian
Ay = det Jg = p(eos? o +sin? p) = g.
3 Cviéeni,
Uloha. Vypodtéte integral

=

kde T' je mnoZina omezend kfivkami 2 412 =4z, 2 498 =82, y=zay = 2

Refeni. Mno¥ina 7' m4 tvar ukizany na obr. 3.6(a).



3. CVICENT 57

y=2r

(a)
Obr. 3.6.

Prejdeme-li k wl_sg.l_fa___dmlcim T = pcosyp a y = psing, pak integrovana funkce
bude mit tvar
j= . =
(gfcostp + Psin’ )2 !
Stejué tak rovnice kiivek omegjici mnozire 7' budou mit v polarnich soufadnicich vyja-
dfeni

L

dpcosy tj. g=4cosy
8pcosp tj. p=8cosy
peosp b tge ]
2pcosy tj. tge=2

o2cos? p + p?sin® g
o* cos? p + p?sin?
asiny
psing

# 1

il

Mnozina T' je tak v poldrnich soutadnicich urfena pozadavky ¢ € {arctgl,arctg 3 =
{(rfd arctg2) a g € (4cos i, 8 cos o). Protofie jakobian je g, mifeme podle Vity 3.12 psét

y arctg 2 Boony ] arctg 2 1 Bcomgp
f/(mz'."'-_'-yﬂ‘w‘ f f A= f |'5'u_*]m. do=
T nfd Acosi /A ¥

h nrcty 2 5 X .
= S - a —— arctg 2 = .
@ / 128 cos2 @ de 12 ftg ‘P]«/a 138

LI pu—

Uioha. Vyjidfete integral
¥

J dedy

¥

L
0
v polarnich soufadnicich pfi obou moZnostech potadi integrace.

Reseni. Nejprve musime zjistit tvar oblasti 1" pFes kverou se integrace provikli: z tvaru
mezi u vn#jiiho a vnitFafho integralu vidime, Ze :

0=y, 0<rs2-y.



Obr. 6

Redeni: Muokina M je ddna nerovnicemi
tly<et+IAl-zsyL2-1x,
tj.
(1 0<y-z<1A1l<y+x<2
Zvolme nyni substituci ¥ = y — z a v = y + 2. Dosazenim = a ¥ do (1) dostaneme
0<u<l Al<g<v<?,

Ze wvolené substituce si vyjadfime z = 3(v - u) a y = {(v + u) a spofitdwe
Jakobidn,

% e _%_ 1 1
J = b P o= [ ? = -
i % z 3 2
Dosazenim do integrlu za T a y a dile J =1 dostaneme

] 2 gl 1 1 2 ri
[4mydz‘-‘l=/ f (Uuu)(u+’u)-dudv=—f / (v} — u?)dudv =1.
FA 1 Ja 2 2Jy Jo

Priklad 1.22. Vypoéitejme dvojny integrdl

//ny“dA;
M
kde M= {(z.y) e R?: 1<y < PAx <y <2},

Redent: Mnodina M je déna nerovnicemi
! <Y< 3A:r< < 2z
z-95% SYS A%

tj.

2) 1<z 52/\15%52.
Zvolme nyni substituci {u =Zyav= E.} Dosazenim « a v do (3) dostaneme

1<u<3 Al<Sw<?



PRIKLADY K MATEMATICE 3 - VICKNASOBNE INTEGRALY Q

Ze zvolené substitnce si vyjédiime/m = \/ —fay :J\/tm spoéitdme Jakobidn,
A

et
P
dr Oz 11 _1 4
J'——-Egzzi‘“' ?"’ ﬂ—!—.
pl ol
[T 27 uv 35w 2v

. . 1
Dosazenim do integriln za x ay adéle J = % dostaneme

3 24,2 .

; 1u 13In2
giy* = ——— T ——

@ fJ-‘ y“dA ./1 ./1‘ 57 dvdu 5

M

Poznamka: Pfi fefeni pfedchoziho piikladu byl asi nejpracnéjdi vypodet Ja-
kobisnu. Pfi jeho v¥podtu jsme si ale mohli usnadnit préci, kdybychom vyuzili
vlastosti reguldrniho zobrazeni a zobrazeni k nému inverzniho. Plati totiZ

Jlu. v} =

J(x(w,v). y(u,v)) -

Prou=rxy v= Z je tedy

By Du
LAl B A s 2y
) 5 oy -% 3 oz

Dosazenim za z = \/ % a y = v/uv pak dostdvime J(z{u,v), y{u,v)) = 2v. Odtud
pak
J{u, v} = 1
T

Piiklad 1.23. Vypoditejme dvcjng integral

f i.‘ dA,
Z
M

kde M = {{z.y) €R*: 2 <y < 2Anz <y <22}
Reseni: MnoZina M je dina nerovnicemi
2 3 y
S<y< ALy
I—?f--x TEY S e
4.
8

(3) 2<zy <INl € =<2
T
yZ
Zvolme nyni substituci u =zy a v = 7 Dosazenim « a v do (3) dostaneme

.

2<u<s AlLSvsl



24 Dvojny integral

Podle véty 1.30 a Fubiniovy véty 1.22 mime

arctg2 / 3cost 1 arctg2 / Jcost 1
I = . t = — =
/ (r2cos?t + r2sin?t)? rdrfd _[ 3 dr | dt
z cost z cost
arctg 2 1 3cost arctg 2 ] 1 1 arctg 24 ]
= —= dt = —= - dt = =, dt =
[ 2r 2],.=mt / 2 (9 cos?t cos%) / 9 cos?t
3 3 3
4 arctg 2 4 T 4 \/§ 8 4‘\/§
=t tﬂgx—(t t2—t—)=-— 2 =)= ==,
kL g \telarctg2) —tg = ) = & 3 5~ o7

DomaAci cviéeni 1.39. Pokuste se na omezeni
t€ (5, arctg2) a cost=r = 3cost

z pfedchoziho p¥ikladu pFijit pouze na zdkladé geometrické tivahy.

1.4.4 Substituce do zobecné&nych polarnich sourfadnic
Tentokrat uvazujme substituci
r=a-rcost,

y=~b-rsint,

kde a, b > 0 jsou konstanty, r 2 Oat € {0,2r) (popf.t € (—n,7) nebot € (o, a+2m)
pro a € R).

Pfimym vypodétem opét zjistime

acost —arsint

2 ]
. = . t b . — . ]
bsint brcost ab-rcos”t+ab-rsin“t=ab-r

J{r,t) =

Poznamka 1.40. Substituci do zobecnénych polarnich soufadnic zpravidla pouzi-
vame, pokud hranice oblasti, pfes kterou integrujeme, mé elipticky tvar (a,b jsou
poloosy zminéné elipsy).

@ Piiklad 1.41. Vypoététe integral [[(z — 2y)dzdy, kde
M

2
@ M={(m,y}ER2:%+y2§1/\0§m§\/ﬁ-y}.

Resend.




1.4 Dvojny integral na métitelné mnoZiné

PouZijeme zobecnéné polarni soufadnice

¢ = 2rcost,

(J(r,t) =2r).

y =rsint,
Podminka 0 € z S V12-y pak dévh 0 < 2rcost £ V12 rsintat € (0,%). Odtud
snadno /T3
12
V3.

cotgt & —— =
otgt = —

Proto dostévénie, ze t € (5 1). Podminka % +y* £1déva

drlcos®t
+risin®t £1,

~ —
o

odkud (vzhledem k podmince 7 2 0) mdme 0 =7 < 1. Podle véty 1.30 tedy plati

= s
K Z 1

1
I=/ (2rcost—2rsint)-2rdr dt=f f4r2(costﬁsint)dr dt =
0

i
6

-3E]

1

1 3
3
4- [rzdr - f(cost-—sint)dt =4-[%] . [sint + cos ]
0

CSETSE]

0

1 1 /3 2
=4.2{1—-|z+-5 =={1-+v3}.
@ 3( (2+2)) 3 ( v3)
A
Poznamka 1.42. Viimnéme si, Ze jsme wrili tvrzeni véty 1.30 (o substituci dvoj-
ného integralu), a to pfesto, Ze nebyly splnény viechny jej predpoklady.

n
[

7obrazeni ®(r,t) = (2rcost,rsin t) totiZ zobrazuje celou tsedku {0} x (%, %) do
bodu (0,0) (ti. sobrazeni ® neni prosté) a navic J(0,t) = 0.



