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Př́ıklady

1. Spočtěte limitu rekurentně zadané posloupnosti

(a) x1 =
√
2, xn =

√
2 + xn−1

Řešeńı: Pro n-tý člen máme vzorec

xn =

√

2 +

√

2 + . . .+
√
2

︸ ︷︷ ︸

n odmocnin

.

Posloupnost xn je zřejmě ostře rostoućı, nebot’ nerovnost xn+1 > xn se
lehce ověř́ı (např. umocněńım). Dokážeme, že xn ≤ 2 pro libovolné n;
umocňováńım na druhou totiž postupně dostáváme

xn ≤ 2 ⇔
√

2 +

√

2 + . . .+
√
2

︸ ︷︷ ︸

n odmocnin

≤ 2 ⇔ 2 +

√

2 +

√

2 + . . .+
√
2

︸ ︷︷ ︸

n− 1 odmocnin

≤ 4 ⇔

⇔
√

2 +

√

2 + . . .+
√
2

︸ ︷︷ ︸

n− 1 odmocnin

≤ 2 ⇔ . . . ⇔
√
2 ≤ 2.

Protože posloupnost je monotónńı a omezená, konverguje, tj. má vlastńı
limitu L. Tuto limitu lze nyńı nav́ıc snadno spoč́ıtat, nebot’

limxn+1 = lim
√
2 + xn

L =
√
2 + L

L = 2.

(b)

x0 > 0, xn+1 =
1

2

(

xn +
1

xn

)

.

Dokažte, že lim
n→∞

xn = 1.

Řešeńı: Ukážeme, že posloupnost je omezená a monotónńı, tedy konver-
gentńı. Označ́ıme-li potom jej́ı limitu L, potom muśı platit

limxn+1 = lim
1

2

(

xn +
1

xn

)
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L = lim
1

2

(

L+
1

L

)

odkud plyne, že

L = lim
1

2

(

L+
1

L

)

⇔ L =
1

L
⇔ L2 = 1.

Zřejmě tedy limitou, pokud je posloupnost konvergentńı, může být pouze
č́ıslo−1 nebo +1. Protože x0 > 0, jsou všechny členy posloupnosti nezáporné
(d́ıky rekurentńımu vzorci), a tedy minus jednička nepřicháźı v úvahu.

Zbývá dokázat konvergenci, tj. monotonii a omezenost. Podle nerovnosti
mezi aritmetickým a geometrickým pr̊uměrem (AG-nerovnost) vyplývá, že
pro libovolné a > 0 je

1

2

(

a+
1

a

)

≥
√

a · 1
a
= 1,

a tedy plat́ı, že libovolný člen posloupnosti s výjimkou x0 je větš́ı než 1.

xn+1 − xn =
1

2

(

xn +
1

xn

)

− xn =
1

2

(
1− x2n
xn

)

≤ 0.

Odtud plyne, že posloupnost je klesaj́ıćı (přičemž ostře, pokud 0 < x0 6=
1, nebot’ v AG-nerovnosti nastává rovnost pouze tehdy, dělá-li se pr̊uměr
stejných č́ısel). Z toho, že posloupnost je od druhého členu klesaj́ıćı plyne,
že je omezená, nebot’ plat́ı, že

0 < xn ≤ max{x0, x1}.

(c) Necht’ 0 ≤ a ≤ 1. Vypočtěte limitu posloupnosti definované rekurentně
vztahy

x1 = 0, xn+1 = xn +
1

2
(a− x2n).

Řešeńı: Pokud a = 0, pak je posloupnost identicky nulová a vše je jasné.

Necht’ tedy a 6= 0 a necht’ 0 ≤ xn <
√
a. Tato nerovnost jistě plat́ı pro x1.

Pak xn =
√
a− ε, kde ε ≤ √

a a protože plat́ı, že
√
a ≤ 1, je také ε ≥ √

aε,
a proto

xn+1 =
√
a− ε+

1

2
(a− (

√
a− ε)2) =

√
a− ε+

1

2
(2ε

√
a− ε2)

=
√
a+ (

√
aε− ε)− ε2 ≤

√
a− ε2 <

√
a.

Přitom evidentně xn+1 ≥ 0, protože pro xn <
√
a je př́ır̊ustek 1

2(a − x2n)
kladné č́ıslo. Indukćı jsme tak dokázali, že pokud xn <

√
a, potom také

xn+1 <
√
a.
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T́ım jsme indukćı dokázali, že posloupnost je omezená a že pro každé n
přirozené plat́ı, že 0 ≤ xn <

√
a. Z toho plyne, že posloupnost xn je rostoućı,

protože

xn+1 − xn =
1

2
(a− x2n) > 0.

Z toho plyne, že posloupnost je konvergentńı a existuje vlastńı limita limxn =
L. Z toho plyne, že muśı platit

limxn+1 = lim(xn+
1

2
(a−x2n)) ⇔ L = L+

1

2
(a−L2) ⇔ L2 = a ⇔ L = ±

√
a.

Protože ale všechny členy posloupnosti jsou kladné, připadá v úvahu pouze
L =

√
a. Snadno se ověř́ı, že výsledek plat́ı i pro speciálńı př́ıpad a = 0.

2. (a)

lim
n→∞

(

1 +
1

n2

)n

Řešeńı:

(

1 +
1

n2

)n

=

(

1 +
1

n2

)n
2

n

=
n

√
(

1 +
1

n2

)n2

Z Věty o limitě vybrané posloupnosti máme, že

(

1 +
1

n2

)n2

→ e,

tedy lze nalézt n tak, že

(

1 +
1

n2

)n2

< 10.

Zároveň zjevně

1 <

(

1 +
1

n2

)n2

n-tá odmocnina tuto nerovnost nepokaźı (promyslete) a tak můžeme odhadovat

1 = lim
n→∞

n

√
1 ≤ lim

n→∞

n

√
(

1 +
1

n2

)n2

lim
n→∞

≤ n

√
10 = 1,

takže z Věty o dvou policajtech máme

lim
n→∞

n

√
(

1 +
1

n2

)n2

= 1.
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(b)

lim
n→∞

sinn

n

Řešeńı:

Použijeme větu o součinu omezené a mizej́ıćı posloupnosti, 1 ≥ sinn ≤ 1,
limn→∞ 1/n = 0, tedy

lim
n→∞

sinn

n
= 0

(c)

lim
n→∞

√

1

n2
− 1

n

Řešeńı: Tato posloupnost limitu nemá, neb členy začnou být záhy záporné
pod odmocninou a tedy nejsou definované.

(d)

lim
n→∞

n3 + n+ 1

nα

α ∈ N

Řešeńı:

lim
n→∞

n3 + n+ 1

nα
= lim

n→∞

n3

nα

1 + 1
n2 + 1

n3

1
=







1, α = 3
0, α > 3
∞, α < 3

(e)

lim
n→∞

(n+ 1)2 + (3n+ 2)4

nα + n4

α ∈ N

Řešeńı:

lim
n→∞

(n+ 1)2 + (3n+ 2)4

nα + n4
= lim

n→∞

34n4 (
1
n + 1

n2 )
2 + (1 + 2

3n)
4

nα + n4
=







81/2, α = 4
0, α > 4
81, α < 4

(f)

lim
n→∞

(n− 2)4 − (n2 + 1)2

nα + n2

α ∈ N Řešeńı:

lim
n→∞

(n− 2)4 − (n2 + 1)2

nα + n2
= lim

n→∞

(n4 − 2 · 4n3 + · · ·+ 24)4 − (n4 + 2n2 + 1)

nα + n2

=







−8, α = 3
0, α > 3
−∞, α < 3
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(g)

lim
n→+∞

nα
(

3
√

n2 + 1− 3
√

n2 − 1
)

,

kde α ∈ R

Řešeńı: Odstraněńım odmocniny z čitatele pomoćı vhodného rozš́ı̌reńı (viz
jmenovatel následuj́ıćıho zlomku) máme

lim
n→+∞

nα
(

3
√

n2 + 1− 3
√

n2 − 1
)

= lim
n→+∞

nα (n2 + 1)− (n2 − 1)
3

√

(n2 + 1)2 + 3
√
n2 + 1 3

√
n2 − 1 + 3

√

(n2 − 1)2

= lim
n→+∞

2nα

3

√

(n2 + 1)2 + 3
√
n2 + 1 3

√
n2 − 1 + 3

√

(n2 − 1)2

a vytknut́ım n4/3 ze jmenovatele dostaneme

= lim
n→+∞

nα−4/3 2
3

√

(1 + 1/n2)2 + 3

√

1 + 1/n2 3

√

1− 1/n2 + 3

√

(1− 1/n2)2

a) Pro α = 4/3 vyjde

= lim
n→+∞

2
3

√

(1 + 1/n2)2 + 3

√

1 + 1/n2 3

√

1− 1/n2 + 3

√

(1− 1/n2)2
=

2

1 + 1 + 1
=

2

3

b) Pro α > 4/3 vyjde

lim
n→+∞

nα−4/3 · lim
n→+∞

2
3

√

(1 + 1/n2)2 + 3

√

1 + 1/n2 3

√

1− 1/n2 + 3

√

(1− 1/n2)2

= (+∞) · 2
3
= +∞

c) Pro α < 4/3 vyjde

lim
n→+∞

nα−4/3 · lim
n→+∞

2
3

√

(1 + 1/n2)2 + 3

√

1 + 1/n2 3

√

1− 1/n2 + 3

√

(1− 1/n2)2

= 0 · 2
3
= 0.

(h) Určete a, b ∈ R tak, aby

lim
n→∞

(
3
√

n3 − n− an− b) = 0

Řešeńı:

lim
n→∞

(
3
√

n3 − n− an− b) = lim
n→∞

n3 − n− (an+ b)3

(n3 − n)2/3 + (n3 − n)1/3(an+ b) + (an+ b)2

= lim
n→∞

n3 − n− (a3n3 + 3a2n2b+ 3anb2 + b3)

(n3 − n)2/3 + (n3 − n)1/3(an+ b) + (an+ b)2
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Vedoućı člen ve jmenovateli je n2, v čitateli n3(1 − a3). Aby byla limita
vlastńı, muśı být a = 1. Pak v čitateli zbývá 3a2n2b, což též muśı zmizet,
jinak by limita byla > 0. Tedy b = 0.

(i) Určete α > 0 tak, aby následuj́ıćı limita byla vlastńı

lim
n→∞

(nα + 1)3 + α(−1)n

n2(
√
n2 + 1− n)

Řešeńı:

lim
n→∞

(nα + 1)3 + α(−1)n

n2(
√
n2 + 1− n)

= lim
n→∞

(nα + 1)3 + α(−1)n

n2(
√
n2 + 1− n)

·
√
n2 + 1 + n√
n2 + 1 + n

= lim
n→∞

n3α (1 +
1
nα

)3 + α(−1)n

n3α

n2
· n
(√

1 +
1

n2
+ 1

)

= lim
n→∞

n3α−1

[(

1 +
1

nα

)3

+
α(−1)n

n3α

]

·
(√

1 +
1

n2
+ 1

)

=







2, α = 1/3
∞, α > 1/3
0, α < 1/3

(j)

lim
n→∞

(
√

4n2 − n− 2n)

Řešeńı:

lim
n→∞

(
√

4n2 − n− 2n) = lim
n→∞

(
√

4n2 − n− 2n) ·
√
4n2 − n+ 2n√
4n2 − n+ 2n

= lim
n→∞

−n√
4n2 − n+ 2n

= lim
n→∞

n

n

−1
√

4− 1
n + 2

= −1

4

(k)

lim
n→∞

(n+ 2)! + (n+ 1)!

(n+ 2)!− (n+ 1)!

Řešeńı:

lim
n→∞

(n+ 2)! + (n+ 1)!

(n+ 2)!− (n+ 1)!
= lim

n→∞

(n+ 2) + 1

(n+ 2)− 1
= 1.
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(l)
lim
n→∞

(1 + sinnπ)

Řešeńı:

lim
n→∞

(1 + sinnπ)
V OAL
= 1 + lim

n→∞

sinnπ = 1 + 0 = 1.
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