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Piiklady

1. Spoctéte limitu rekurentné zadané posloupnosti

(a) #1=V2, &, = V2 F Tn1

ResSeni: Pro n-ty ¢len mame vzorec

xn:\/2+\/2+...+\/§.

n odmocnin

Posloupnost z, je zfejmé ostie rostouci, nebof nerovnost z,,1 > x, se
lehce ovéfi (napf. umocnénim). Dokézeme, ze x, < 2 pro libovolné n;
umocinovanim na druhou totiz postupné dostavame

:cn§2<:>\/2+\/2+...+\f2§2<:>2+\/2+\/2+...+\f2§4<:)

n odmocnin n — 1 odmocnin

@\/2+\/2+...+\/§§2<:>...<:>\/§§2.

n — 1 odmocnin

Protoze posloupnost je monotéonni a omezend, konverguje, tj. ma vlastni
limitu L. Tuto limitu lze nyni navic snadno spoé¢itat, nebot

limzy =limv2+ 2z,

L=v2+1L
L=2.

1 1
xg > 0, xn+1:§ xn—kx— .
n

Dokazte, ze lim x, = 1.

n—oo
Reseni: Ukdzeme, ze posloupnost je omezend a monoténni, tedy konver-
gentni. Oznac¢ime-li potom jeji limitu L, potom musi platit

1

li li L +
1m xr =1m-—\|T —
n+1 9 n T



1 1
L=lim=(L+—
1m2< —i—L)

odkud plyne, Ze

1 1 1 9
L—hm§ (L—I—L) <:>L—E<:>L =1
Ziejmé tedy limitou, pokud je posloupnost konvergentni, muze byt pouze
¢islo —1 nebo +1. Protoze xg > 0, jsou v8echny ¢leny posloupnosti nezaporné
(diky rekurentnimu vzorci), a tedy minus jednic¢ka nepfichdzi v dvahu.

Zbyva dokazat konvergenci, tj. monotonii a omezenost. Podle nerovnosti
mezi aritmetickym a geometrickym prumérem (AG-nerovnost) vyplyvé, ze

pro libovolné a > 0 je
1 1 1
—la+—-)>21/a-— =1,
2 a a

a tedy plati, ze libovolny ¢len posloupnosti s vyjimkou zq je vétsi nez 1.

1 1 1/1—22
xn—i—l_xn:i wn""; _xn:§ . <0.
n n

Odtud plyne, ze posloupnost je klesajici (pficemz ostie, pokud 0 < xg #
1, nebot v AG-nerovnosti nastava rovnost pouze tehdy, déla-li se prumér
stejnych ¢isel). Z toho, ze posloupnost je od druhého ¢lenu klesajici plyne,
7e je omezend, nebot plati, Ze

0 <z, < max{zg,x1}.

Nechf 0 < a < 1. Vypoététe limitu posloupnosti definované rekurentné

vztahy
1 2
r1 =0, Tntl :xn+§(a—$n).
Reseni: Pokud a = 0, pak je posloupnost identicky nulovéa a vse je jasné.
Necht tedy a # 0 a necht 0 < x,, < y/a. Tato nerovnost jisté plati pro z;.
Pak x, = v/a — ¢, kde € < y/a a protoze plati, ze v/a < 1, je také ¢ > \/ae,
a proto

xn+1:\/5—84—%(@—(\/5—5)2):\/ﬁ—€+%(2€\/5—52)

= Va+ (Vae —¢) —? < Va—€* < Va.
2

Pfitom evidentné z,41 > 0, protoze pro z, < y/a je piirstek 1(a — 22)
kladné ¢fslo. Indukel jsme tak dokézali, ze pokud z, < y/a, potom také
Tl < \/6



Tim jsme indukci dokazali, Ze posloupnost je omezena a ze pro kazdé n
prirozené plati, ze 0 < x,, < v/a. Z toho plyne, ze posloupnost x,, je rostouci,

protoze

1
Tpil — Ty = §(a - x%) > 0.

Z toho plyne, ze posloupnost je konvergentni a existuje vlastni limita lim x,, =
L. 7 toho plyne, ze musi platit

1 1
limx, 1 = lim($n+§(a—:ﬁi)) & L= L—|—§(a—L2) slP=as L=14a

Protoze ale vSechny ¢leny posloupnosti jsou kladné, pripadd v dvahu pouze
L = \/a. Snadno se ovérd, ze vysledek plati i pro specidlni pripad a = 0.

1 n
n—oo n

2

14— g 14— T 14 '
n2) n? - n?

7 Véty o limité vybrané posloupnosti mame, ze

ResSeni:

tedy lze nalézt n tak, ze

Zaroven zjevné

1 n
1< (1 + 2)
n
n-t4 odmocnina tuto nerovnost nepokazi (promyslete) a tak muzeme odhadovat

. 1\
1= lim V1< lim <1+2> lim < V10 =1,
n

n—o0 n—oo n—oo

takze z Véty o dvou policajtech mame

1\"™
lim <1 + 2> =1.
n—o0 n



. sinn
lim
n—oo n

Reseni:

Pouzijeme vétu o souCinu omezené a mizejici posloupnosti, 1 > sinn < 1,

lim,, 00 1/n = 0, tedy
sinn

lim =0
n—oo N

. 1 1
Iim \/— — —
n—o0 n n

Reseni: Tato posloupnost limitu nemé, neb éleny zacnou byt zdhy zéporné

pod odmocninou a tedy nejsou definované.

o nd4n+1
lim ——
n—oo n
a€eN
Reseni:
3 3 1 1 1, a=3
1 14+ 54+ =5
lim%: 1mn—a#: 0, a>3
n—o0o n n—oo N , o <3
2 4
lim (n+1)*+ (3n+2)
n—00 n® + nt
aeN
Resenti:

81/2, a=4
1)2 + (3n +2)* s+ )+ (04 2) ’
TR e ) R YN e el e ) 0, a>4
n—o00 n®+n n—o00 n*—+n 81, <4
oV (12 2
lim (n—2)*—(n*+1)
n—00 ne + n?
a € N Reseni:
lim (n—2)*—(n?+1)% lim (n* —2-4n3 +. 4 2H% —(n* 4202 41
n—00 ne + n? " noo ne + n?
-8, a =
=< 0, a>3
—00, a<3



lim no‘(\3/n2—|-1—\3/n2—1>,

n—+o0o
kde o € R

Reseni: Odstranénim odmocniny z ¢itatele pomoci vhodného rozsiteni (viz
jmenovatel nasledujicitho zlomku) méame

lim na<€’/n2—|-1— \3/n2—1>

n—4o0o
. o (n?2+1)—(n?>-1)
= lim n 3 3
nofoo 32+ 1)2+ Vn2 +1V/n2 -1+ {/(n?2 —1)2
) 2n®
= lim

n—+o0 g/(nz +1)24+Vn2+1Vn2 -1+ g/(nz —1)2

a vytknutim n*? ze jmenovatele dostaneme

= lim n® %3 ’
nrtos YA+ 12?2 + Y1+ 1/n2/T—1/n + /(1= 1/n?)?

a) Pro a = 4/3 vyjde

2 2
notoo (1 +1/n2)24+ Y1+ 1/n2Y1—1/n2+ /(1 -1/n2)2 1+1+1
b) Pro a > 4/3 vyjde

2
lim n® 3. lim
n= oo notoe Y/ (14 1/n2)2 + Y1+ 1/n2/1—1/n? + {/(1 — 1/n?)?
¢) Pro a < 4/3 vyjde
2
lim n®*?. lim
n—3+o0 oo /(14 1/n2)2 + Y1+ 1/n2Y1—1/n2 + /(1 - 1/n?)?
2
=0--=0.
3
Urcete a, b € R tak, aby
ILm (m—an—b) =
Reseni:
3 3
. ] —n— +b)
lim (Vn3—n—an—>5) =1 n”—n—(an
nggo(m an — b) e (n3 — n)2/3 + (n3 —n)/3(an + b) + (an + b)?

~ lim n3 —n — (a3n® + 3a®n?b + 3anb? + v?)
oo (n3 — n)2/B3 4 (n3 —n)1/3(an + b) + (an + b)2

5



Vedouci élen ve jmenovateli je n?, v ¢itateli n?(1 — a3).

Aby byla limita

vlastni, musi byt a = 1. Pak v ¢itateli zbyva 3a?n2b, coz téz musi zmizet,

jinak by limita byla > 0. Tedy b = 0.
(i) Urcete o > 0 tak, aby nésledujici limita byla vlastni

(D +a(=1)"
n—oo  n2(y/n?2+4+1—n)

5

Reseni:
. (n® +1)3 + a(-1)" I n®+13 +a(-1)" Vn2+1+n
1m = l1im .
nsoo p2(yvn?2+1-n)  n=e n2(vn?2+1-—n) \/n2 1+n
1 + % 3 + a(_}!)n
:nhfgonga( - )n2 = 1+—+1
1\ a(-
= lim n3*! <1 + ) + (-1
n—o00 ne
2, a=1/3
=1 o0, a>1/3
0, a<1/3
()
lim (v/4n? —n — 2n)
n—oo

ResSeni:

VAan?2 —n+2n
. 2 _ _ — . 2 _ _ .
nlggo(\/ dn? —n — 2n) nlgn;o(\/ 4n? —n — 2n) i
..n —1 1
= lim — = ——
n—oo N 4_%4_2 4
(k) ' .
LD ()
W3 (21— (n+ )]
Resenti:
| |
lim n+2)!+ (n+ _ lim n—|—2)—i—1:1'
n—00 (n 2)' — ( n—00 (n 2) —1

-n
= lim ————
n—=00 \/4n2 —n + 2n



Reseni:

lim (1 + sinnm)
n—oo

lim (1 + sinnm) VALY 4 Yim sinnr =140 = 1.

n—oo n—oo



