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Všechna svá řešeńı zd̊uvodněte.

Problém Bod̊u max Bod̊u
1 2
2 2
3 3
4 3
Σ 10

Problém 1. Uvažte lineárńı program

minimalizujte −x1
za podmı́nek x1 − 2x2 ≤ 12

x1 + x2 ≤ 36

x1, x2 ≥ 0

Optimálńı hodnota tohoto programu je x? = (28, 8). Řekněme, že účelovou
funkci změńıme na −x1 − tx2, kde t je nějaká konstanta. Pro které hodnoty t
z̊ustane (28, 8) optimálńım řešeńım?
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Problém 2 (Inspirováno hrou Aréna. Altar, 1997). Simulujeme šerm takto:
Máme dva hráče, kteř́ı si oba vyberou jedno z č́ısel 1, 2, nebo 3, které symbo-
lizuj́ı druh útoku/obrany. Pokud je č́ıslo hráče 1 (útočńıka) rovno č́ıslu hráče 2
(obránce), tak obránce útok odrazil a oba hráči źıskaj́ı 0 bod̊u. Pokud jsou č́ısla
r̊uzná, tak hráč 1 źıská a hráč 2 ztrat́ı tolik bod̊u, kolik činila hodnota vybraná
hráčem 1.

Určete pomoćı poč́ıtače strategii optimálńı v nejhorš́ım př́ıpadě pro hráče
1 a totéž pro hráče 2. Určete také hodnotu této hry (tj. očekávaný zisk bod̊u
hráče 1, pokud oba hráči hraj́ı podle strategie optimálńı v nejhorš́ım př́ıpadě).
Sv̊uj program mi nemuśıte pośılat, ale okomentujte, jak jste jej vytvořili.
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Problém 3. Prodáváme barvy. Máme 100 hektolitr̊u azurové, 50 hektolitr̊u
purpurové a 110 hektolitr̊u žluté barvy. Bohužel zákazńıci chtěj́ı červenou (za
cenu 10 Kč/l), zelenou (15 Kč/l), modrou (25 Kč/l) a černou (25 Kč/l).

Můžeme mı́chat barvy takto:

• 1 jednotka žluté a 1 jednotka purpurové nám dá 2 jednotky červené,

• 1 jednotka žluté a 1 jednotka azurové nám dá 2 jednotky zelené,

• 1 jednotka purpurové a 1 jednotka azurové nám dá 2 jednotky modré,

• po jedné jednotce azurové, purpurové a žluté nám dá 3 jednotky černé.

Krom prodáváńı barev můžeme v malých množstv́ıch (řekněme nejvýše 1
hektolitr) i nakupovat azurovou, purpurovou a žlutou. Kolik nejv́ıce bychom
měli (aby se nám to vyplatilo) zaplatit za litr azurové? A co za litr puropurové?
A co za litr žluté?

Při výpočtu si můžete pomoci poč́ıtačovým řešičem konvexńıch problémů.
Program mi nemuśıte pośılat, ale vysvětlete, co a proč poč́ıtate.
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Problém 4. Máme dány dva polyedry

P = {x ∈ Rn : Ax � b}, Q = {x ∈ Rn : Cx � d}.

Polyedry P , Q jsou neprázdné, disjunktńı a dokonce pro ně existuje i ostře
odděluj́ıćı nadrovina, tj. existuje a ∈ Rn a γ ∈ R takové, že pro každé x ∈ P
máme aTx < γ a pro každé x ∈ Q máme aTx > γ.

1. Dokažte, že a, γ jsou takové, že pro každé x ∈ P plat́ı aTx < γ, právě
když existuje λ � 0 vektor takový, že a = ATλ a γ > λTb. Bude se Vám
tu hodit dualita pro lineárńı programy (nebo Farkašovo lemma; pokud
nev́ıte, co dělat, zkuste se inspirovat v sekci 5.8.2).

2. Dokažte podobně, že a, γ jsou takové, že pro každé x ∈ Q plat́ı aTx > γ,
právě když existuje µ � 0 vektor takový, že a = −CTµ a γ < −µTd.

3. Použit́ım předchoźıch dvou bod̊u dokažte, že pokud a, γ určuj́ı nadrovinu
ostře odděluj́ıćı P a Q, tak existuj́ı λ � 0 a µ � 0 vektory takové, že
a = ATµ = −CTλ a γ lež́ı uvnitř intervalu (λTb,−µTd).

4. Použijte znalosti z předchoźıho bodu k formulaci lineárńıho programu
(použ́ıvaj́ıćıho A, b, C, d), z jehož optimálńıho řešeńı už lze snadno zjistit
γ a a, které určuj́ı ostře odděluj́ıćı nadrovinu pro P a Q.
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Při rešeńı úloh je možné se poradit s daľśımi lidmi (nejlépe daľśımi studenty a
studentkami Konvexńı optimalizace), ale svá řešeńı (včetně programů!) pǐste sa-
mostatně a před termı́nem odevzdáńı úloh sepsaná řešeńı (a programy) nikomu
neukazujte.
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