Problém. Bud P > 0 symetrickd matice n x n a A matice m X n hodnosti m.
Dokazte, ze blokova matice
P AT
(&%)

je regularni, pravé kdyz P je pozitivné definitni na jadru A.
Reseni: Piedpoklddejme, ze ona blokova matice
P AT
A 0
je reguldrni a necht existuje u # 0 takovy, ze Au = 0 a u” Pu = 0. Z druhé
rovnosti a pozitivni semidefinitnosti P plyne, ze Pu = 0. Pro¢ tomu tak je:

Protoze P = 0, tak P lze psit jako P = QTQ pro né&jakou matici Q a tedy
u?’ QT Qu = 0 implikuje, ze Qu = 0, coz znamena Pu = 0.

Potom ale nutné
P AT\ (u\ (0O
A 0 0o/ \0)’

coz je spor s regularitou matice
P AT
A 0 )

Naopak necht je u” Pu > 0 pro viechny nenulové prvky Ker A a piedpokliddejme,

ze mame u, v takové, ze
P AT\ (u\ (0O
A 0 v) \0/’

Potom u € Ker A. Ukdzeme, ze u = 0. Uvazme prvni blok rovnosti vyse:
Pu+A'v=0
a pronasobme ho u? zleva:
u’Pu+u?ATv =0.
Protoze u € Ker A, je u” AT = 07, takze
u’ Pu=0.

Z pozitivni definitnosti P na Ker A dostdvame u = 0. Nyn{ tedy plati ATv = 0.
Ale matice AT m4 hodnost m a v € R™, takze v = 0. Tedy jediny prvek jadra

blokové matice
P AT
A 0

je nulovy vektor.



