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Abstrakt: Problém řešitelnosti diofantických rovnic je jedńım z nejstarš́ıch ma-
tematických problémů v historii. Postupně se vyvinuly r̊uzné př́ıstupy k řešeńı
určitých typ̊u rovnic, z nichž se v práci zabýváme převážně metodou využ́ıvaj́ıćı
faktorizaci v algebraickém č́ıselném tělese. Myšlenkou této metody je vyjádřit
rovnici ve tvaru L = yn, kde levá strana L je součin typicky lineárńıch fak-
tor̊u s koeficienty v daném č́ıselném tělese. Při splněńı několika předpoklad̊u po-
tom můžeme každý z faktor̊u napsat jako n–tou mocninu. Kĺıčovou roli při apli-
kaci metody hraje struktura č́ıselných těles, proto neoddělitelnou součást práce
tvoř́ı přehled algebraické teorie č́ısel. Kromě výkladu obecné teorie jsou zde uve-
dené i výpočty v jednotlivých kvadratických a kubických tělesech popisuj́ıćı jejich
vlastnosti. Hlavńım předmětem práce je však řešeńı konkrétńıch úloh. Např́ıklad
v rovnici x2 + y2 = z3 se potýkáme s netriviálńımi společnými děliteli faktor̊u
v okruhu celistvých prvk̊u, v rovnici x3 + 2x+ 1 = y2 zase dělá problém samotný
rozklad v kubickém tělese. Rovnici x2 − 2 = y3 rozkládáme v tělese Q(

√
2),

kde je náročněǰśı naj́ıt grupu jednotek úzce spojenou s řešeńım Pellovy rovnice.
Při zkoumáńı rovnice x2 − 79 = y3 má d̊uležitou úlohu tř́ıdová grupa č́ıselného
tělesa, na jej́ıž určeńı je potřebná rozsáhlá výpočetńı př́ıprava. Pomoćı uvažované
metody obvykle převedeme zmı́něné diofantické rovnice na Thueho rovnice, které
sice často nelze vyřešit elementárně, ale dá se použ́ıt známý efektivńı algoritmus.
Na závěr práce dokážeme několik obecných výsledk̊u souvisej́ıćıch s řešitelnost́ı
rovnic tvaru x2 − dc2 = yn v p–adických č́ıslech.

Kĺıčová slova: diofantická rovnice, faktorizace, č́ıselné těleso, tř́ıdová grupa, grupa
jednotek
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L equals a product of typically linear factors with coefficients in a particular
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part of the thesis presents an overview of algebraic number theory. In addition to
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However, the main objective of this thesis is solving specific examples of equati-
ons. For instance, in the case of equation x2 + y2 = z3 we focus on dealing with
common factors in the ring of integers, while in the equation x3 + 2x + 1 = y2

problems occur with factorization over the cubic field itself. When considering
the equation x2−2 = y3 and the field Q(

√
2) it is more complicated to determine

a unit group which relies on solutions of Pell’s equation. Extensive calculati-
ons are needed to describe the class group of the field related to the equation
x2 − 79 = y3. Using the method of factorization over number fields we are usu-
ally able to reduce the given diophantine equation to several Thue equations and
despite the fact that the latter are often not elementarily solvable, the generally
known effective algorithm may be applied. Finally we prove number of statements
regarding the equation x2 − dc2 = yn in p–adic numbers.

Keywords: diophantine equation, factorization, number field, class group, unit
group
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Abstrakt: Problém riešitel’nosti diofantických rovńıc je jedným z najstarš́ıch ma-
tematických problémov v histórii. Postupne sa vyvinulo viacero rôznych pŕıstupov
na riešenie určitých typov rovńıc, no v práci sa zaoberáme prevažne jednou
metódou využ́ıvajúcou faktorizáciu v algebraickom č́ıselnom telese. Myšlienkou
tejto metódy je vyjadrit’ rovnicu v tvare L = yn, kde l’avá strana L je súčin ty-
picky lineárnych faktorov s koeficientami v danom č́ıselnom telese. Pri splneńı nie-
kol’kých predpokladov potom môžeme každý z faktorov naṕısat’ ako n–tú mocninu.
Kl’́učovú rolu pri aplikácii metódy hrá štruktúra č́ıselných telies, preto neod-
delitel’nú súčast’ práce tvoŕı prehl’ad algebraickej teórie č́ısel. Okrem výkladu
všeobecnej teórie sú tu uvedené aj výpočty v jednotlivých kvadratických a ku-
bických telesách popisujúce ich vlastnosti. Hlavným predmetom práce je však
riešenie konkrétnych úloh. Napŕıklad v rovnici x2 + y2 = z3 sa potýkame s ne-
triviálnymi spoločnými delitel’mi faktorov v okruhu celistvých prvkov, v rovnici
x3 + 2x+ 1 = y2 zasa rob́ı problém samotný rozklad v kubickom telese. Rovnicu
x2 − 2 = y3 rozkladáme v telese Q(

√
2), kde je náročneǰsie nájst’ grupu jednotiek

úzko spojenú s riešeniami Pellovej rovnice. Pri skúmańı rovnice x2 − 79 = y3

má dôležitú úlohu triedová grupa č́ıselného telesa, pričom na jej určenie je po-
trebná rozsiahla výpočetná pŕıprava. Pomocou uvažovanej metódy obvykle preve-
dieme zmienené diofantické rovnice na Thueho rovnice, ktoré śıce často nejde vy-
riešit’ elementárne, ale možno použit’ známy efekt́ıvny algoritmus. Na záver práce
dokážeme niekol’ko všeobecných výsledkov súvisiacich s riešitel’nost’ou rovńıc tvaru
x2 − dc2 = yn v p–adických č́ıslach.
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2.4.2 Práca s ideálmi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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4.3.2 Rovnica x2 + y2 = z3, kde NSD(x,y)= pk . . . . . . . . . . 56
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Úvod

Diofantické rovnice sú polynomiálne rovnice, ktorých premenné môžu na-
dobúdat’ iba celoč́ıselné hodnoty. Výraz Diofantické je odvodený od helénskeho
matematika Diofanta z Alexandrie, ktorý v 3. storoč́ı takéto rovnice študoval.
Naviac bol jedným z prvých matematikov vôbec, ktorý zaviedol v algebre sym-
bolizmus, č́ım si vyslúžil označenie otec algebry. Matematické štúdium rovńıc,
pŕıpadne sústav rovńıc, ktoré načrtol už Diofantos, sa v súčasnosti označuje ako
Diofantovská analýza.

Typickými otázkami v Diofantovskej analýze sú:

• dokázanie (ne)existencie riešenia,

• overenie (ne)konečného počtu riešeńı alebo

• určenie kompletnej množiny riešeńı danej rovnice či sústavy rovńıc.

Problém nájdenia algoritmu na overenie existencie riešenia Diofantickej rov-
nice je desiatym zo slávnych Hilbertových problémov predložených v r. 1900. Dnes
je známe, že hl’adaný algoritmus všeobecne neexistuje, no Diofantické rovnice sú
predmetom záujmu aj nad’alej a je vyvinutých niekol’ko metód na aspoň čiastočné
riešenie istých typov rovńıc.

V práci sa budeme venovat’ najmä štúdiu metódy riešenia Diofantických rovńıc
rozkladom v algebraických č́ıselných telesách. Myšlienka rozkladu bola historicky
základnou myšlienkou pre dôkaz Vel’kej Fermatovej vety a tá v pŕıpade, ked’

exponentom je regulárne prvoč́ıslo, je dokonca prostredńıctvom tejto metódy aj
dokázaná. Andrew Wiles a Richard Taylor ju následne dokázali pomocou elip-
tických kriviek a modulárnych foriem v plnej verzii.

Hlavným ciel’om práce je podrobne poṕısat’ metódu faktorizácie v č́ıselných
telesách ako užitočný nástroj na riešenie niektorých Diofantických rovńıc a ilus-
trovat’ ju na vzorke pŕıkladov odlǐsného druhu a náročnosti. Napriek rôznym kom-
plikáciam, ktoré sa pri riešeńı jednotlivých úloh môžu naskytnút’, vo vel’kej väčšine
pŕıpadov budeme schopńı źıskat’ kompletnú množinu riešeńı zadaných rovńıc,
eventuálne aj spolu s d’aľśımi súvislost’ami. Všetky netriviálne výsledky použité
pri riešeńı budú podložené teóriou algebraických č́ıselných telies (viz [AW03],
[IR98], [ME05]) predstavenej na začiatku práce.

Práca môže slúžit’ k zoznámeniu sa s priamou aplikáciou algebraickej teórie
č́ısel na riešenie Diofantických rovńıc, prevažne eliptických kriviek, no vzhl’adom
na rozsiahlu praktickú čast’ je vhodná aj ako zbierka riešených pŕıkladov. Ked’že
však súčasne poukazuje na vzt’ahy k známym výsledkom z algebry a matematiky
všeobecne, čiastočne sa dotýka aj iných odvetv́ı.

Samotný obsah práce je rozdelený do piatich ucelených kapitol, pričom obsah
jednotlivých kapitol je vždy podrobneǰsie uvedený na ich začiatku. Na úplnom
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konci práce nájdeme zoznam citovanej literatúry a stručný prehl’ad použitého
značenia.

Teoretickú čast’ predstavuje hlavne Kapitola 1, v ktorej sa zozačiatku venu-
jeme č́ıselným telesám, konečným rozš́ıreniam racionálnych č́ısel. V tých následne
definujeme okruh celistvých prvkov ako určité zovšeobecnenie celých č́ısel a pro-
totyp Dedekindovho oboru. Ďalej sa v týchto okruhoch zaoberáme faktorizáciou
na súčin prvočinitel’ov, kde stanov́ıme triedové č́ıslo ako metriku, ktorá hovoŕı ako
d’aleko od jednoznačnosti faktorizácie sa v danom okruhu zrovna nachádzame.
Na záver sformulujeme podporné tvrdenia pre určenie grupy jednotiek tohto
okruhu, nakol’ko rozklad bude vždy daný až na násobky jednotkami. Popri tom
vylož́ıme potrebné pojmy a v podobe tvrdeńı zhrnieme ich kl’́učové vlastnosti,
na ktoré sa budeme priebežne v práci odkazovat’. K prevzatým tvrdeniam však
nebudeme uvádzat’ dôkazy.

V Kapitole 2 najprv poṕı̌seme metódu na riešenie rovńıc pomocou modulárnej
aritmetiky a následne ju demonštrujeme na jednoduchých pŕıkladoch. Potom
prejdeme k historicky významným rodinám Diofantických rovńıc (viz [Coh07]),
pričom sa budeme venovat’ jednej z najdôležiteǰśıch rovńıc v celej teórii č́ısel, tzv.
Pellovej rovnici, ktorej špeciálne pŕıpady vyriešili už v 4. storoč́ı p.n.l. niektoŕı
grécki a indicḱı matematici. Pierre Fermat a John Pell následne v 17. storoč́ı prǐsli
na všeobecnú metódu riešenia tejto rovnice. Postupne sa dostaneme aj k d’aľsiemu
známemu pŕıkladu Diofantických rovńıc, tzv. Thueho rovniciam, pomenovaných
podl’a nórskeho matematika Axela Thueho, ktorý v r. 1909 dokázal, že rovnice
tohoto typu majú len konečne vel’a riešeńı. V súčasnosti ich už takisto vieme
efekt́ıvne určit’, čo využijeme v neskorš́ıch aplikáciach. Zvyšok kapitoly je veno-
vaný metóde riešenia rovńıc rozkladom v č́ıselných telesách, ktorá tvoŕı gro celej
práce. Spoločne s jej teoretickým popisom ukážeme pŕıklad riešenia rovnice roz-
kladom v triviálnom č́ıselnom telese Q a tvrdenia užitočné pri prechode do telies
komplikovaneǰśıch.

Kapitola 3 pozostáva z detailnej charakteristiky č́ıselných telies. Pozornost’

bude venovaná kvadratickým a kubickým č́ıselným telesám, nakol’ko v nich budú
následne v Kapitole 4 riešené jednotlivé Diofantické rovnice. Niektoré vlastnosti
budeme skúmat’ spoločne pre celú triedu telies, niektoré jednotlivo pre vybrané
telesá, ale v uvažovaných č́ıselných telesách finálne vždy vyriešime kl’́učové otázky
týkajúce sa okruhu celistvých prvkov, triedovej grupy či grupy jednotiek. Cen-
nou pomôckou budú funkcie programu Wolfram Mathematica 10.1 spojené práve
s č́ıselnými telesami, ktorých pŕıkazy budeme explicitne uvádzat’.

V Kapitole 4, ako už bolo zmienené, sa pozrieme na konkrétne pŕıklady Diofan-
tických rovńıc, ktoré riešime metódou faktorizácie v pŕıslušnom č́ıselnom telese.
Väčšinu rovńıc budeme riešit’ v kvadratických telesách, kde ukážeme spektrum
úloh od jednoduchých po zložiteǰsie. Každá bude poukazovat’ na určité špecifické
vlastnosti, ktoré danej úlohe pridávajú na náročnosti – typicky to môže byt’

spoločný delitel’ v okruhu celistvých prvkov, netriviálna triedová grupa alebo ne-
konečná grupa jednotiek. Tieto úlohy budú zároveň slúžit’ ako návod na riešenie
iných rovńıc v kvadratických č́ıselných telesách zväčša podobného typu, na ktoré
je následne možné uplatnit’ jeden či kombináciu viacerých tu uvedených postu-
pov. Špeciálne sa zameriame na teleso Q(i), ktorého okruhom celistvých prvkov sú
známe Gaussove celé č́ısla. Počas riešeńı sa často dostaneme spät’ k Thueho rovni-
ciam, z ktorých niektoré vyriešime elementárne a na niektoré použijeme výsledok
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Vety 2.3.3. V závere ukážeme pŕıklad rovnice riešenej v kubickom telese, kde
zist́ıme, že jej obtiažnost’ je značne vyššia aj za pomoci teórie z predchádzajúcich
kapitol. Aby výsledné Thueho rovnice boli čo najjednoduchšie a kvôli prehl’adnosti
vykladaných postupov významnú čast’ riešených úloh tvoria eliptické krivky, ale
použitie metódy je možné analogicky aj na rovnice vyšš́ıch stupňov.

Pri riešeńı Diofantických rovńıc nami zvolenou metódou hrá dôležitú úlohu
modulárna aritmetika. Elegantný nástroj ako študovat’ modulá prvoč́ısel a ich
mocńın poskytujú p–adické č́ısla, preto v Kapitole 5 skúsime aplikovat’ metódu
faktorizácie v č́ıselnom telese na overovanie existencie riešenia rovńıc v okruhoch
p–adických celých č́ısel. Prechod medzi kongruenciami a prácou v p–adických
celých č́ıslach je daný Henselovým lemmatom, ktoré sformulujeme v niekol’kých
verziách v Sekcii 5.2. Konkrétne sa zameriame na rovnicu x2− dc2 = yn, kde d je
bezštvorcové celé č́ıslo. S nadobudnutými vedomost’ami zároveň na pŕıklade tejto
rovnice dokážeme tvrdenia o neexistencii riešenia celých tried Thueho rovńıc.

V jednotlivých kapitolách práce využ́ıvame znalosti základného kurzu lineárnej
algebry (vektorové priestory, sústavy linárnych rovńıc, determinanty), všeobecnej
a komutat́ıvnej algebry (grupy, okruhy, obory integrity, telesá, ideály, moduly,
celistvost’) a elementárnej teórie č́ısel (kongruencie, kvadratická reciprocita). Na-
opak vysvetlené sú všetky použité poznatky z algebraickej teórie č́ısel.
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Kapitola 1

Úvod do algebraickej teórie č́ısel

Algebraická teória č́ısel je významnou čast’ou teórie č́ısel zaoberajúca sa algeb-
raickými štruktúrami spojenými s algebraickými č́ıslami a štúdiom ich vlastnost́ı.
Historicky bola vyvinutá ako nástroj na riešenie problémov v elementárnej teórii
č́ısel užitočný hlavne pri riešeńı Diofantických rovńıc, na čo bude primárne slúžit’

aj v tejto práci.
Ciel’om prvej kapitoly bude prehl’adne definovat’ pojmy a spolu s tým formu-

lovat’ výsledky z algebraickej teórie č́ısel, ktoré neskôr použijeme pri riešeńı jed-
notlivých rovńıc. Tým zhrnieme teóriu a základné prinćıpy potrebné k riešeniu
Diofantických rovńıc rozkladom v č́ıselných telesách, čo obnáša hlavne znalost’

okruhu celistvých prvkov daného č́ıselného telesa, triedovej grupy, či grupy jed-
notiek.

V tejto časti budeme postupovat’ predovšetkým v zhode s [AW03] a [Mil14],
kde je možné nájst’ aj dôkazy k použitým tvrdeniam.

1.1 Algebraické č́ıselné teleso

Defińıcia 1.1.1. (Algebraické č́ıselné teleso)
Algebraickým č́ıselným telesom je každé podteleso C tvaru Q(α1, α2, . . . , αn),

kde α1, α2, . . . , αn sú algebraické č́ısla.

Defińıcia 1.1.2. (Algebraické celé č́ıslo)
Algebraické celé č́ıslo je komplexné č́ıslo, ktoré je koreňom nejakého monického

polynómu s celoč́ıselnými koeficientami.

Nasledujúce dve tvrdenia hovoria o tom, že č́ıselné telesá a jejich prvky možno
uvažovat’ v zjednodušenom tvare.

Veta 1.1.3. Ak K je algebraické č́ıselné teleso, potom existuje algebraické celé
č́ıslo θ, že K = Q(θ).

Tvrdenie 1.1.4. Nech K = Q(θ) je algebraické č́ıselné teleso a nech n je stupeň
minimálneho polynómu mθ,K(x). Potom l’ubovolný prvok K je možné jednoznačne
vyjadrit’ v tvare c0 + c1θ + · · ·+ cn−1θ

n−1, kde c0, c1, . . . , cn−1 ∈ Q.

Zrejme K je n–dimenzionálny vektorový priestor nad Q a stupeň K nad Q je
n. Ak n = 2, hovoŕıme o K ako o kvadratickom telese, ak n = 3, K je kubické
teleso, a pod.
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1.2 Okruh celistvých prvkov

Algebraické celé č́ısla tvoria v č́ıselnom telese okruh, celistvý uzáver Z.

Veta 1.2.1. Nech K je algebraické č́ıselné teleso. Množina všetkých algebraických
celých č́ısel, ktoré patria do K, tvoŕı okruh (dokonca obor integrity).

Defińıcia 1.2.2. (Okruh celistvých prvkov)
Okruh algebraických celých č́ısel v K nazývame okruhom celistvých prvkov

algebraického č́ıselného telesa K a znač́ıme ho OK .

Ďalej pozorujme nejaké charakteristiky okruhu celistvých prvkov.

Veta 1.2.3. Ak K je algebraické č́ıselné teleso, potom K je podielové teleso OK.

Veta 1.2.4. Ak K je algebraické č́ıselné teleso, potom OK je celistvo uzavretý
obor.

1.3 Diskriminant

Defińıcia 1.3.1. (Konjugácie α nad K)
Nech α ∈ C je algebraické nad K, kde K je podtelesom C. Konjugácie α

nad K sú korene minimálneho polynómu mα,K(x).

K nájdeniu okruhu celistvých prvkov v konkrétnych pŕıpadoch potrebujeme
zaviest’ pojem diskriminantu spolu s jeho základnými vlastnost’ami.

Defińıcia 1.3.2. (Diskriminant n prvkov v algebraickom č́ıselnom telese stupňa n)
Nech K je algebraické č́ıselné teleso stupňa n. Nech ω1, ω2, . . . , ωn je n prvkov

telesa K a nech σk (k = 1,2, . . . ,n) označujú n rôznych monomorfizmov K → C.
Pre i = 1, . . . ,n nech

ω
(1)
i = σ1(ωi) = ωi, ω

(2)
i = σ2(ωi), . . . , ω

(n)
i = σn(ωi)

značia konjugácie ωi nad K. Potom diskriminant {ω1, ω2, . . . , ωn} je

D(ω1, ω2, . . . , ωn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ω
(1)
1 ω

(1)
2 . . . ω

(1)
n

ω
(2)
1 ω

(2)
2 . . . ω

(2)
n

...
... . . .

...

ω
(n)
1 ω

(n)
2 . . . ω

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

.

Defińıcia 1.3.3. (Diskriminant prvku α)
Nech K je algebraické č́ıselné teleso stupňa n, α ∈ K. Definujme diskriminant

D(α) ako
D(α) = D(1,α, α2, . . . , αn−1).

Veta 1.3.4. Nech K je algebraické č́ıselné teleso stupňa n, α ∈ K. Potom

D(α) =
∏

1≤i<j≤n

(α(i) − α(j))2,

kde α(1) = α, α(2), . . . , α(n) sú konjugácie α nad K.
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Veta 1.3.5. Nech K je algebraické č́ıselné teleso stupňa n, α ∈ K. Potom

K = Q(α) práve vtedy, ked’ D(α) 6= 0.

Tvrdenie 1.3.6. Nech K je algebraické č́ıselné teleso stupňa n.

• Ak ω1, ω2, . . . , ωn ∈ K, potom D(ω1, ω2, . . . , ωn) ∈ Q.

• Ak ω1, ω2, . . . , ωn ∈ OK, potom D(ω1, ω2, . . . , ωn) ∈ Z.

• Ak ω1, ω2, . . . , ωn ∈ K, potom D(ω1, ω2, . . . , ωn) 6= 0 práve vtedy, ked’

ω1, ω2, . . . , ωn sú lineárne nezávislé nad Q.

Na záver sekcie ukážme ako diskriminant algebraického č́ısla čo najefekt́ıvneǰsie
spoč́ıtat’ a jeho súvislost’ s diskriminantom minimálneho polynómu.

Veta 1.3.7. Nech θ je algebraické č́ıslo a θ1 = θ, θ2, . . . , θn sú konjugácie θ nad Q,
t.j. korene f(x) := mθ,Q(x). Potom

D(θ) = (−1)n(n−1)/2
n∏
i=1

f ′(θi).

Defińıcia 1.3.8. (Diskriminant polynómu)
Nech

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ C[x],

kde n ∈ Z>0 a an 6= 0. Nech x1, x2, . . . , xn ∈ C sú korene f(x). Diskriminant f(x)
definujeme ako

disc(f(x)) = a2n−2n

∏
1≤i<j≤n

(xi − xj)2 ∈ C.

Dôsledok 1.3.9. Nech θ je algebraické č́ıslo a θ1 = θ, θ2, . . . , θn sú konjugácie θ
nad Q, t.j. korene f(x) := mθ,Q(x). Potom

D(θ) = (−1)n(n−1)/2
n∏
i=1

f ′(θi) =
∏

1≤i<j≤n

(θi − θj)2 =

= disc(
n∏
i=1

(x− θi)) = disc(mθ,Q(x)).

1.4 Celistvá báza

Veta 1.4.1. Okruh celistvých prvkov OK algebraického č́ıselného telesa K je
najväčš́ı podokruh, ktorý je konečne generovaný ako Z-modul.

Ked’že okruh celistvých prvkov je konečne generovaný ako Z-modul, môžme
uvažovat’ jeho bázu.

Defińıcia 1.4.2. (Celistvá báza K)
Nech K je algebraické č́ıselné teleso. Bázu OK ako Z-modulu nazývame celis-

tvou bázou K.
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Śıce celistvá báza č́ıselného telesa nie je jednoznačne určená, ale všetky báze
jedného telesa majú zhodný diskriminant a zároveň každá d’aľsia množina prvkov
s rovnakým diskriminantom tvoŕı takisto bázu. Preto diskriminant l’ubovolnej ce-
listvej báze nazveme diskriminantom celého telesa a táto defińıcia bude korektná.

Tvrdenie 1.4.3. Nech K je algebraické č́ıselné teleso.

• Ak {η1, η2, . . . , ηn} a {λ1, λ2, . . . , λn} sú dve celistvé báze K, potom plat́ı
D(η1, η2, . . . , ηn) = D(λ1, λ2, . . . , λn).

• Pokial’ {η1, η2, . . . , ηn} je celistvá báza K a λ1, λ2, . . . , λn ∈ OK tak, že
D(η1, η2, . . . , ηn) = D(λ1, λ2, . . . , λn), potom {λ1, λ2, . . . , λn} je takisto ce-
listvá báza K.

Defińıcia 1.4.4. (Diskriminant č́ıselného telesa)
Nech K je algebraické č́ıselné teleso stupňa n a nech {η1, η2, . . . , ηn} je celistvá

báza K. Potom D(η1, η2, . . . , ηn) nazveme diskriminant K a znač́ıme d(K).

Ďaľsie tvrdenie sa nám bude hodit’ pri hl’adańı okruhu celistvých prvkov
v konkrétnych pŕıpadoch, nakol’ko pri väčšine nám bude stačit’ spoč́ıtat’ diskri-
minant prvku θ generujúceho č́ıselné teleso a overit’, že to je bezštvorcové celé
č́ıslo.

Veta 1.4.5. Nech K je algebraické č́ıselné teleso a nech θ ∈ OK tak, že K = Q(θ).
Potom

D(θ) = d(K)(OK : Z[θ])2,

pričom (OK : Z[θ]) = |OK/Z[θ]|.

Dôsledok 1.4.6. Nech K je algebraické č́ıselné teleso stupňa n a nech θ ∈ OK
tak, že K = Q(θ). Ak D(θ) je bezštvorcové, potom {1,θ, θ2, . . . , θn−1} je celistvá
báza K.

Ak by diskriminant θ bezštvorcový nevyšiel, môžme sa pri hl’adańı okruhu
celistvých prvkov skúsit’ obrátit’ na Stickelbergerovu vetu.

Veta 1.4.7. (Stickelberger)
Nech K je algebraické č́ıselné teleso. Potom

d(K) ≡ 0 alebo 1 (mod 4).

1.5 Dedekindov obor

Okruhy celistvých prvkov nie sú vždy Gaussovými obormi, teda nie je v nich
zaručená existencia a jednoznačnost’ rozkladu prvkov na prvočinitele. Nakol’ko by
sme ale túto vlastnost’ pri riešeńı rovńıc potrebovali, pripomeňme v tejto sekcii
pojem Dedekindovho oboru a uvažujme okruh celistvých prvkov ako Dedekindov
obor, kde sa ideály na súčin prvoideálov rozkladajú.

Defińıcia 1.5.1. (Dedekindov obor)
Obor integrity D, ktorý sṕlňa nasledujúce tri vlastnosti:

• D je Noetherovský,
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• D je celistvo uzavretý a

• každý prvoideál D je maximálnym ideálom,

sa nazýva Dedekindov obor.

Veta 1.5.2. Ak D je Dedekindov obor, potom každý vlastný ideál oboru D je
súčinom prvoideálov a táto faktorizácia je jednoznačná (až na usporiadanie).

Veta 1.5.3. Nech K je algebraické č́ıselné teleso a OK pŕıslušný okruh celistvých
prvkov. Potom OK je Dedekindov obor a každý vlastný ideál OK môžeme jedno-
značne (až na usporiadanie) vyjadrit’ ako súčin prvoideálov.

Sekciu ešte doplňme o defińıciu lomeného ideálu Dedekindovho oboru a aj
na ideáloch zaved’me pre prehl’adnost’ reláciu delitel’nosti.

Defińıcia 1.5.4. (Lomený ideál)
Nech D je Dedekindov obor a K jeho podielové teleso. Lomený ideál D je

každý nenulový D-podmodul A telesa K, pre ktorý existuje nenulový prvok r ∈
D, že rA ⊆ D.

Poznámka. Lomený ideál Dedekindovho oboru D je každý nenulový D-podmodul
K, ktorého prvky majú spoločného menovatel’a. Možno ho vždy vyjadrit’ v tvare
A = 1

r
I kde r ∈ D \ {0} a I je ideál D.

Defińıcia 1.5.5. (Delitel’nost’ ideálov)
Nech D je Dedekindov obor a A, B sú dva nenulové (lomené) ideály D. Ho-

voŕıme, že A deĺı B (zn. A | B), ak existuje ideál C taký, že B = AC.

Poznámka. Ak A =
∏n

i=1 P
ai
i a B =

∏n
i=1 P

bi
i , kde P1, . . . , Pn sú rôzne prvoideály

a a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ Z, potom

A | B ⇔ ai ≤ bi, i = 1,2, . . . , n.

Veta 1.5.6. Nech D je Dedekindov obor a A, B sú dva nenulové (lomené) ideály
D. Potom

A | B ⇔ B ⊆ A.

Defińıcia 1.5.7. (Komaximálne ideály)
Nech D je Dedekindov obor a I, J sú dva ideály D. Hovoŕıme, že I a J sú

komaximálne, ak
I + J = D.

Komaximálnym ideálom niekedy hovoŕıme aj nesúdelitel’né, pretože nemajú
žiadne spoločné prvoideály v rozkladoch.

1.6 Normy

Ďaľśım aspoň čiastočným ciel’om bude rozklady niektorých ideálov nájst’. Pre
rozpoznávanie prvoideálov budeme potrebovat’ poč́ıtat’ ich normu, ktorá je vel’mi
úzko spojená s bežnou normou prvkov.
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Defińıcia 1.6.1. (Norma prvku)

Nech K je algebraické č́ıselné teleso stupňa n, nech α ∈ K a α1 = α, α2, . . . , αn
sú K-konjugácie α. Potom norma α je definovaná ako

N(α) = α1α2 . . . αn.

Veta 1.6.2. Nech K je algebraické č́ıselné teleso stupňa n a α, β ∈ K. Potom

N(αβ) = N(α)N(β).

Defińıcia 1.6.3. (Norma ideálu)

Nech K je algebraické č́ıselné teleso stupňa n a nech 0 6= I je ideál OK
s generátormi {η1, η2, . . . , ηn}. Potom norma ideálu I je definovaná ako

N(I) =

√
D(I)

d(K)
,

kde D(I) = D(η1, η2, . . . , ηn).

Tvrdenie 1.6.4. Nech K je algebraické č́ıselné teleso stupňa n a nech 0 6= I je
ideál OK. Potom N(I) je kladné celé č́ıslo.

Tvrdenie 1.6.5. Nech K je algebraické č́ıselné teleso stupňa n a nech 0 6= c ∈ Z.
Potom norma hlavného ideálu N((c)) je

N((c)) = |c|n.

Veta 1.6.6. Nech K je algebraické č́ıselné teleso stupňa n a nech 0 6= I je ideál
OK. Potom

N(I) = (OK : I).

Defińıcia 1.6.7. (Norma lomeného ideálu)

Ak A = 1
r
I je lomený ideál, potom jeho normu definujeme ako

N(A) =
N(I)

N((r))
.

Veta 1.6.8. Nech K je algebraické č́ıselné teleso a nech A, B sú dva nenulové
(lomené) ideály v OK. Potom

N(AB) = N(A)N(B).

Veta 1.6.9. Nech K je algebraické č́ıselné teleso stupňa n a OK pŕıslušný okruh
celistvých prvkov. Ďalej nech α ∈ OK. Potom

N((α)) = |N(α)|.
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1.7 Prvoideály

Každý prvoideál okruhu celistvých prvkov súviśı s práve jedným prvoč́ıslom.

Veta 1.7.1. Nech K je algebraické č́ıselné teleso a P prvoideál OK. Potom exis-
tuje práve jedno prvoč́ıslo p také, že

P | (p).

Veta 1.7.2. Nech K je algebraické č́ıselné teleso stupňa n, P prvoideál OK a p
prvoč́ıslo, pre ktoré P | (p). Potom

N(P ) = pf ,

kde f ∈ Z>0.

Defińıcia 1.7.3. (Stupeň inercie)
Nech K je algebraické č́ıselné teleso stupňa n, P prvoideál OK a p prvoč́ıslo,

pre ktoré P | (p). Potom f ∈ Z>0, pre ktoré plat́ı

N(P ) = pf ,

sa nazýva stupeň inercie P v OK , zn. fK(P ).

Defińıcia 1.7.4. (Index vetvenia)
Nech K je algebraické č́ıselné teleso stupňa n, P prvoideál OK a p prvoč́ıslo,

pre ktoré P | (p). Potom e ∈ Z>0, pre ktoré plat́ı

P e | (p), P e+1 - (p),

sa nazýva index vetvenia P v K (alebo aj ramifikačný index), zn. eK(P ).

Veta 1.7.5. Nech K je algebraické č́ıselné teleso stupňa n a p je prvoč́ıslo. Pred-
pokladajme, že

(p) = P e1
1 . . . P eg

g

je rozklad na súčin rôznych prvoideálov v OK a fi = fK(Pi) je stupeň inercie Pi
v OK pre všetky i = 1,2, . . . ,g. Potom

e1f1 + e2f2 + · · ·+ egfg = n.

Predchádzajúce tvrdenie jednak ukazuje vzt’ah stupňa inercie a indexu vetve-
nia, ale zároveň hovoŕı, že v č́ıselnom telese stupňa n sa hlavný ideál generovaný
prvoč́ıslom nikdy nerozkladá na viac ako n rôznych prvoideálov.

Ďalej ozrejmime aké všetky prvky, respekt́ıve ideály, majú prvoč́ıselnú normu.

Veta 1.7.6. Nech K je algebraické č́ıselné teleso. Ak α ∈ OK tak, že

N(α) = ±p,

kde p je prvoč́ıslo, potom α je ireducibilný prvok.

Veta 1.7.7. Nech K je algebraické č́ıselné teleso a 0 6= I ideál OK. Ak N(I) = p,
kde p je prvoč́ıslo, potom I je prvoideál.
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Na záver sekcie si ešte ukážme tvrdenie, ktoré nám priamo dáva algoritmus ako
rozkladat’ hlavné ideály generované prvoč́ıslami na súčiny prvoideálov v č́ıselnom
telese.

Veta 1.7.8. Nech K = Q(θ) je algebraické č́ıselné teleso také, že OK = Z[θ].
Ďalej nech p je prvoč́ıslo a

f(x) = mθ,Q(x) ∈ Z[x].

Zvol’me monické polynómy g1(x), . . . , gr(x) ∈ Z[x] tak, že sú navzájom rôzne,
ireducibilné modulo p a zároveň

f(x) ≡
r∏
i=1

gi(x)ei (mod p),

kde e1, e2, . . . , en ∈ Z>0. Ak polož́ıme

Pi = (p, gi(θ)), i = 1,2, . . . , r,

potom P1, P2, . . . , Pr sú navzájom rôzne prvoideály OK a

(p) = P e1
1 P

e2
2 . . . P er

r ,

N(Pi) = pdeg fi , i = 1,2, . . . , r.

1.8 Triedová grupa

Vediet’ faktorizovat’ ideály bude dôležité najmä pre zistenie triedovej grupy
č́ıselného telesa.

Veta 1.8.1. Nech K je algebraické č́ıselné teleso a OK pŕıslušný okruh celistvých
prvkov. Potom množina všetkých nenulových ideálov a lomených ideálov OK tvoŕı
spolu s operáciou násobenia Abelovskú grupu I(K).

Dôsledok 1.8.2. Hlavné ideály v I(K) sú tvaru (α) = {rα, r ∈ OK} pre nejaké
α ∈ K \ {0} a tvoria normálnu podgrupu P (K) grupy I(K).

Faktorgrupa I(K)/P (K) je dobre definovaná a Abelovská.

Defińıcia 1.8.3. (Triedová grupa)
Nech K je algebraické č́ıselné teleso, I(K) grupa nenulových ideálov a lo-

mených ideálov OK a P (K) jej podgrupa hlavných ideálov. Potom faktorgrupa
I(K)/P (K) sa nazýva triedová grupa K, zn. H(K), pŕıp. Cl(OK).

Defińıcia 1.8.4. (Triedové č́ıslo)
Nech K je algebraické č́ıselné teleso. Rádu grupy H(K) hovoŕıme triedové

č́ıslo K, zn. h(K).

Najjednoduchš́ı pŕıpad nastáva, ak okruh celistvých prvkov je Gaussov. To je
ekvivalentné triedovému č́ıslu 1 a vtedy všetky ideály okruhu sú hlavné.

14



Veta 1.8.5. Nech K je algebraické č́ıselné teleso. Potom

h(K) = 1⇔ OK je obor integrity hlavných ideálov⇔ OK je Gaussov obor.

Nasledujúce tvrdenia smerujú k hlavnému výsledku tejto sekcie o konečnosti
triedovej grupy č́ıselného telesa.

Veta 1.8.6. Nech K = Q(θ) je algebraické č́ıselné teleso stupňa n = r + 2s, kde
θ má r reálnych konjugácii a s dvoj́ıc rýdzo komplexných konjugácii. Ďalej nech
C ∈ H(K). Potom C obsahuje ideál B 6= 0, pre ktorý plat́ı

N(B) ≤
(

4

π

)s
n!

nn

√
|d(K)|.

Defińıcia 1.8.7. (Minkowského hranica)
Nech K = Q(θ) je algebraické č́ıselné teleso stupňa n = r + 2s, kde θ má

r reálnych konjugácii a s dvoj́ıc rýdzo komplexných konjugácii. Minkowského
hranicu MK definuje predpis

MK =

(
4

π

)s
n!

nn

√
|d(K)|.

Veta 1.8.8. Nech K je algebraické č́ıselné teleso a k ∈ Z>0. Potom existuje len
konečný počet ideálov A okruhu celistvých prvkov OK s normou N(A) = k.

Dôsledok 1.8.9. Nech K je algebraické č́ıselné teleso. Potom jeho triedová grupa
H(K) je konečná (triedové č́ıslo h(K) je konečné).

Všimnime si, že tvrdenia zároveň čiastočne ukazujú možnost’, ako triedovú
grupu určit’, a to nájdeńım množiny jej reprezentantov zostavenej z ideálov normy
menšej ako Minkowského hranica a súvislost́ı medzi nimi.

1.9 Jednotky

V záverečnej časti úvodnej kapitoly ukážeme spôsob, akým budeme overovat’

či daný prvok je jednotkou (invertibilným prvkom), ba dokonca hl’adat’ celú grupu
jednotiek v jednotlivých okruhoch celistvých prvkov.

Vo väčšine pŕıpadov, napŕıklad ked’ bude grupa jednotiek konečná, alebo bu-
deme vediet’ vzniknutú rovnicu riešit’, nám bude stačit’ použit’ nasledujúci vzt’ah
k norme.

Veta 1.9.1. Nech K je algebraické č́ıselné teleso.

• Ak α je jednotkou OK, potom N(α) = ±1.

• Ak α ∈ OK a N(α) = ±1, potom α je jednotkou OK.

V zložiteǰśıch pŕıpadoch nekonečnej grupy jednotiek použijeme silnú Dirichle-
tovu vetu o jednotkách, ktorá hovoŕı, že jednotky v okruhu celistvých prvkov sú
navzájom závislé a pre nájdenie celej grupy bude stačit’ nájst’ generátory (funda-
mentálne jednotky), ktorých je vždy len konečne vel’a.
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Veta 1.9.2. (Dirichletova veta o jednotkách)
Nech K = Q(θ) je algebraické č́ıselné teleso stupňa n = r + 2s, kde θ má r

reálnych konjugácii a s dvoj́ıc rýdzo komplexných konjugácii. Potom OK obsahuje
r + s − 1 jednotiek u1,u2, . . . , ur+s−1 takých, že každá jednotka u ∈ OK sa dá
jednoznačne vyjadrit’ v tvare

u = ρun1
1 u

n2
2 . . . u

nr+s−1

r+s−1 ,

kde ρ je odmocnina z jednej v OK a n1, n2, . . . , nr+s−1 ∈ Z.

Defińıcia 1.9.3. (Fundamentálny systém jednotiek)
Nech K = Q(θ) je algebraické č́ıselné teleso stupňa n = r + 2s, kde θ má r

reálnych konjugácii a s dvoj́ıc rýdzo komplexných konjugácii. Ak u1, u2, . . . , ur+s−1
je r + s − 1 jednotiek OK takých, že u1, u2, . . . , ur+s−1 sú vzájomne nezávislé a
každá jednotka u ∈ OK sa dá jednoznačne vyjadrit’ v tvare

u = ρun1
1 u

n2
2 . . . u

nr+s−1

r+s−1 ,

kde ρ je odmocnina z jednej v OK a n1, n2, . . . , nr+s−1 ∈ Z, potom množinu

{u1, u2, . . . , ur+s−1}

nazývame fundamentálny systém jednotiek OK .
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Kapitola 2

Diofantické rovnice

Uvažujme nasledovný problém: nech je daný polynóm f(x1, x2, . . . , xn), f ∈
Z[x1,x2, . . . , xn]. Má rovnica f(x1, x2, . . . , xn) = 0 celoč́ıselné riešenie? Ak áno,
nájdime ich všetky, pokial’ nie, dokážme to.

Śıce v súčasnosti je dokázané, že algoritmus na overenie existencie riešenia
rovnice takéhoto typu neexistuje, no sú vyvinuté isté metódy a techniky, ktorými
sa určité Diofantické rovnice riešit’ dajú.

Jednou z najzákladneǰśıch takých metód je využitie kongruencíı, t.j. mo-
dulárnej aritmetiky, ktorej sa budeme venovat’ v Sekcii 2.1. Samostatné metódy
boli vyvinuté na riešenie niektorých historicky významných rovńıc, preto sa v Sek-
cii 2.2 zameriame na Pellovu rovnicu a jej riešitel’nost’, v Sekcii 2.3 zasa na Thu-
eho rovnicu. Následne sa konečne dostaneme k metóde riešenia rovńıc rozkladom
v č́ıselnom telese, ktorú na ilustrat́ıvnom pŕıklade poṕı̌seme v Sekcii 2.4 spolu
so súvisiacimi tvrdeniami.

2.1 Modulárna aritmetika

Defińıcia 2.1.1. (Diofantická rovnica)
Diofantická rovnica je polynomiálna rovnica, obvykle o dvoch alebo viacerých

premenných, pri ktorej uvažujeme iba jej celoč́ıselné riešenia.

Veta 2.1.2. Nech f(x1, x2, . . . , xn) = 0 je Diofantická rovnica. Pokial’ existuje
celoč́ıselné riešenie f(x1, x2, . . . , xn) = 0, potom existuje riešenie tejto rovnice aj
v (Z/aZ)n pre l’ubovolné a ∈ Z>0.

Celoč́ıselné riešenia budeme v práci d’alej značit’ ako Z-riešenia bez ohl’adu
na počet premenných rovnice (analogicky aj pri iných oboroch).

Pŕıklad 2.1.3. Riešme rovnicu

x2 − 117x+ 31 = 0.

Pozrime sa teda na danú rovnicu modulo 2. Ak rovnica Z-riešenie má, podl’a
Vety 2.1.2 má riešenie aj v Z/2Z. Obrátene, ak neexistuje Z/2Z-riešenie, neexis-
tuje ani Z-riešenie.

Takže pre celoč́ıselné riešenie (x,y) pokial’ x ≡ 0 (mod 2), dostávame 02 −
0 + 1 ≡ 0 (mod 2), čo je spor, naopak ak x ≡ 1 (mod 2), máme 12 − 1 + 1 ≡ 0
(mod 2), čo je opät’ spor. Riešenie modulo 2 teda neexistuje, spolu s č́ım sme
súčasne dokázali aj neexistenciu celoč́ıselného riešenia.

17



Táto metóda môže byt’ užitočná aj v pŕıpade zdanlivo menej triviálnych Di-
ofantických rovńıc.

Pŕıklad 2.1.4. Riešme rovnicu

x2 + y2 = 4z2 + 3.

Pozrime sa tento raz na rovnicu modulo 4. Pravá strana rovnice je zrejme
vždy kongruentná 3 (mod 4).

Ak x,y ≡ 0 alebo 2 modulo 4, potom x2 ≡ y2 ≡ 0 (mod 4). V pŕıpade, že
x,y ≡ 1 alebo 3 modulo 4, dostávame x2 ≡ y2 ≡ 1 (mod 4). To však znamená,
že pre l’ubovolné možné riešenia rovnice x,y,z ∈ Z vždy x2 + y2 ≡ 0, 1, alebo 2
(mod 4), t.j. l’avá strana nie je modulo 4 kongruentná pravej.

Preto ani táto rovnica nemá celoč́ıselné riešenie.

Ďalej sa pozrieme na špeciálne typy Diofantických rovńıc, ktoré budeme často
využ́ıvat’. Vzhl’adom na fakt, že boli dlhodobo analyzované, sú známe aj tvrdenia
vhodné na ich riešenie.

2.2 Pellova rovnica

Najskôr sa budeme venovat’ jednej z najpreskúmaneǰśıch rovńıc vôbec, tzv.
Pellovej rovnici, na ktorej riešenie máme všeobecne známy postup.

Defińıcia 2.2.1. (Pellova rovnica)
Diofantická rovnica v tvare

x2 −my2 = 1,

kde m > 0 je bezštvorcové celé č́ıslo, sa nazýva Pellova rovnica.

Zjavne (x,y) = (±1, 0) sú triviálnymi riešeniami Pellovej rovnice, ktorými sa
d’alej v tejto sekcii už nebudeme zaoberat’.

Veta 2.2.2. Nech m > 0 je bezštvorcové celé č́ıslo. Potom existujú x1,y1 ∈ Z>0,
ktoré riešia Pellovu rovnicu x2 −my2 = 1.

Defińıcia 2.2.3. (Fundamentálne riešenie)
Nech m > 0 je bezštvorcové celé č́ıslo a x1,y1 ∈ Z>0 sú také, že (x1,y1) je

riešeńım Pellovej rovnice x2−my2 = 1 a zároveň x1 +
√
my1 je najmenšie možné.

Potom riešeniu (x1,y1) hovoŕıme fundamentálne riešenie Pellovej rovnice.

Poznámka. Defińıcia je korektná, nakol’ko Veta 2.2.2 garantuje existenciu mi-
nimálneho kladného riešenia.

Veta 2.2.4. Nech m > 0 je bezštvorcové celé č́ıslo a (x1,y1) je fundamentálne
riešenie Pellovej rovnice x2 −my2 = 1. Potom

• každé d’aľsie riešenie tejto rovnice je v tvare ±(xn,yn), kde

xn +
√
myn = (x1 +

√
my1)

n

pre nejaké n ∈ Z.
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• Ak x,y ∈ Z>0 sú také, že (x,y) je riešeńım danej rovnice a všetky ostatné
riešenia tejto rovnice sú v tvare ±(xn,yn), kde

xn +
√
myn = (x+

√
my)n,

potom nutne (x,y) = (x1,y1).

Dôsledok 2.2.5. Ak m > 0 je bezštvorcové celé č́ıslo, potom Pellova rovnica
x2 −my2 = 1 má nekonečne vel’a celoč́ıselných riešeńı.

Pŕıklad 2.2.6. Riešme rovnicu

x2 − 3y2 = 1.

Zjavne sa jedná o Pellovu rovnicu, t.j. (±1, 0) sú jej triviálnymi riešeniami.
Ďalej pozorujme, že (2,1) je takisto riešenie danej rovnice. Aby sme overili, že
sa jedná o fundamentálne riešenie, potrebujeme zistit’, či neexistuje iné kladné
netriviálne riešenie (xi,yi), že xi +

√
3yi < 2 + 1

√
3 < 4.

Jedinými takými kandidátmi na fundamentálne riešenia sú (1,1), (1,2), no ani
jedno z nich nie je v skutočnosti riešeńım. Preto (2,1) je fundamentálne riešenie
a podl’a Vety 2.2.4 ostatné riešenia rovnice sú v tvare ±(xn,yn), kde

xn +
√

3yn = (2 + 1
√

3)n

pre všetky n ∈ Z.

Vediet’ riešit’ Pellove rovnice bude užitočné v práci aj d’alej pri hl’adańı jedno-
tiek v niektorých kvadratických č́ıselných telesách. Z rovnakého dôvodu do sku-
piny Pellových rovńıc zahrnieme aj tzv. rozš́ırenú Pellovu rovnicu, ktorá bola
taktiež historicky rozsiahlo skúmaná.

Defińıcia 2.2.7. (Rozš́ırená Pellova rovnica)
Diofantická rovnica v tvare

x2 −my2 = ±1,

kde m > 0 je bezštvorcové celé č́ıslo, sa nazýva rozš́ırená Pellova rovnica.

Analogické tvrdenie o existencii a jednoznačnosti fundamentálneho riešenia
plat́ı aj pri rozš́ırenej Pellovej rovnici.

Veta 2.2.8. Nech m > 0 je bezštvorcové celé č́ıslo. Potom existuje jednoznačne
určené riešenie (x1,y1) rozš́ırenej Pellovej rovnice x2−my2 = ±1, pre ktoré plat́ı:

• x1,y1 ∈ Z>0,

• x1 +
√
my1 je najmenšie možné a

• každé d’aľsie riešenie tejto rovnice je v tvare ±(xn,yn), kde xn +
√
myn =

(x1 +
√
my1)

n pre l’ubovolné n ∈ Z.

Podobne ako pri základnej Pellovej rovnici, riešenie z predchádzajúceho tvr-
denia budeme nazývat’ fundamentálne riešenie rozš́ırenej Pellovej rovnice.
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2.3 Thueho rovnica

Ďaľsou historicky významnou a dôležitou rodinou Diofantických rovńıc sú
Thueho rovnice.

Veta 2.3.1. (Thue)

Ak

T (x,y) = a0x
n + a1x

n−1y + ...+ an−1xy
n−1 + any

n,

kde ai ∈ Z pre všetky i ∈ {0,1, . . . , n}, je homogénny ireducibilný polynóm cel-
kového stupňa n ≥ 3, 0 6= k ∈ Z, potom diofantická rovnica

T (x,y) = k

má konečne vel’a celoč́ıselných riešeńı.

Ako prvý toto tvrdenie dokázal Axel Thue, po ktorom sú rovnice tohoto typu
pomenované.

Defińıcia 2.3.2. (Thueho rovnica)

Nech 0 6= k ∈ Z a T (x,y) je homogénny ireducibilný polynóm celkového
stupňa n ≥ 3. Každá diofantická rovnica tvaru T (x,y) = k sa nazýva Thueho
rovnica.

Thueho pôvodný dôkaz neviedol k algoritmu na samotné vyriešenie rovńıc.
Ten vznikol o pár desat’roč́ı neskôr objaveńım hornej hranice na vel’kost’ riešenia
Thueho rovńıc.

Veta 2.3.3. Nech T (x,y) = k je Thueho rovnica. Všetky riešenia T (x,y) = k
sú efekt́ıvne algoritmicky spoč́ıtatel’né a hranica pre max(|x|,|y|) je polynomiálna
vzhl’adom ku |k|.

Samotnú hranicu však nie je jednoduché explicitne vyjadrit’, detaily k tomuto
problému vieme nájst’ v [Coh93], kap. 12.10.

Na netriviálne Thueho rovnice budeme d’alej využ́ıvat’ implementáciu algo-
ritmu na ich riešenie v programe Wolfram Mathematica 10.1.

2.4 Faktorizácia v č́ıselnom telese

Touto sekciou sa dostávame k metóde riešenia Diofantických rovńıc rozkladom
v pŕıslušnom č́ıselnom telese, ktorou sa budeme zaoberat’ prakticky po celý zvyšok
práce.

Najskôr pri riešeńı elementárneho pŕıkladu v telese racionálnych č́ısel poṕı̌seme
jednotlivé kroky, č́ım predstav́ıme metódu ako takú, pričom upozorńıme na možné
problémy, ktoré vzniknú prechodom do zložiteǰśıch č́ıselných telies a ktorými sa
budeme hlbšie zaoberat’ v práci d’alej.

Zároveň sformulujeme tvrdenia súvisiace s touto metódou použitel’né pri riešeńı
konkrétnych úloh.
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2.4.1 Rovnica x2 − 1 = y3 a popis metódy

Pŕıklad 2.4.1. Riešme rovnicu

x2 − 1 = y3.

Predpokladajme, že (x,y) je nejaké celoč́ıselné riešenie danej rovnice.

Parita

Ako prvú rozmyslime paritu x,y, č́ım na tieto č́ısla vytvoŕıme isté základné
obmedzenia. Ak by x, y boli rovnakej parity, potom x2 a y3 by boli tiež rovnakej
parity a x2 − 1 6= y3, čo je spor. Takže môžme predpokladat’, že ich parita je
opačná.

Č́ıselné teleso

Ďaľśım dôležitým krokom je popis č́ıselného telesa, čo vždy obnáša určenie
okruhu celistvých prvkov a jeho vlastnost́ı, triedovej grupy a grupy jednotiek.
Nakol’ko našu rovnicu budeme rozkladat’ v triviálnom č́ıselnom telese Q, jeho
popis je ihned’ z pŕıslušných defińıcíı zrejmý. Okruh celistvých prvkov tvoŕı okruh
celých č́ısel Z, čo je Euklidov obor a teda v ňom existujú jednoznačne určené
rozklady na prvoč́ısla. Preto podl’a Vety 1.8.5 je triedová grupa jednoprvková
a grupu jednotiek zjavne tvoria prvky ±1.

V netriviálnych č́ıselných telesách však môže byt’ jednak zložiteǰsie okruh ce-
listvých prvkov nájst’, d’alej nemuśı sa v ňom intuit́ıvne pracovat’ a takisto ne-
musia v ňom existovat’ jednoznačne určené rozklady na prvočinitele. V takých
pŕıpadoch budeme musiet’ prechádzat’ do sveta ideálov pomocou tvrdeńı formulo-
vaných v prvej kapitole a hl’adat’ triedovú grupu. Rovnako môže byt’ v niektorých
telesách náročneǰsie určit’ grupu jednotiek, ktorá naviac môže byt’ nekonečná.

Rozklad a spoločné delitele

Nasleduje samotný rozklad členov rovnice v pŕıslušnom okruhu, č́ım našu
rovnicu dostávame do tvaru

(x+ 1)(x− 1) = y3.

Ďalej pri riešeńı postupujeme určeńım možných spoločných delitel’ov faktorov
x+ 1, x− 1.

Ak d ∈ Z deĺı x+ 1 a zároveň x− 1, potom

d | ((x+ 1)− (x− 1)) = 2,

teda d ∈ {1,2} (až na znamienko). Zostáva rozdelit’ úlohu na 2 pŕıpady podl’a
parity a previest’ diofantickú rovnicu do podoby, v ktorej ju budeme vediet’ riešit’.

Riešenie pre párne x

Ak x je párne, potom zrejme d = 1 a č́ısla x + 1, x − 1 sú nesúdelitel’né.
Nakol’ko ale vieme, že ich súčin je tret’ou mocninou nejakého č́ısla, z existencie
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a jednoznačnosti rozkladov na prvoč́ısla muśı aj každé z nich samostatne byt’

tret’ou mocninou nejakého celého č́ısla až na násobok jednotkou. Ked’že každú
z jednotiek vieme vyjadrit’ ako tretiu mocninu samej seba, nie je nutné ich brat’

do úvahy separátne a môžme ich zahrnút’ do všeobecných prvkov. Preto uvažujme

x+ 1 = a3,

x− 1 = b3

pre nejaké a,b ∈ Z, z čoho d’alej plynie rovnost’

a3 − 1 = b3 + 1.

Jedinou možnost’ou ako rozdiel dvoch tret́ıch mocńın celých č́ısel môže byt’ 2 je
zjavne pŕıpad a = 1, b = −1, t.j. dostávame

x = a3 − 1 = 13 − 1 = 0

a následne z pôvodnej rovnice

y3 = x2 − 1 = −1,

čo znamená y = −1.
Ak by celistvá báza okruhu celistvých prvkov nebola triviálna, čo nastane

pri prechode na zauj́ımaveǰsie č́ıselné telesá, namiesto jednej výslednej rovnice by
sme dostali na riešenie sústavu rovńıc.

Riešenie pre nepárne x

Naopak pokial’ x je nepárne, potom zrejme d = 2 a 2 | x2 − 1 = y3. Vieme, že
y je párne, aplikujme teda na rovnicu substitúciu

y := 2y1

a preṕı̌sme ju do tvaru
(x+ 1)(x− 1) = (2y1)

3,

následne (
x+ 1

2

)(
x− 1

2

)
= 2y31,

kde už členy x+1
2

, x−1
2

musia byt’ nesúdelitel’né. Preto môžme použit’ obdobný
postup ako vyššie a rozdelit’ úlohu na d’aľsie dva pŕıpady, ktoré mohli nastat’.

• Ak plat́ı
x+ 1

2
= a3,

x− 1

2
= 2b3

pre nejaké a,b ∈ Z, potom určite máme rovnost’

x = 2a3 − 1 = 4b3 + 1,
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čo z dôvodu rôznych koeficientov pri a,b zrejme nemá riešenie pre dostatočne
vel’ké |a|,|b|. Overeńım niekol’kých možnost́ı na a,b dostávame dve riešenia

(a,b) = (−1,1), (a,b) = (1,0),

následne
(x,y) = (−3,2) a (x,y) = (1,0).

• Pokial’
x+ 1

2
= 2a3,

x− 1

2
= b3

pre a,b ∈ Z, analogicky

x = 4a3 − 1 = 2b3 + 1,

(a,b) = (0,− 1), (a,b) = (1,1),

z čoho plynú d’aľsie riešenia pôvodnej rovnice

(x,y) = (−1,0) a (x,y) = (3,2).

Pri niektorých d’aľśıch úlohách budeme núteńı uvažovat’ viacero kandidátov
na spoločných delitel’ov jednotlivých faktorov, č́ım sa riešenie diofantickej rov-
nice viac–menej vždy rozdeĺı do niekol’kých čast́ı, ktoré budeme musiet’ rozobrat’

samostatne.

Zhrnutie

Všetky riešenia rovnice x2 − 1 = y3 sú

(x,y) = (0,− 1), (±1,0), (±3,2).

2.4.2 Práca s ideálmi

Pri telesách s vyšš́ım triedovým č́ıslom budeme musiet’ aj niektoré elementárne
úvahy použité v pŕıklade preniest’ na ideály. Jeden zo základných prinćıpov metódy,
a to vyjadrenie každého z nesúdelitel’ných faktorov ako mocniny všeobecného
prvku, možno preložit’ do jazyka ideálov pomocou nasledujúceho tvrdenia.

Tvrdenie 2.4.2. Nech K je algebraické č́ıselné teleso a nech A,B sú dva koma-
ximálne ideály OK také, že

AB = Ck

pre nejaký ideál C a k ∈ Z>0. Potom

A = Ik,

B = Jk

pre nejaké ideály I,J .
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Dôkaz. Z Vety 1.5.3 vieme, že OK je Dedekindov obor a existuje v ňom jed-
noznačne určený rozklad každého vlastného ideálu na prvoideály. Ked’že A,B sú
komaximálne, môžme (pri vhodnom usporiadańı) uvažovat’ rozklady ideálov A,B
na prvoideály v podobe

A =
m∏
i=1

P ki
i ,

B =
n∏

i=m+1

P ki
i ,

pričom m < n ∈ Z>0 a Pi 6= Pj pre všetky i 6= j.
Predpokladáme AB = Ck, teda

AB =
n∏
i=1

P ki
i = Ck,

z čoho vyplýva
k | ki ∀i ∈ {1,2, . . . , n}.

Položme

I :=
m∏
i=1

P
ki/k
i ,

J :=
n∏

i=m+1

P
ki/k
i

a ihned’ dostávame A = Ik, B = Jk.
k

Kapitolu ukonč́ıme tvrdeńım, ktoré nám za určitých predpokladov zaruč́ı
poč́ıtanie iba s hlavnými ideálmi aj v telesách s netriviálnou triedovou grupou, č́ım
nám pri riešeńı niektorých náročneǰśıch rovńıc aspoň čiastočne umožńı použ́ıvat’

postup zo vzorového pŕıkladu.

Veta 2.4.3. Nech K je algebraické č́ıselné teleso a h je triedové č́ıslo K. Ďalej
nech A je ideál OK taký, že Ak je hlavný ideál pre k ∈ Z>0 spĺňajúce NSD(h,k) =
1. Potom A je takisto hlavný ideál.

Dôkaz. Ked’že rád triedovej grupy H(K) je h, ideál Ah je určite hlavný. Nakol’ko
predpokladáme NSD(h,k)= 1, existujú r,s ∈ Z také, že rh + sk = 1. Naviac
vieme, že ideál Ak je hlavný tiež, takže máme

A = Arh+sk = (Ah)r(Ak)s,

čo je postačujúce, pretože súčin dvoch hlavných ideálov je hlavný ideál.
k
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Kapitola 3

Výpočty v č́ıselných telesách

V tejto kapitole sprav́ıme čast’ výpočetnej pŕıpravy na riešenie konkrétnych
rovńıc a dokážeme tvrdenia týkajúce sa najmä okruhov celistvých prvkov, trie-
dovej grupy či grupy jednotiek, ktoré v úlohách následne aplikujeme.

Sekciu 3.1 zameriame na kvadratické č́ıselné telesá, pričom sa najskôr po-
zrieme na všeobecné vlastnosti tejto skupiny, no vzápät́ı detailneǰsie rozoberieme
pŕıklady telies, v ktorých budeme pri riešeńı úloh pracovat’.

Pozornost’ v Sekcii 3.2 budeme venovat’ kubickým telesám, kde rozdiely v po-
rovnańı s kvadratickými telesami zaznamenáme hlavne na pŕıklade telesa určeného
reálnym koreňom polynómu x2 + 2x+ 1.

3.1 Kvadratické č́ıselné telesá

Pri kvadratických telesách vieme všeobecne vyjadrit’ okruh celistvých prvkov,
celistvú bázu a diskriminant.

Veta 3.1.1. Nech K je algebraické č́ıselné teleso a m bezštvorcové celé č́ıslo také,
že K = Q(

√
m). Potom okruh celistvých prvkov OK je daný ako

OK =

Z[
√
m], ak m 6≡ 1 (mod 4),

Z
[

1 +
√
m

2

]
, ak m ≡ 1 (mod 4).

Dôkaz. Je l’ahko overitel’né, že prvky okruhu Z[
√
m] pre m 6≡ 1 (mod 4) a prvky

Z
[
1+
√
m

2

]
pre m ≡ 1 (mod 4) sú algebraické celé č́ısla v K = Q(

√
m). Preto

OK ⊇

Z[
√
m], ak m 6≡ 1 (mod 4),

Z
[

1 +
√
m

2

]
, ak m ≡ 1 (mod 4).

Pre dokončenie dôkazu potrebujeme ukázat’ i opačnú inklúziu. Bud’ α ∈ OK .
Potom α = a + b

√
m pre a,b ∈ Q, teda α je koreňom monického polynómu

x2 − 2ax+ (a2 −mb2) ∈ Q [x] . Diskriminant tohto polynómu je

(2a)2 − 4(a2 −mb2) = 4mb2,
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takže náš polynóm je rozložitel’ný v Q [x] práve vtedy, ked’ b = 0. Preto

mα,Q(x) =

{
x− a, ak b = 0,

x2 − 2ax+ (a2 −mb2), ak b 6= 0.

Ked’že α je algebraické celé č́ıslo, nutne mα,Q(x) ∈ Z[x] a{
α ∈ Z, ak b = 0,

2a, a2 −mb2 ∈ Z, ak b 6= 0.

Ak b = 0, máme α = a ∈ Z ⊂ Z[
√
m]. Ďalej predpokladajme b 6= 0.

Ak 2a je párne, potom a ∈ Z a teda mb2 ∈ Z. Ked’že m je bezštvorcové,
vid́ıme, že b ∈ Z. V takom pŕıpade α ∈ Z[

√
m].

Ak 2a je nepárne, potom nakol’ko 4(a2−mb2) ∈ Z, máme 4mb2 ∈ Z. A ked’že
m je bezštvorcové, 2b ∈ Z. Ak by 2b bolo párne, potom b ∈ Z a teda

a2 = (a2 −mb2) +mb2 ∈ Z,

čo je v spore s 2a nepárne. Takže 2b je nepárne, teda a = (2u+1)/2 a b = (2v+1)/2
pre nejaké u,v ∈ Z. Potom však

a2 −mb2 =
1

4
((2u+ 1)2 −m(2v + 1)2),

takže
m− 1

4
= u2 + u−m(v2 + v)− (a2 −mb2) ∈ Z.

Z toho dostávame m ≡ 1 (mod 4) a

α = a+ b
√
m =

2u+ 1

2
+

2v + 1

2

√
m =

= (u− v) + (2v + 1)

(
1 +
√
m

2

)
∈ Z

[
1 +
√
m

2

]
,

č́ım je dôkaz opačnej inklúzie dokončený.
k

Dôsledok 3.1.2. Nech K je algebraické č́ıselné teleso a m bezštvorcové celé č́ıslo
také, že K = Q(

√
m). Ak m 6≡ 1 ( mod 4), potom celistvú bázu K tvoŕı množina

{1,
√
m}. V opačnom pŕıpade, teda ak m ≡ 1 ( mod 4), celistvou bázou K je{

1,1+
√
m

2

}
.

Veta 3.1.3. Nech K je kvadratické č́ıselné teleso a m bezštvorcové celé č́ıslo také,
že K = Q(

√
m). Potom diskriminant d(K) telesa K je

d(K) =

{
4m, ak m 6≡ 1 (mod 4),

m, ak m ≡ 1 (mod 4).
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Dôkaz. Najprv riešme pŕıpad m 6≡ 1 (mod 4). Z Dôsledku 3.1.2 vieme, že {1,
√
m}

je celistvá báza K, preto

d(K) =

∣∣∣∣1 √
m

1 −
√
m

∣∣∣∣2 = (−2
√
m)2 = 4m.

Ak naopak m ≡ 1 (mod 4), celistvá báza K je
{

1, 1+
√
m

2

}
, takže

d(K) =

∣∣∣∣∣1 1+
√
m

2

1 1−
√
m

2

∣∣∣∣∣
2

= (−
√
m)2 = m.

k

Ďalej sa pozrime ako v okruhoch celistvých prvkov kvadratických telies vyzerá
norma.

Veta 3.1.4. Nech m je bezštvorcové celé č́ıslo a K = Q(
√
m) je kvadratické

č́ıselné teleso. Potom norma všeobecného prvku OK je daná ako{
N(a+ b

√
m) = a2 −mb2, ak m 6≡ 1 (mod 4),

N(a+ b1+
√
m

2
) = a2 + ab+

(
1−m
4

)
b2, ak m ≡ 1 (mod 4).

Dôkaz. Ak K = Q(
√
m) je kvadratické teleso také, že m 6≡ 1 (mod 4), potom

podl’a Vety 3.1.1 máme OK = Z[
√
m] a všeobecný prvok OK je tvaru a + b

√
m.

Jeho normu spoč́ıtame z defińıcie ako

N(a+ b
√
m) = (a+ b

√
m)(a− b

√
m) = a2 −mb2.

Naopak pokial’m 6≡ 1 (mod 4), máme OK = Z
[
1+
√
m

2

]
. V takomto pŕıpade je

všeobecný prvok tvaru a+ b
(

1+
√
m

2

)
a jeho norma je

N

(
a+ b

(
1 +
√
m

2

))
=

(
a+ b

(
1 +
√
m

2

))(
a+ b

(
1−
√
m

2

))
=

= a2 + ab+

(
1−m

4

)
b2,

čo je pre m ≡ 1 (mod 4) vždy celé č́ıslo.

k

S výpočtom normy je spojená otázka určenia grupy jednotiek, ktorú vo väčšine
pŕıpadov kvadratických telies vieme jednoducho poṕısat’. V imaginárnych te-
lesách je jednotková grupa vždy konečná a pri reálnych naraźıme na historicky
významnú Pellovu rovnicu, ktorú z predchádzajúcej kapitoly vieme riešit’.

Veta 3.1.5. Nech K je imaginárne kvadratické č́ıselné teleso, t.j. K = Q(
√
m)

pre nejaké m < 0 bezštvorcové. Potom grupa jednotiek telesa K je daná ako

U(OK) =


{±1,±i}, ak K = Q(i) a i =

√
−1,

{±1,±ω,±(ω − 1)}, ak K = Q(
√
−3) a ω = 1+

√
−3

2
,

{±1}, inak .
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Dôkaz. Ak K = Q(i), potom podl’a Vety 3.1.1 OK = Z[i]. Z Vety 1.9.1 sú
jednotkami OK prvky s normou ±1, t.j. prvky tvaru a+ bi, že

N(a+ bi) = (a+ bi)(a− bi) = a2 + b2 = ±1.

Túto rovnicu zrejme sṕlňajú len prvky (a,b) = (0, ± 1) a (a,b) = (±1,0), teda
grupa jednotiek je

U(OK) = {±1,±i}.

Ak K = Q(
√
−3), potom OK = Z

[
1+
√
−3

2

]
= Z[ω]. Jednotkami sú prvky

tvaru a+ bω, pre ktoré

N(a+ bω) =

(
a+ b

1 +
√
−3

2

)(
a+ b

1−
√
−3

2

)
= a2 + ab+ b2 = ±1,

čo zjavne sṕlňajú prvky ±1,±ω a ±(ω − 1).
Ak K = Q(

√
m) je iné imaginárne kvadratické teleso také, že m 6≡ 1 (mod 4),

potom sú jednotkami OK = Z[
√
m] práve prvky tvaru a+ b

√
m sṕlňajúce

N(a+ b
√
m) = ±1,

pričom normu vieme podl’a Vety 3.1.4 vyjadrit’ ako

N(a+ b
√
m) = a2 −mb2.

Ked’že m < 0 a m 6= −1, túto rovnicu zjavne riešia iba (a,b) = (±1,0), t.j. grupa
jednotiek je tvorená prvkami ±1.

Ak K = Q(
√
m) je iné imaginárne kvadratické teleso také, že m ≡ 1 (mod 4),

potom analogicky sú jednotkami prvky tvaru a+ b
(

1+
√
m

2

)
sṕlňajúce rovnost’

N

(
a+ b

(
1 +
√
m

2

))
= a2 + ab+

(
1−m

4

)
b2 = ±1.

Nakol’ko m < 0 a m 6= −3, opät’ zjavne rovnicu riešia iba (a,b) = (±1, 0), teda
U(OK) = {±1}.

k

Veta 3.1.6. Nech K je reálne kvadratické č́ıselné teleso také, že K = Q(
√
m)

pre nejaké m 6≡ 1 ( mod 4) bezštvorcové. Potom grupa jednotiek U(OK) je ne-
konečná a tvorená prvkami a + b

√
m, kde (a,b) je l’ubovolné riešenie Pellovej

rovnice x2 −my2 = ±1.

Dôkaz. Ked’že sa jedná o reálne kvadratické teleso, nutne m > 0. Ďalej nakol’ko
m 6≡ 1 (mod 4) je bezštvorcové, okruh celistvých prvkov je podl’a Vety 3.1.1
OK = Z[

√
m]. Z Vety 1.9.1 sú jednotkami OK prvky s normou ±1, t.j. prvky

tvaru a+ b
√
m, že

N(a+ b
√
m) = (a+ b

√
m)(a− b

√
m) = a2 −mb2 = ±1,

č́ım sme úlohu previedli na nájdenie všetkých riešeńı Pellovej rovnice x2−my2 =
±1. Finálne podl’a Dôsledku 2.2.5 je množina všetkých týchto riešeńı nekonečná.

k

28



Poznámka. Ak predpoklad m 6≡ 1 (mod 4) splnený nie je, nekonečnú grupu
jednotiek väčšinou vieme nájst’ odhadnut́ım fundamentálnej jednotky a použit́ım
Dirichletovej vety o jednotkách, viz Veta 1.9.2.

Na záver sekcie o kvadratických telesách odvod’me vzorec pre konjugácie
v okruhoch celistvých prvkov.

Veta 3.1.7. Nech K je kvadratické č́ıselné teleso a m bezštvorcové celé č́ıslo také,
že K = Q(

√
m). Neidentický konjugovaný prvok k všeobecnému prvku okruhu OK

je daný ako{
a+ b

√
m = a− b

√
m, ak m 6≡ 1 (mod 4),

(a+ b1+
√
m

2
) = (a+ b)− b

(
1+
√
m

2

)
, ak m ≡ 1 (mod 4).

Dôkaz. Ak m 6≡ 1 (mod 4), potom máme OK = Z[
√
m] a konjugácie prvku

a+ b
√
m sú z defińıcie identita a prvok a− b

√
m.

Pokial’m 6≡ 1 (mod 4), okruh celistvých prvkov je OK = Z [ω], kde ω = 1+
√
m

2
.

Neidentickú konjugáciu a+ bω vieme vyjadrit’ ako

a+ bω = a+ b

(
1−
√
m

2

)
= a+ b

(
1− (2ω − 1)

2

)
= a+ b(1− ω).

k

3.1.1 Teleso Q(
√
−3)

Okruh celistvých prvkov a diskriminant

Nech K = Q(
√
−3) je č́ıselné teleso, ω = 1+

√
−3

2
celistvý prvok a f(z) :=

mw,Q(z) = z2 − z + 1 jeho minimálny polynóm nad Q. Potom z Vety 1.4.5 a
Dôsledku 1.3.9 plat́ı

D(1,ω) = d(K)(OK : Z[ω])2 =

= disc(f(z)) = disc(z2 − z + 1) = −4 + 12 = −3,

teda d(K) = −3 je bezštvorcové. Z Dôsledku 1.4.6 je {1,ω} celistvá báza OK a
OK = Z[ω], čo korešponduje s výsledkom Vety 3.1.1.

Euklidovskost’ Z[ω]

Na ukázanie, že Z[ω] je Euklidov (a teda aj Gaussov) obor, stač́ı overit’, že

N(a+ bω) = (a+ b
1 +
√
−3

2
)(a+ b

1−
√
−3

2
) = a2 + ab+ b2,

kde a,b ∈ Z, je Euklidovská norma, t.j.

N(0) = 0,

s | t, t 6= 0⇒ |N(s)| ≤ |N(t)|,
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∀ s,t 6= 0 ∃ q,r také, že s = tq + r, |N(r)| < |N(t)|,

pričom s,t,q,r ∈ Z[ω].
Najprv pozorujme, že ak ρ ∈ Z[ω], potom z tvaru konjugácii vo Vete 3.1.7

dostávame
N(ρ) = ρρ̄ = |ρ|2,

kde |ρ| je absolútna hodnota ρ ako komplexného č́ısla.
N(0) = 0 je zrejmé.
Ak s | t, teda t = sc pre nejaké nenulové c, potom

|N(t)| = |N(sc)| = |sc|2 = |s|2|c|2 = |N(s)||N(c)|,

preto |N(s)| ≤ |N(t)|.
Z toho zároveň plynie aj fakt, že pokial’ ρ ∈ Z[ω] je invertibilný prvok, N(ρ) =

±1. Opačnú implikáciu dostávame z ±1 = N(ρ) = ρρ̄, nakol’ko ρ̄ ∈ Z[ω].
Pre s,t ∈ Z[ω] uvažujme podiel s

t
∈ C a q nech je prvok Z[ω] taký, že vzdiale-

nost’
∣∣ s
t
− q
∣∣ je minimálna. Položme r := s− tq, teda s = tq + r a zostáva ukázat’

|N(r)| < |N(t)|.
Zakresleńım s

t
do Gaussovej roviny dostávame s

t
ako prvok obd́lžnika (vnútra

alebo hrán) s hranami dlhými 1
2

a
√
3
2

, kde q ∈ Z[ω] je jeden z jeho vrcholov
(podl’a defińıcie vzdialenostne najbližš́ı alebo l’ubovolný z najbližš́ıch k s

t
). Uhlop-

riečka obd́lžnika má podl’a Pythagorovej vety d́lžku
√

3
4

+ 1
4

= 1, teda vzdialenost’

priesečńıka uhlopriečok k vrcholom je 1
2
, č́ım dostávame

∣∣ s
t
− q
∣∣ ≤ 1

2
< 1, čiže

|N(r)| = |r|2 = |s− tq|2 = |t|2
∣∣∣s
t
− q
∣∣∣2 < |t|2 = |N(t)|.

Jednotková grupa

Rovnost’ N(a+ bω) = a2 + ab+ b2 = ±1 sṕlňajú práve prvky ±u ∈ {1,ω,ω2 =
ω − 1}, č́ım dostávame 6–prvkovú grupu jednotiek U(Z[ω]), viz Veta 3.1.5.

3.1.2 Teleso Q(
√
−7)

Okruh celistvých prvkov a diskriminant

Uvažujme K = Q(
√
−7), ω = 1+

√
−7

2
, f(z) := mw,Q(z) = z2−z+2. Analogicky

ako v predchádzajúcom telese z Vety 3.1.1 máme OK = Z[ω] a pre diskriminanty
plat́ı vzt’ah

D(1,ω) = d(K)(OK : Z[ω])2 =

= disc(f(z)) = disc(z2 − z + 2) = −7,

teda d(K) = −7.

Euklidovskost’ Z[ω]

Ďalej ukážme, že Z[ω] je Euklidov obor. Opät’ potrebujeme overit’, že

N(a+ bω) = (a+ b
1 +
√
−7

2
)(a+ b

1−
√
−7

2
) = a2 + ab+ 2b2
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je pre a,b ∈ Z Euklidovská norma, t.j.

N(0) = 0,

s | t 6= 0⇒ |N(s)| ≤ |N(t)|,

∀ s,t 6= 0 ∃ q,r také, že s = tq + r, |N(r)| < |N(t)|,

kde s,t,q,r ∈ Z[ω].
Znovu pokial’ ρ ∈ Z[ω], z tvaru konjugácii vo Vete 3.1.7 dostávame

N(ρ) = ρρ̄ = |ρ|2,

kde |ρ| je absolútna hodnota ρ ako komplexného č́ısla.
N(0) = 0 je zrejmé.
Ak s | t, teda s = tc pre nejaké nenulové c, potom

|N(t)| = |N(sc)| = |sc|2 = |s|2 |c|2 = |N(s)||N(c)|

a |N(s)| ≤ |N(t)|.
Preto pokial’ ρ ∈ Z[ω] je invertibilný prvok, N(ρ) = ±1. Z ±1 = N(ρ) = ρρ̄

zasa plynie opačná implikácia, ked’že ρ̄ ∈ Z[ω].
Pre s,t ∈ Z[ω] majme podiel s

t
∈ C a súčasne q nech je prvok Z[ω] taký, že

vzdialenost’
∣∣ s
t
− q
∣∣ je minimálna možná. Položme r := s − tq, teda s = tq + r a

zostáva ukázat’ |N(r)| < |N(t)|.
Zakresleńım s

t
do Gaussovej roviny dostávame s

t
ako prvok obd́lžnika (vnútra

alebo hrán) s hranami dlhými 1
2

a
√
7
2

, kde q ∈ Z[ω] je jeden z jeho vrcholov (podl’a
defińıcie vzdialenostne najbližš́ı alebo l’ubovolný z najbližš́ıch k s

t
). Uhlopriečka

obd́lžnika má podl’a Pythagorovej vety d́lžku
√

7
4

+ 1
4

=
√

2, teda vzdialenost’

priesečńıka uhlopriečok k vrcholom je
√
2
2

, č́ım dostávame
∣∣ s
t
− q
∣∣ ≤ √

2
2
< 1, čiže

|N(r)| = |r|2 = |s− tq|2 = |t|2
∣∣∣s
t
− q
∣∣∣2 < |t|2 = |N(t)|.

Jednotková grupa

Z Vety 3.1.5 priamo dostávame 2–prvkovú grupu jednotiek U(Z[ω]), teda
N(a+ bw) = a2 + ab+ 2b2 = ±1 len pre prvky u ∈ {±1}.

3.1.3 Teleso Q(
√

2)

Celistvá báza a diskriminant

Nech K = Q(
√

2), f(z) := m√2,Q(z) = x2−2. Z Vety 3.1.1 plynie OK = Z[
√

2]
a naviac z Vety 1.4.5 a Dôsledku 1.3.9

D(1,
√

2) = d(K)(OK : Z[
√

2])2 =

= disc(f(z)) = disc(z2 − 2) = 8.

Následne zo Stickelbergerovej vety d(K) = 8 a {1,
√

2} je celistvá báza OK .
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Triedová grupa

Znovu by bolo možné overit’ euklidovskost’ OK , no pre naše účely bude stačit’

ukázat’, že tento obor je Gaussov, preto voĺıme rýchleǰsiu cestu pomocou Minko-
wského hranice.

Vieme, že m := [K : Q] = 2. Označme r počet reálnych koreňov f(z), 2s
počet rýdzo komplexných koreňov f(z), t.j. v našom pŕıpade r = 2 a s = 0.

Potom Minkowského hranica

MK =
m!

mm

(
4

π

)s√
|d(K)| = 2

4

√
8 < 2,

takže existuje množina reprezentantov triedovej grupy H(K) zostavená z ideálov
normy menšej ako 2, z čoho nutne plynie, že H(K) je jednoprvková a podl’a Vety
1.8.5 je OK Gaussov obor.

Norma a jednotky

Uvažujme

N(a+ b
√

2) = (a+ b
√

2)(a− b
√

2) = a2 − 2b2 = ±1,

a,b ∈ Z, teda grupu jednotiek dostaneme podl’a Vety 3.1.6 riešeńım Pellovej rov-
nice. Fundamentálne riešenie je zjavne (a,b) = (1,1), preto jednotková grupa je
tvorená prvkami

±(1 +
√

2)n,

kde n ∈ Z.

3.1.4 Teleso Q(
√
−5)

Celistvá báza a diskriminant

Nech β =
√
−5, K = Q(β), f(z) := mβ,Q(z) = z2 + 5 a

D(1,β) = d(K)(OK : Z[β])2 =

= disc(f(z)) = disc(z2 + 5) = 4(−5) = −20.

Ak by (OK : Z[β]) = 2, potom d(K) = −5 ≡ 3 (mod 4), čo je v rozpore
so Stickelbergerovou vetou. Teda (OK : Z[β]) = 1 a d(K) = −20, čiže {1,

√
−5}

je celistvá báza OK ako Z-modulu a OK = Z[
√
−5] v súlade s Vetou 3.1.1.

Triedová grupa

Vieme, že m := [K : Q] = 2. Označme r počet reálnych koreňov f(z), 2s
počet rýdzo komplexných koreňov f(z), t.j. v našom pŕıpade r = 0 a s = 1.

Potom Minkowského hranica

MK =
m!

mm

(
4

π

)s√
|d(K)| = 2

4

4

π

√
20 =

2
√

20

π
< 3,

takže existuje množina reprezentantov triedovej grupy H(K) zostavená z ideálov
λ, kde N(λ) < 3.
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Jediné prvoč́ıslo menšie ako 3 je 2. Ked’že

x2 + 5 ≡ x2 + 1 ≡ (x+ 1)2 (mod 2),

podl’a Vety 1.7.8 rozklad (2) na prvoideály v Z[
√
−5] je daný ako

(2) = (2,
√
−5 + 1)2 =: P 2

a teda
4 = N(2) = N(P 2) = N(P )2,

z čoho plynie
N(P ) = 2.

Kandidátom na množinu reprezentantov grupy H(K) = Cl(Z[
√
−5]) je

{Z[
√
−5],P},

pričom Z[
√
−5] je určite hlavný ideál, v grupe prvok rádu 1.

Ideál P hlavný nie je, pretože neexistuje žiadny prvok c + d
√
−5 ∈ Z[

√
−5],

ktorého norma N(c+d
√
−5) = c2 +5d2 je rovná ±2. Preto P je v triedovej grupe

prvkom rádu 2 a Cl(Z[
√
−5]) je grupa vel’kosti 2, t.j. ' Z2.

Triedové č́ıslo č́ıselného telesa Q(
√
−5) vieme nájst’ aj prostredńıctvom prog-

ramu Wolfram Mathematica 10.1 pŕıkazom

NumberFieldClassNumber[Sqrt[5]*I].

Jednotková grupa

Grupa jednotiek U(Z[
√
−5]) je podl’a Vety 3.1.5 rovnako dvojprvková, teda

u ∈ {±1} sú jedinými jednotkami.

3.1.5 Teleso Q(
√

58)

Okruh celistvých prvkov a diskriminant

Nech β =
√

58, K = Q(β), f(z) := mβ,Q(z) a

D(1,β) = d(K)(OK : Z[β])2 =

= disc(f(z)) = disc(z2 − 58) = 232 = 2329.

Ak by (OK : Z[β]) = 2, potom d(K) = 58 ≡ 2 (mod 4), čo však zo Stickelber-
gerovej vety nemôže nastat’. Teda (OK : Z[β]) = 1 a d(K) = 232. Z toho alebo
z Vety 3.1.1 zároveň plynie okruh celistvých prvkov OK = Z[

√
58].

Triedová grupa

Zrejme m := [K : Q] = 2, teda ked’ označ́ıme r počet reálnych koreňov f(z),
2s počet rýdzo komplexných koreňov f(z) (v našom pŕıpade r = 2 a s = 0),
vieme spoč́ıtat’ Minkowského hranicu MK ako

MK =
m!

mm

(
4

π

)s√
|d(K)| = 2!

22

√
232 < 8.
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Takže existuje množina reprezentantov triedovej grupy H(K) zostavená z ideálov
λ, kde N(λ) < 8.

Vezmime preto prvoč́ısla menšie ako 8 a postupne nájdime rozklady ideálov,
ktoré sú nimi generované.

• Ked’že
f(z) = z2 − 58 ≡ z2 (mod 2),

rozklad (2) na prvoideály v Z[
√

58] podl’a Vety 1.7.8 je daný ako

(2) = P 2,

kde
P = (2,

√
58), N(P ) = 2.

• Obdobne
f(z) = z2 − 58 ≡ (z + 1)(z + 2) (mod 3),

teda
(3) = P1P2,

P1 = (3,1 +
√

58),

P2 = (3,2 +
√

58),

N(P1) = N(P2) = 3.

• Ďalej
f(z) = z2 − 58 ≡ (z2 + 2) (mod 5),

(5) = Q je prvoideál.

• Na záver
f(z) = z2 − 58 ≡ (z + 3)(z + 4) (mod 7),

(7) = Q1Q2,

Q1 = (7,3 +
√

58),

Q2 = (7,4 +
√

58),

N(Q1) = N(Q2) = 7.

Teraz uvažujme vybrané prvky Z[
√

58] tvaru k +
√

58, k ∈ Z, ktoré zrejme
patria do niektorých z prvoideálov P,P1,P2,Q1,Q2 a ktorých normy obsahujú
v prvoč́ıselných rozkladoch len prvoč́ısla 2,3,7:

• 2 +
√

58 ∈ P, P2; N(2 +
√

58) = −2133

• 3 +
√

58 ∈ Q1; N(3 +
√

58) = −72

• 4 +
√

58 ∈ P, P1; N(4 +
√

58) = −213171

• 7 +
√

58 ∈ P1; N(7 +
√

58) = −32

• 8 +
√

58 ∈ P ; N(8 +
√

58) = 2131

• 10 +
√

58 ∈ P,Q1; N(10 +
√

58) = 213171
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• 11 +
√

58 ∈ Q2; N(11 +
√

58) = 3271.

S pomocou týchto vzt’ahov a vyč́ıslených noriem nájdime súvislosti medzi
triedami ideálov okruhu Z[

√
58]. Označme triedu obsahujúcu ideál I ako [I] a

triedu hlavných ideálov jednoducho ako 1.

• Ked’že 3 +
√

58 ∈ Q1, Q1 | (3 +
√

58). Ak by Q2 | (3 +
√

58), (7) = Q1Q2 |
(3 +

√
58), čo zjavne neplat́ı.

Nech r je maximálne možné, že Qr
1 | (3 +

√
58). Potom (3 +

√
58) = Qr

1B,
kde Q1 - B, Q2 - B a N(B) neobsahuje 7 v prvoč́ıselnom rozklade.

Porovnańım noriem dostávame

72 = N((3 +
√

58)) = N(Q1)
rN(B) = 7rN(B),

teda r = 2, N(B) = 1, B = (1) a (3 +
√

58) = Q2
1, čiže Q2

1 je hlavný ideál.

Máme [Q1Q2] = [Q1]
2 = 1.

• Analogicky zoberme vzt’ah 7 +
√

58 ∈ P1, t.j. P1 | (7 +
√

58). Ak by P2 |
(7 +

√
58), (3) = P1P2 | (7 +

√
58), čo neplat́ı.

Nech teraz r je maximálne možné, že P r
1 | (7 +

√
58). Potom (7 +

√
58) =

P r
1B, kde P1 - B, P2 - B, a N(B) neobsahuje v rozklade prvoč́ıslo 3.

Opät’ porovnańım noriem dostávame

32 = N((7 +
√

58)) = N(P1)
rN(B) = 3rN(B),

teda r = 2, N(B) = 1, B = (1) a (7 +
√

58) = P 2
1 , čiže aj P 2

1 je hlavný
ideál.

Takže [P1P2] = [P1]
2 = 1.

• Ďalej 2 +
√

58 ∈ P,P2, t.j. P | (2 +
√

58), P2 | (2 +
√

58), a preto aj
PP2 | (2 +

√
58). Potom existuje ideál B, že (2 +

√
58) = PP2B.

Vieme, že

2133 = N(2 +
√

58) = N(P )N(P2)N(B) = 2131N(B),

teda N(B) = 32 a B sa muśı rovnat’ bud’ P 2
1 , P

2
2 alebo P1P2.

Ak B = P1P2, potom

(2 +
√

58) = PP2P1P2 = PP2(3),

t.j. (3) | (2 +
√

58), čo neplat́ı.

Ak B = P 2
1 , potom

(2 +
√

58) = PP2P
2
1 = PP1(3)

a znova sa dostávame do sporu, pretože by muselo platit’ (3) | (2 +
√

58).

Takže B = P 2
2 ,

(2 +
√

58) = PP 3
2 ,
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z čoho plynie

[P ][P2]
3 = [P ][P 3

2 ] = [P ][P2] = 1

a teda

[P ] = [P 2P2] = [P2].

Týmto dostávame d’aľśı vzt’ah [P ] = [P2] = [P1].

• Ešte sa pozrime na pŕıpad 10 +
√

58 ∈ P,Q1, t.j. P | (10 +
√

58), Q1 |
(10 +

√
58), a preto aj PQ1 | (10 +

√
58). Podobne ako vyššie naṕı̌sme

(10 +
√

58) = P rQs
1B, kde P,Q1 - B.

Máme

213171 = N(P )rN(Q1)
sN(B) = 2171N(B),

teda N(B) = 3 a B = P1 alebo B = P2.

Pokial’B = P1, potom [PQ1P1] = 1 a následne [Q1] = 1, ak B = P2, potom
[PQ1P2] = 1 a [Q1] = 1 tiež.

Dostávame vzt’ah [Q1] = 1 = [Q2].

Zosumarizujme si, že už máme

[P ] = [P1] = [P2],

[Q] = [Q1] = [Q2] = 1,

t.j. nakol’ko máme dve triedy ideálov 1,[P ], je zrejmé, že triedová grupa bude mat’

1 alebo 2 prvky.

Skúsme predpokladat’, že triedová grupa je jednoprvková a teda ideál P je
hlavný (spolu s ńım aj všetky ostatné). Potom nakol’ko N(P ) = 2, z Vety 1.6.9
muśı existovat’ prvok a+b

√
58 ∈ P , ktorého norma N(a+b

√
58) = a2−58b2 = ±2.

Ked’ sa na rovnost’ a2 − 58b2 = ±2 pozrieme modulo 29, dostávame a2 ≡ ±2
(mod 29), no (±2

29
) = −1, teda ±2 nie je štvorcom modulo 29 a a2 − 58b2 = ±2

nemá modulo 29 riešenie. V takom pŕıpade ale rovnost’ nemá riešenie ani v Z a
to je spor, č́ım dostávame, že triedová grupa Z[

√
58] je nutne dvojprvková.

Grupa jednotiek

Všetky jednotky okruhu celistvých prvkov Z[
√

58] nájdeme vyriešeńım Pello-
vej rovnice

N(a+
√

58b) = a2 − 58b2 = ±1,

kde fundamentálne riešenie źıskané pŕıkazom

NumberFieldFundamentalUnits[Sqrt[58]]

je (a,b) = (99,13). Ostatné jednotky sú následne z Vety 3.1.6 tvaru ±(99 +
13
√

58)k, k ∈ Z.
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3.1.6 Teleso Q(
√

79)

Celistvá báza a diskriminant

Nech β =
√

79, K = Q(β), f(z) := mβ,Q(z), potom

D(1,β) = d(K)(OK : Z[β])2 =

= disc(f(z)) = disc(z2 − 79) = 316 = 2279.

Ak by (OK : Z[β]) = 2, potom d(K) = 79 ≡ 3 (mod 4), čo zo Stickelbergerovej
vety nemôže nastat’. Teda (OK : Z[β]) = 1, d(K) = 316, čiže ako hovoŕı Veta
3.1.1, {1,

√
79} je celistvá báza OK ako Z-modulu a OK = Z[

√
79].

Norma a grupa jednotiek

Jednotky okruhu Z[
√

79] vieme zistit’ podl’a Vety 3.1.6 riešeńım Pellovej rov-
nice

N(a+ b
√

79) = a2 − 79b2 = ±1.

Fundamentálne riešenie je (a,b) = (80,9), preto grupu jednotiek U(Z[
√

79]) tvoŕı
množina

{±(80 + 9
√

79)k, k ∈ Z}.

Triedová grupa

Opät’ označme r počet reálnych koreňov f(z), 2s počet rýdzo komplexných
koreňov f(z), teda r = 2 a s = 0 a položme m := [K : Q] = 2.

Minkowského hranica

MK =
m!

mm

(
4

π

)s√
|d(K)| = 2!

22

√
316 < 9,

takže existuje množina reprezentantov triedovej grupy H(K) zostavená z ideálov
λ, kde N(λ) < 9.

Uvažujme prvoč́ısla menšie ako 9 a nájdime rozklady ideálov, ktoré generujú.

• Máme
f(z) = z2 − 79 ≡ (z + 1)2 (mod 2),

takže rozklad (2) na prvoideály v Z[
√

79] je podl’a Vety 1.7.8

(2) = P 2,

pričom
P = (2,1 +

√
79), N(P ) = 2.

• Podobne
f(z) = z2 − 79 ≡ (z + 1)(z + 2) (mod 3),

teda
(3) = P1P2,

P1 = (3,1 +
√

79),

P2 = (3,2 +
√

79),

N(P1) = N(P2) = 3.
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• Ďalej
f(z) = z2 − 79 ≡ (z + 2)(z + 3) (mod 5),

(5) = Q1Q2,

Q1 = (5,2 +
√

79),

Q2 = (5,3 +
√

79),

N(Q1) = N(Q2) = 5.

• Na záver
f(z) = z2 − 79 ≡ (z + 3)(z + 4) (mod 7),

(7) = R1R2,

R1 = (7,3 +
√

79),

R2 = (7,4 +
√

79),

N(R1) = N(R2) = 7.

Vezmime niektoré prvky Z[
√

79] tvaru k +
√

79, k ∈ Z, ktoré patria do prvo-
ideálov P,P1,P2,Q1,Q2,R1,R2 a ktorých normy obsahujú v rozkladoch iba prvoč́ısla
2,3,5,7:

• 5 +
√

79 ∈ P, P2; N(5 +
√

79) = −2133

• 8 +
√

79 ∈ P2, Q2; N(8 +
√

79) = −3151

• 9 +
√

79 ∈ P ; N(9 +
√

79) = 21

• 10 +
√

79 ∈ P1, R1; N(10 +
√

79) = 3171.

Ďalej nájdime vzt’ahy medzi triedami ideálov okruhu Z[
√

79].

• Ked’že 9 +
√

79 ∈ P a |N(9 +
√

79)| = 2 = N(P ), P = (9 +
√

79) je nutne
hlavný, teda [P ] = 1.

• Ked’že 8 +
√

79 ∈ P2,Q2 a |N(8 +
√

79| = 15 = N(P2)N(Q2), P2Q2 =
(8 +

√
79).

Analogicky 10 +
√

79 ∈ P1,R1 a |N(10 +
√

79| = 21 = N(P1)N(R1), z čoho
plynie P1R1 = (10 +

√
79).

Tým dostávame vzt’ahy [P2Q2] = 1, respekt́ıve [P1R1] = 1, a následne

[P1P2Q2] = [P1] = [Q2] = [P1R1R2] = [R2],

[P1P2R1] = [P2] = [R1] = [P2Q1Q2] = [Q1].

• Zoberme ešte 5 +
√

79 ∈ P, P2, teda P | (5 +
√

79), P2 | (5 +
√

79), a preto
aj PP2 | (5 +

√
79).

Naṕı̌sme (5 +
√

79) = PP2B pre nejaký ideál B, porovnańım noriem dosta-
neme 2133 = 2131N(B), z čoho jasne N(B) = 32.

Ak by B = P1P2 = (3), potom (3) | (5 +
√

79), čo zrejme neplat́ı. Rovnako
pokial’ B = P 2

1 , B = PP 2
1P2 = PP1(3) a znovu by muselo platit’ (3) |

(5 +
√

79). Takže B = P 2
2 a (5 +

√
79) = PP 3

2 , preto [PP 3
2 ] = 1 a nakol’ko

už vieme, že P je hlavný ideál, nutne [P2]
3 = 1 a potom [P1] = [P1P

3
2 ] =

[P 2
2 ] = [P2]

2.
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Máme vzt’ahy
[P ] = 1,

[P1] = [Q2] = [R2],

[P2] = [Q1] = [R1],

[P2]
2 = [P1],

[P2]
3 = 1,

teda triedová grupa bude zjavne mat’ najviac 3 prvky.
Keby H(K) bola dvojprvková, tak [P2]

2 = 1. Nakol’ko však plat́ı [P2]
3 = 1,

nutne by potom aj [P2] = 1 a to je spor, pretože by všetky ideály boli hlavné.
Skúsme d’alej predpokladat’, že triedová grupa je jednoprvková a ideál P2 =

(α) hlavný (spolu s ńım aj všetky ostatné). Nakol’ko rovnica a2 − 79b2 = −3 má
racionálne riešenia, overenie neexistencie prvku normy 3 použit́ım kongruencíı
analogicky ako pri telese Q(

√
58) tentokrát nezafunguje, preto si ukážeme alter-

nat́ıvny postup ako doviest’ tento predpoklad k sporu. Ked’že P2 = (α), potom

(α3) = P 3
2 = (5 +

√
79)P−1 = (5 +

√
79)(9 +

√
79)−1,

a nakol’ko 1
9+
√
79

= 9−
√
79

2
a (5+

√
79)(9−

√
79)

2
= −17 + 2

√
79, dostávame

(α3) = P 3
2 = (−17 + 2

√
79).

Z toho plynie, že

α3 = (a+ b
√

79)3 = u(−17 + 2
√

79)

pre a,b ∈ Z a u ∈ U(Z[
√

79]) jednotku okruhu celistvých prvkov.
K nájdeniu triedovej grupy už zostáva vyriešit’ len sústavy rovńıc, ktoré vzniknú

roznásobeńım výrazov v rovnosti

α3 = (a+ b
√

79)3 = (80 + 9
√

79)k(−17 + 2
√

79),

kde sa môžme obmedzit’ na k ∈ {0,±1} vzhl’adom na fakt, že ostatné jednotky
sú zahrnuté v tretej mocnine všeobecného prvku okruhu.

• Ak k = 0, máme
−17 + 2

√
79 = (a+ b

√
79)3,

z čoho dostávame sústavu

−17 = a3 + 237ab2,

2 = 3a2b+ 79b3,

ktorá celoč́ıselné riešenie nemá.

• Ak k = 1, sme v situácii

(−17 + 2
√

79)(80 + 9
√

79) = 62 + 7
√

79 = (a+ b
√

79)3,

teda
62 = a3 + 237ab2,

7 = 3a2b+ 79b3,

čo opät’ nemá celoč́ıselné riešenie.
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• Ak k = −1, dostávame

(−17 + 2
√

79)(80− 9
√

79) = −2782 + 313
√

79 = (a+ b
√

79)3,

teda
−2782 = a3 + 237ab2,

313 = 3a2b+ 79b3

a ani teraz celoč́ıselné riešenie nemáme.

Neexistenciou riešenia ani jednej z rovńıc dostávame spor s predpokladom,
že ideál P2 je hlavný a triedová grupa triviálna, teda muśı platit’, že táto grupa
obsahuje práve 3 prvky (iné možnosti sme vylúčili vyššie).

3.2 Kubické č́ıselné telesá

Ďalej uvažujme kubické telesá definované koreňom ireducibilného polynómu
stupňa 3 tvaru x3 + ax+ b ∈ Z[x]. V takých pŕıpadoch vieme spoč́ıtat’ všeobecný
vzorec na diskriminant generujúceho prvku, z čoho následne vo väčšine pŕıpadov
len pomocou tvrdeńı z úvodnej kapitoly dostaneme okruh celistvých prvkov.

Veta 3.2.1. Nech a,b ∈ Z sú také, že x3 + ax+ b ∈ Z[x] je ireducibilný polynóm.
Ďalej nech θ ∈ C je koreň x3 + ax + b a K = Q(θ) je kubické teleso definované
θ, pričom θ ∈ OK. Potom

D(θ) = −4a3 − 27b2.

Dôkaz. Nech f(x) := mθ,Q(x) = x3+ax+b a θ1 = θ, θ2, θ3 sú konjugácie θ nad Q,
že

(x− θ1)(x− θ2)(x− θ3) = x3 + ax+ b.

Porovnańım koeficientov dostávame

θ1 + θ2 + θ3 = 0,

θ1θ2 + θ2θ3 + θ3θ1 = a,

θ1θ2θ3 = −b.

Derivácia f(x) je
f
′
(x) = 3x2 + a,

teda
f
′
(θ1)f

′
(θ2)f

′
(θ3) = (3θ21 + a)(3θ22 + a)(3θ23 + a) =

= a3 + 3a2(θ21 + θ22 + θ23) + 9a(θ21θ
2
2 + θ22θ

2
3 + θ23θ

2
1) + 27θ21θ

2
2θ

2
3.

Ďalej pozorujme, že

θ21 + θ22 + θ23 = (θ1 + θ2 + θ3)
2 − 2(θ1θ2 + θ2θ3 + θ3θ1) = −2a,

θ21θ
2
2 + θ22θ

2
3 + θ23θ

2
1 = (θ1θ2 + θ2θ3 + θ3θ1)

2 − 2θ1θ2θ3(θ1 + θ2 + θ3) = a2,

θ21θ
2
2θ

2
3 = (θ1θ2θ3)

2 = b2,
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čiže

f
′
(θ1)f

′
(θ2)f

′
(θ3) = a3 + 3a2(−2a) + 9a(a2) + 27b2 = 4a3 + 27b2.

Z Vety 1.3.7 nakoniec dostávame

D(θ) = (−1)
6
2f
′
(θ1)f

′
(θ2)f

′
(θ3) = −4a3 − 27b2.

k

K nájdeniu grupy jednotiek nám analogicky ako v pŕıpade kvadratických te-
lies zväčša pomôže Dirichletova veta 1.9.2, no najskôr potrebujeme vediet’ ako
vyzerá norma, nájst’ predpis pre overovanie jednotiek a následne vyjadrit’ všetky
odmocniny z jednej.

Veta 3.2.2. Nech a,b ∈ Z sú také, že x3 + ax+ b ∈ Z[x] je ireducibilný polynóm
a d’alej nech K = Q(θ) je kubické teleso, kde θ3 + aθ + b = 0. Ak OK = Z[θ],
potom norma všeobecného prvku tohto okruhu je daná predpisom

N(r + sθ + tθ2) = r3 − bs3 + b2t3 + ars2 + a2rt2 − 2ar2t− abst2 + 3brst.

Dôkaz. Nech θ = θ1, θ2, θ3 sú konjugácie θ nad Q, že

(x− θ1)(x− θ2)(x− θ3) = x3 + ax+ b.

Z dôkazu Vety 3.2.1 už vieme, že

θ1 + θ2 + θ3 = 0,

θ1θ2 + θ2θ3 + θ3θ1 = a,

θ1θ2θ3 = −b,
a zároveň

θ21 + θ22 + θ23 = −2a,

θ21θ
2
2 + θ22θ

2
3 + θ23θ

2
1 = a2.

Naviac plat́ı
θ1θ

2
2 + θ21θ2 + θ1θ

2
3 + θ21θ3 + θ2θ

2
3 + θ22θ3 =

= (θ1 + θ2)θ1θ2 + (θ1 + θ3)θ1θ3 + (θ2 + θ3)θ2θ3 =

= −θ1θ2θ3 − θ1θ2θ3 − θ1θ2θ3 = −3θ1θ2θ3 = 3b,

takže

N(r + sθ + tθ2) = (r + sθ1 + tθ21)(r + sθ2 + tθ22)(r + sθ3 + tθ23) =

= r3 + s3θ1θ2θ3 + t3(θ1θ2θ3)
2 + rs2(θ1θ2 + θ2θ3 + θ3θ1)+

+rt2(θ21θ
2
2 + θ22θ

2
3 + θ23θ

2
1) + r2s(θ1 + θ2 + θ3) + r2t(θ21 + θ22 + θ23)+

+s2tθ1θ2θ3(θ1θ2 + θ2θ3 + θ3θ1)+

+rst(θ1θ
2
2 + θ21θ2 + θ1θ

2
3 + θ21θ3 + θ2θ

2
3 + θ22θ3) =

= r3 − bs3 + b2t3 + ars2 + a2rt2 − 2ar2t− abst2 + 3brst.

k
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Dôsledok 3.2.3. Nech a,b ∈ Z sú také, že x3 + ax + b ∈ Z[x] je ireducibilný
polynóm. Ďalej nech K = Q(θ) je kubické teleso, kde θ3 + aθ + b = 0, a zároveň
OK = Z[θ]. Ak r,s,t ∈ Z spĺňajú

r3 − bs3 + b2t3 + ars2 + a2rt2 − 2ar2t− abst2 + 3brst = ±1,

potom r + sθ + tθ2 je jednotkou OK.

Dôkaz. Tvrdenie vyplýva priamo z Vety 3.2.2 a Vety 1.9.1.
k

Veta 3.2.4. Prvky ±1 sú všetky odmocniny z jednej v okruhu celistvých prvkov
l’ubovolného kubického č́ıselného telesa.

Dôkaz. Nech K je kubické teleso a ζ primit́ıvna k-tá odmocnina z jednej v OK .
Potom Q(ζ) ⊆ K a teda [Q(ζ) : Q] | [K : Q] , kde [K : Q] = 3 z defińıcie. Vel’kost’

rozš́ırenia
[Q(ζ) : Q] = deg mζ,Q(x) = φ(k),

kde φ je Eulerova funkcia, takže dostávame φ(k) | 3. Z vlastnost́ı a predpisu Eule-
rovej funkcie neexistuje k, že φ(k) = 3, t.j. nutne k ≤ 2. Ked’že zjavne ±1 ∈ OK
odmocniny z jednej sú, žiadna d’aľsia nemôže existovat’.

k

Na záver ešte uved’me jeden vzt’ah medzi diskriminantom telesa a funda-
mentálnou jednotkou.

Tvrdenie 3.2.5. Nech K je kubické teleso s diskriminantom d(K) < 0 a nech
u ∈ U(OK) je fundamentálna jednotka taká, že u > 1. Potom

|d(K)| < 4u3 + 24.

Dôkaz. Dôkaz je čisto technický a je možné ho nájst’ ako Lemma 5.13 v [Mil14].

k

3.2.1 Reálne teleso dané koreňom x3 + 2x+ 1

Okruh celistvých prvkov a diskriminant

Nech f(z) := z3 + 2z + 1. Diskriminant disc(f(z)) je podl’a Vety 3.2.1 rovný

disc(f(z)) = −4 · 23 − 27 · 12 = −59

a ked’že je záporný, priamo z defińıcie má f(z) nutne jeden reálny koreň a 2 čisto
komplexné korene, t.j. r = 1 a 2s = 2. Označme teda θ reálny koreň f(z), θ′ a θ̄′

zostávajúce dva a uvažujme teleso K = Q(θ).
Ked’že polynóm f(z) je v Z[x] ireducibilný, m := [K : Q] = 3.
Potom

D(1,θ, θ2) = d(K)(OK : Z[θ])2 = disc(f(z)) = −59
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a nakol’ko tento diskriminant je bezštvorcový, d(k) = −59 a následne {1,θ, θ2} je
celistvá báza OK . Preto okruh celistvých prvkov OK = Z[θ].

Diskriminant aj celistvú bázu telesa K vieme zistit’ i pŕıkazmi

NumberFieldDiscriminant[Root[1 + 2 # 1 + # 1^3 &, 1]],

respekt́ıve

NumberFieldIntegralBasis[Root[1 + 2 # 1 + # 1^3 &, 1]].

Triedová grupa

Minkowského hranica

MK =
m!

mm

(
4

π

)s√
|d(K)| = 3!

33

4

π

√
59 < 3,

takže existuje množina reprezentantov triedovej grupy H(K) zostavená z ideálov
λ, kde N(λ) < 3.

Vezmime 2 ako jediné prvoč́ıslo menšie ako 3 a polynóm f(z) rozložme modulo
2. Ked’že

z3 + 2z + 1 ≡ (z + 1)(z2 + z + 1) (mod 2),

rozklad (2) na prvoideály v Z[θ] podl’a Vety 1.7.8 je daný ako

(2) = PQ,

kde

P = (2,θ + 1),

Q = (2,θ2 + θ + 1),

N(P ) = 21, N(Q) = 22.

Úpravou výrazu

(θ + 1)3 − 3(θ + 1)2 + 5(θ + 1) = θ3 + 3θ2 + 3θ + 1− 3θ2 − 6θ − 3 + 5θ + 5 =

= −1 + θ + 3θ2 + 3θ + 1− 3θ2 − 6θ − 3 + 5θ + 5 = 2

dostávame, že (θ + 1) | 2 a teda P = (θ + 1) je hlavný ideál.
Následne

(θ + 1)((θ + 1)2 − 3(θ + 1) + 5) = 2,

preto

2

θ + 1
= (θ + 1)2 − 3(θ + 1) + 5 = θ2 + 2θ + 1− 3θ − 3 + 5 = θ2 − θ + 3

a Q = (2)P−1 =
(

2
θ+1

)
= (θ2 − θ + 3) je tiež hlavný.

Tým sme dokázali, že rád triedovej grupy h(K) = 1 a Z[θ] je tiež oborom
hlavných ideálov.
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Norma a jednotková grupa

Vzhl’adom na to, že K je reálne kubické teleso a r + s − 1 = 1, z Vety 1.9.2
existuje práve jedna fundamentálna jednotka u > 1 okruhu Z[θ] a grupu jednotiek
následne tvoŕı množina {±uk, k ∈ Z}.

Z Tvrdenia 3.2.5 vieme, že 59 = |d(K)| < 4u3 + 24, teda v našom pŕıpade
u > 2. Jednotkami sú podl’a Dôsledku 3.2.3 práve tie prvky a+bθ+cθ2, a,b,c ∈ Z,
ktoré sṕlňajú

N(a+ bθ + cθ2) = a3 − b3 + c3 + 2ab2 + 4ac2 − 4ca2 − 2bc2 + 3abc = ±1,

z čoho je zrejmé, že θ je jednotkou. Numericky θ ≈ −0.4534, no −θ−1 = 2 + θ2 ≈
2.2 > 2 muśı byt’ jednotkou tiež. Ked’že nutne 1 < 2 + θ2 = ul pre nejaké l ∈ Z>0

a zároveň
√

2 + θ2 ≈ 1.485 < 2, prvok 2 + θ2 je iste hl’adaná fundamentálna
jednotka u.
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Kapitola 4

Aplikácia na pŕıkladoch rovńıc

V tejto kapitole budeme metódou faktorizácie v č́ıselnom telese riešit’ vy-
brané Diofantické rovnice. Tie budú vhodne zvolené tak, aby ich riešenia neboli
pŕılǐs technické, ale zároveň aby reprezentovali možné úskalia, ktoré sa pri riešeńı
rovńıc touto metódou môžu vyskytnút’. Tým by mali zároveň tvorit’ istý návod
na riešenie rovńıc podobného typu.

Až po Sekciu 4.3 vrátane budeme pracovat’ v telese Q(i), kde celkovo prej-
deme 5 rovńıc od jednoduchých po poslednú najzložiteǰsiu o troch premenných.
Na náročnosti pridajú rôzne spoločné delitele faktorov v okruhu celistvých prvkov.

V Sekcii 4.4 vyriešime dve rovnice vo výpočetne zložiteǰśıch okruhoch ce-
listvých prvkov, v Sekcii 4.5 sa budeme zaoberat’ nekonečnou grupou jednotiek te-
lesa Q(

√
2) a Sekcia 4.6 bude patrit’ trom rovniciam, ktoré budeme rozkladat’ v te-

lesách s netriviálnou triedovou grupou, opät’ zoradených podl’a náročnosti riešenia.
Pri všetkých úlohách budeme využ́ıvat’ nadobudnuté znalosti z predchádzajúcich
čast́ı práce.

Nato sa v Sekcii 4.7 dostaneme k rovnici, ktorú budeme riešit’ rozkladom
v kubickom č́ıselnom telese a finálne ju dokážeme previest’ na problém riešenia
sústav rovńıc podobných Thueho rovniciam. Na záver doplńıme vzt’ah k teórii
eliptických kriviek.

Hoci väčšina rovńıc, ktorými sa budeme zaoberat’, sú eliptické krivky, po-
dobným spôsobom možno riešit’ aj rovnice s vyšš́ım exponentom pri y. Avšak
výsledné Thueho rovnice by v takom pŕıpade vyšli komplikovaneǰsie a riešenie by
bolo zbytočne menej priehl’adné.

4.1 Pythagorejské trojice

Začneme pŕıkladom všeobecne známej homogénnej rovnice celkového stupňa
2, ktorej riešńım je množina všetkých Pythagorejských troj́ıc, t.j. troj́ıc priro-
dzených č́ısel a,b,c ∈ Z>0 sṕlňajúcich rovnost’ a2 + b2 = c2, podobne ako v Pyt-
hagorovej vete pre d́lžky strán pravouhlého trojuholńıka. Na túto úlohu potom
v Sekcii 4.3 nadviažeme zdanlivo podobnou úlohou, kde však jedna premenná
bude v tretej mocnine a pŕıklad sa tým náležite skomplikuje.
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4.1.1 Rovnica x2 + y2 = z2

Pŕıklad 4.1.1. Riešme rovnicu

x2 + y2 = z2.

Poznámka. Pre prehl’adnost’ počas riešenia uvažujme (x,y,z) ako hl’adané riešenie
zadanej rovnice (podobne aj pri všetkých nasledujúcich pŕıkladoch).

Elementárne úvahy

Na úvod sa obmedzme len na nezáporné riešenia x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, nakol’ko
všetky premenné sú v rovnici v druhej mocnine, a preto všetky záporné hodnoty
by boli riešeńım tiež.

Ak z = 0, zrejme dostávame len triviálne riešenie rovnice (x,y,z) = (0,0,0).
Ak x = 0, d’aľsie riešenia budú v tvare (x,y,z) = (0,a,a), a ∈ Z>0. Symetricky
v pŕıpade, že y = 0, dostávame riešenia (x,y,z) = (a,0,a), a ∈ Z>0, a po celý
zvyšok pŕıkladu môžme uvažovat’ x,y,z kladné.

Ďalej zjavne pokial’ d | x,y, potom aj d | z, t.j. ak nájdeme nejaké riešenie
rovnice pre x,y nesúdelitel’né, d’aľśımi riešeniami budú aj všetky jeho kladné
celoč́ıselné násobky. Teda zároveň predpokladajme, že x,y sú nesúdelitel’né.

Parita

Ak x, y sú obe nepárne, potom x2 + y2 ≡ 2 (mod 4), ale z2 6≡ 2 (mod 4)
pre l’ubovolné z. Preto (ked’že x, y nesúdelitel’né) môžme naviac predpokladat’,
že x, y sú opačnej parity (BÚNO x nepárne, y párne), z bude následne nutne
nepárne.

Rozklad v č́ıselnom telese

Ďalej pracujme v algebraickom č́ıselnom telese Q(i), respekt́ıve v jeho okruhu
celistvých prvkov, ktorým je podl’a Vety 3.1.1 obor integrity Z[i], a rovnicu
preṕı̌sme do tvaru

x2 + y2 = (x− iy)(x+ iy) = z2.

Vieme, že Z[i] je Gaussov, t.j. ireducibilné prvky sú nutne prvočinitele a exis-
tuje jednoznačný rozklad každého prvku okruhu. Norma všeobecného prvku a+bi
je

N(a+ bi) = a2 + b2.

Nesúdelitel’nost’ faktorov

Bud’ π ∈ Z[i] prvočinitel’, ktorý deĺı x− iy a x+ iy. Potom

π | 2x,

π | 2iy,

N(π) | 4x2,

N(π) | 4y2,
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N(π) = pj, p prvoč́ıslo, j ≤ 2.

Z toho nutne plynie, že N(π) = 2 a teda π ∼ 1 + i. To ale znamená, že
π2 = ±2i | z2, čo je spor s nepárnost’ou z. Preto x − iy a x + iy musia byt’

nesúdelitel’né.

Určenie riešenia

Bud’ z = πe11 π
e2
2 . . . πekk rozklad z na prvočinitele. Z rovnosti

x2 + y2 = (x− iy)(x+ iy) = z2 = π2e1
1 π2e2

2 . . . π2ek
k

a nesúdelitel’nosti (x − iy), (x + iy) dostávame x + iy = u(a + bi)2 pre nejaké
a ∈ Z, b ∈ Z a u jednotku.

Uvažujeme kladné riešenia, takže podl’a Vety 3.1.5 stač́ı predpokladat’ u ∈
{1,i}.

Ak u = 1, máme

x+ iy = (a+ bi)2 = a2 − b2 + 2abi,

teda x = a2 − b2, y = 2ab a z = a2 + b2.

Ak u = i, máme

x+ iy = i(a+ bi)2 = i(a2 − b2 + 2abi),

teda x = −2ab, y = a2 − b2 a z = a2 + b2, čo je ale v spore s nepárnost’ou x.

Overenie podmienok

Pre zistenie podmienok nesúdelitel’nosti x,y nech p je prvoč́ıslo, ktoré deĺı
a2 − b2, 2ab. Potom ale nastáva bud’ p | (a− b), alebo p | (a+ b), a zároveň bud’

p | 2, p | a alebo p | b.
Ak p | 2 a p | (a ± b), potom a ± b musia byt’ párne a teda a,b musia byt’

rovnakej parity. V ostatných pŕıpadoch p | a alebo p | b a zároveň p | (a−b) alebo
p | (a+ b), z čoho nutne plynie, že p | a a aj p | b.

Preto x,y sú nesúdelitel’né len vtedy, ked’ a,b sú nesúdetelitel’né a naviac
opačnej parity.

Jednoznačnost’ riešenia

Predpokladáme x > 0, y > 0, z > 0, teda aj a2 − b2 > 0 a 2ab > 0. Z 2ab > 0
plynie, že a,b majú rovnaké znamienko. Pŕıpad a,b < 0 ale uvažovat’ nemuśıme,
pretože vedie k rovnakému riešeniu pre x,y,z ako pŕıpad a,b > 0. Z a2 − b2 > 0
následne plynie, že a > b > 0.

Dostávame riešenia v tvare x = a2− b2, y = 2ab, z = a2 + b2, kde a > b > 0 sú
nesúdelitel’né a opačnej parity. Naviac x+ z = (a2− b2) + (a2 + b2) = 2a2, z−x =

(a2 + b2) − (a2 − b2) = 2b2, teda pre a,b kladné, a =
√

x+z
2

, b =
√

z−x
2

. Vid́ıme,

že a,b sú určené jednoznačne, teda nájdené riešenia sú vzájomne disjunktné.
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Zhrnutie

Týmto sme ukázali, že pre l’ubovolné c > 0 všetky kladné celoč́ıselné dis-
junktné riešenia danej rovnice (až na zámenu x,y) sú:

x = (a2 − b2)c,

y = 2abc,

z = (a2 + b2)c,

kde a > b > 0 sú nesúdelitel’né a opačnej parity.

4.2 Súdelitel’nost’ faktorov

V tejto sekcii ukážme riešenia rovńıc, pri ktorých bude existovat’ netriviálny
spoločný delitel’ faktorov v okruhu celistvých prvkov Z[i], na ktoré sa vždy jedna
strana pŕıslušnej rovnice rozkladá.

4.2.1 Rovnica x2 + 4 = y3

Pŕıklad 4.2.1. Riešme rovnicu

x2 + 4 = y3.

Elementárne úvahy, parita

Ak by ktorékol’vek z č́ısel x,y bolo nulové, zjavne nemáme celoč́ıselné riešenie
rovnice. Ďalej predpokladajme x 6= 0, y 6= 0.

Zároveň zrejme x,y sú bud’ obe párne, alebo obe nepárne. Tieto možnosti
postupne rozoberieme separátne.

Rozklad v č́ıselnom telese

Pracujme v č́ıselnom telese Q(i). Okruh celistvých prvkov tohto telesa tvoria
podl’a Vety 3.1.1 Gaussove celé č́ısla, t.j. obor Z[i], v ktorom existujú jednoznačné
rozklady prvkov na prvočinitele a norma všeobecného prvku a+ bi je

N(a+ bi) = a2 + b2.

Následne vieme rovnicu preṕısat’ do tvaru

x2 + 4 = (x+ 2i)(x− 2i) = y3.

Nepárne x,y – nesúdelitel’nost’ faktorov

Predpokladajme najskôr, že x,y sú obidve nepárne. Nech π je taký prvočinitel’,
že π | (x+ 2i),(x− 2i). Potom

π | ((x+ 2i) + (x− 2i)) = 2x,

π | ((x+ 2i)− (x− 2i)) = 4i,
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N(π) | N(2x) = 4x2,

N(π) | N(4i) = 16.

Ked’že predpokladáme x nepárne, z posledných dvoch rovnost́ı nutne

N(π) | 4.

Naviac však plat́ı

N(π) | N(x+ 2i) = x2 + 4,

čo znamená, že

N(π) | x2,

no v takom pŕıpade N(π) = 1, čo je spor uvažovaným π ako prvočinitel’om. Preto
x+ 2i, x− 2i sú v Z[i] nesúdelitel’né a vzápät́ı

x+ 2i ∼ (a+ bi)3

pre nejaké a,b ∈ Z, nakol’ko (x+ 2i)(x− 2i) = y3.

Nepárne x,y – riešenie

Podl’a Vety 3.1.5 sú jednotkami Z[i] prvky u ∈ {±1,±i}. Každý prvok u z tejto
množiny sa dá vyjadrit’ ako tretia mocnina nejakej (nie nutne rôznej) jednotky,
t.j. u = v3 pre v ∈ {±1,±i}. Preto ich v rozklade nemuśıme uvažovat’ a rovno
dostávame

x+ 2i = (a+ bi)3.

Roznásobeńım źıskavame

x+ 2i = (a+ bi)3 = a3 + 3ia2b− 3ab2 − ib3,

následne porovnańım koeficientov

x = a(a2 − 3b2),

2 = b(3a2 − b2),

z čoho zrejme b ∈ {±1,±2}, nakol’ko hl’adáme Z-riešenia.
Pre b ∈ {−1,2} celoč́ıselné riešenie druhej z rovńıc nemáme.
Pre b = 1 dostávame a = ±1 a d’alej x = ±2, no to je v spore s predpokladom

nepárneho x.
Nakoniec pre b = −2 máme takisto a = ±1, ale z tohto už plynie x = ±11 a

dosadeńım do pôvodnej rovnice aj y = 5.
Zistili sme teda, že (x,y) = (±11,5) je riešeńım danej rovnice.

Párne x,y – spoločné delitel’e

Zostáva sa venovat’ pŕıpadu, ked’ x,y sú párne č́ısla. Položme x := 2x1, y := 2y1
a pôvodnú rovnicu upravme na tvar

(2x1 + 2i)(2x1 − 2i) = 8y31,
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následne

x21 + 1 = (x1 + i)(x1 − i) = 2y31.

Ked’že pravá strana rovnice je zjavne párne č́ıslo, x1 muśı byt’ nutne nepárne.
L’avá strana je potom kongruentná 2 (mod 4), čiže aj y1 muśı byt’ nepárne.

Ďalej nech π1 je prvočinitel’, pre ktorý plat́ı π1 | (x1 + i),(x1 − i). Potom

π1 | 2i a N(π1) | 4.

Zároveň N(π1) | (x21 + 1), čo však nie je delitel’né štyrmi, teda N(π1) = 2.
Jediný prvok Z[i] normy 2 až na násobok jednotkou je π1 ∼ 1+i, teda rovnicu

vieme upravit’ do tvaru

2y31
(1 + i)2

= −iy31 =

(
x1 + i

1 + i

)(
x1 − i
1 + i

)
.

Potom

(
x1 + i

1 + i

)
,

(
x1 − i
1 + i

)
už sú nutne nesúdelitel’né, pretože ak by existoval

prvočinitel’ π2, ktorý by bol ich spoločným delitel’om, muselo by platit’

N(π2) | N
(

2i

1 + i

)
= N(1 + i) = 2

a N(π2) | N(y1)
3 = y61 nepárne, čo je spor s predpokladom π2 ako prvočinitel’a.

Párne x,y – riešenie

Nakol’ko−i = i3 je tretia mocnina jednotky, môžme ju zahrnút’ do všeobecného
prvku. Potom dostávame

x1 + i

1 + i
= (a+ bi)3 = a3 + 3ia2b− 3ab2 − ib3

pre nejaké a,b ∈ Z, teda

x1 + i = (1 + i)a3 − (3− 3i)a2b− (3 + 3i)ab2 + (1− i)b3

a porovnańım koeficientov źıskavame

x1 = a3 − 3a2b− 3ab2 + b3,

1 = a3 + 3a2b− 3ab2 − b3 = (a− b)(a2 + 4ab+ b2).

Preto a − b = ±1 a z uvedených rovńıc muśı byt’ (a,b) = (0, − 1) alebo (a,b) =
(1,0), z čoho plynie x1 = ±1, x = ±2 a y = 2.

Zhrnutie

Všetky celoč́ıselné riešenia zadanej rovnice sú

(x,y) = (±11,5) a (x,y) = (±2,2).
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4.2.2 Rovnica x2 + 4 = 3y3

Pŕıklad 4.2.2. Riešme rovnicu

x2 + 4 = 3y3.

V tomto pŕıklade využijeme znalosti z predchádzajúceho výpočtu na riešenie
podobnej rovnice.

Elementárne úvahy, parita, rozklad

Analogicky ako v Pŕıklade 4.2.1 predpokladajme nenulové x,y ∈ Z rovnakej
parity a rovnicu preṕı̌sme do tvaru

(x+ 2i)(x− 2i) = 3y3.

Nepárne x,y – nesúdelitel’nost’ faktorov

Najskôr uvažujme x,y nepárne. Vieme, že jediný možný spoločný delitel’ fak-
torov x + 2i, x − 2i je prvok normy 2, t.j. 1 + i a jeho násobky jednotkami, no
zrejme 3y3

(1+i)2
= 3y3

2i
6∈ Z[i]. Čiže x+ 2i, x− 2i sú nesúdelitel’né a nastáva bud’

x+ 2i = (a+ bi)3

alebo
x+ 2i = 3(a+ bi)3

pre nejaké a,b ∈ Z, nakol’ko 3 je v Z[i] nerozložitel’né.

Nepárne x,y – riešenie

Ak by nastal pŕıpad x+ 2i = (a+ bi)3, potom z riešenia Pŕıkladu 4.2.1 vieme,
že x = ±11, no potom by muselo platit’ 3y3 = 125, čo Z-riešenie nemá.

Ked’ by nastal druhý pŕıpad x+ 2i = 3(a+ bi)3, nutne muśı nastat’ x− 2i =
(a− bi)3 a spor dostávame obdobne.

Párne x,y – spoločné delitele

Teraz uvažujme x,y obe párne, opät’ položme x = 2x1, y = 2y1 a pôvodnú
rovnicu upravme na

4x21 + 4 = 24y31

a následne
x21 + 1 = 6y31.

Č́ıslo x1 je nepárne, pretože druhá strana rovnice je párna. Zároveň y1 muśı byt’

takisto nepárne, inak by sa l’avá a pravá strana rovnice nerovnali modulo 4.
Rozložme výraz x21 + 1 na

x21 + 1 = (x1 + i)(x1 − i)

a uvažujme rovnicu v tvare

(x1 + i)(x1 − i) = 6y31.
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Opät’ analogicky ako v Pŕıklade 4.2.1 je prvok 1 + i spoločným delitel’om (x1 +
i),(x1 − i), čo znamená, že rovnicu vieme preṕısat’ do tvaru(

x1 + i

1 + i

)(
x1 − i
1 + i

)
= −3iy31,

kde

(
x1 + i

1 + i

)
,

(
x1 − i
1 + i

)
sú v Z[i] nesúdelitel’né.

Párne x,y – riešenie

Preto plat́ı bud’

x1 + i

1 + i
= 3(a+ bi)3

alebo
x1 − i
1 + i

= 3(a+ bi)3

pre nejaké a,b ∈ Z.

Ak by nastala prvá možnost’, potom

x1 + i = 3(1 + i)(a+ bi)3 = 3((a3 − 3ab2 − 3a2b+ b3) + i(a3 − 3ab2 + 3a2b− b3)),

z čoho by plynulo

1 = 3(a− b)(a2 + 4ab+ b2),

čo však nemá Z-riešenie.

Rovnako nedostávame riešenie ani pri druhej možnosti a tým sme ukázali, že
zadaná rovnica žiadne celoč́ıselné riešenia nemá.

4.2.3 Rovnica x2 + 36 = y3

Pŕıklad 4.2.3. Riešme rovnicu

x2 + 36 = y3.

Pri riešeńı tejto rovnice znovu využijeme výsledky predošlých pŕıkladov.

Elementárne úvahy, parita

Zrejme v pŕıpade nulového x či y rovnica Z-riešenie nemá, takže predpokla-
dajme d’alej x 6= 0 a y 6= 0.

Opät’ môžme predpokladat’, že x, y sú rovnakej parity a pracovat’ v č́ıselnom
telese Q(i), kde rovnicu preṕı̌seme na

(x+ 6i)(x− 6i) = y3.
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Nepárne x,y – spoločné delitele

Uvažujme x,y nepárne. Ak α ∈ Z[i] je spoločným delitel’om x + 6i, x − 6i,
potom

α | 12i,

N(α) | 144 = 2432,

N(α) | (x2 + 36) = y3 nepárne.

Z toho plynie

N(α) ∈ {1,9},

nakol’ko rovnica a2 + b2 = 3 nemá celoč́ıselné riešenie a teda prvky normy 3 v Z[i]
neexistujú.

Pokial’ N(α) = 9, potom α ∼ 3 je spoločný delitel’ x + 6i, x − 6i. V takom
pŕıpade α | x, α | y a môžme použit’ substitúciu x := 3x1, y := 3y1, pričom x1,y1
zostávajú nepárne.

Rovnicu následne dostávame do tvaru

9x21 + 36 = 27y31

a teda

x21 + 4 = (x1 + 2i)(x1 − 2i) = 3y31,

no z Pŕıkladu 4.2.2 vieme, že celoč́ıselné riešenie tejto rovnice neexistuje. Preto
α ∼ 3 nemôže byt’ spoločným delitel’om prvkov x + 6i, x − 6i a tie sú v Z[i]
nesúdelitel’né.

Nepárne x,y – riešenie

V takom pŕıpade

x+ 6i = (a+ bi)3 = a3 + 3ia2b− 3ab2 − ib3

pre nejaké a,b ∈ Z a porovnańım koeficientov v imaginárnej zložke źıskavame
rovnost’

6 = 3a2b− b3 = b(3a2 − b2).

To však znamená, že b ∈ {±1,±2,±3,±6}, no pri žiadnej z možnost́ı nedostávame
celoč́ıselné riešenie pre a, teda ani pre x,y.

Párne x,y – spoločné delitele

Zostáva predpokladat’, že x,y sú párne. Nech x := 2x2, y := 2y2. Rovnicu
preṕı̌sme do tvaru

4x22 + 36 = 8y32,

respekt́ıve

x22 + 9 = (x2 + 3i)(x2 − 3i) = 2y32,

pričom x2,y2 už musia byt’ obidve nepárne, inak rovnica očividne nemá riešenie
modulo 4.
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Ked’že pravá strana rovnice je párna a ani jeden z členov x2 ± 3i nie je de-
litel’ný dvomi, prvok 1 + i muśı opät’ byt’ spoločným delitel’om x2 + 3i, x2 − 3i.

Prenásobeńım celej rovnice výrazom
1

(1 + i)2
ju dostávame do tvaru

−iy32 =

(
x2 + 3i

1 + i

)(
x2 − 3i

1 + i

)
.

Ak β ∈ Z[i] deĺı prvky
x2 + 3i

1 + i
aj
x2 − 3i

1 + i
, potom

β | 6i

1 + i
= 3(1 + i),

N(β) | 18 = 322,

β | x
2
2 + 9

2
∈ Z nepárne.

Z toho plynie bud’ β ∼ 3 alebo β ∼ 1.
Predpokladajme najskôr

β ∼ 3 | x2 + 3i

1 + i
,
x2 − 3i

1 + i
.

V takom pŕıpade 3 | −iy32, čiže 3 | y2, a potom aj 3 | x2. Substitúciou x2 = 3x3 a
y2 = 3y3 dostávame rovnosti

−i(3y3)3 =

(
3(x3 + i)

1 + i

)(
3(x3 − i)

1 + i

)
,

−3iy33 =

(
x3 + i

1 + i

)(
x3 − i
1 + i

)
,

kde
x3 + i

1 + i
,
x3 − i
1 + i

už musia byt’ nesúdelitel’né.

No to sme znovu v situácii z Pŕıkladu 4.2.2, čiže ani táto vetva nevedie
k celoč́ıselnému riešeniu pôvodnej rovnice. Zostáva uvažovat’ β ∼ 1, teda že prvky
x2 + 3i

1 + i
,
x2 − 3i

1 + i
sú nesúdelitel’né.

Párne x,y – riešenie

Potom máme

x2 + 3i

1 + i
= (a+ bi)3 = a3 + 3ia2b− 3ab2 − ib3

pre nejaké a,b ∈ Z a dostávame

x2 + 3i = (1 + i)a3 − (3− 3i)a2b− (3 + 3i)ab2 + (1− i)b3.

Porovnańım koeficientov źıskavame rovnosti

x2 = a3 − 3a2b− 3ab2 + b3,

3 = a3 + 3a2b− 3ab2 − b3 = (a− b)(a2 + 4ab+ b2),

teda a−b ∈ {±1,±2,±3}, no ani jedna možnost’ nevedie k celoč́ıselnému riešeniu
druhej z rovnost́ı, a preto ani k riešeniu pôvodnej rovnice.
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Zhrnutie

Dokázali sme, že ani rovnica x2 + 36 = y3 žiadne Z-riešenia nemá.

4.3 Rovnica o troch premenných

V tejto sekcii uved’me pŕıklad rovnice troch premenných, pri ktorej riešeńı
využijeme postupy z predchádzajúcich úloh a problém súdelitel’nosti faktorov
ešte viac zovšeobecńıme.

Pŕıklad 4.3.1. Riešme rovnicu

x2 + y2 = z3.

Elementárne úvahy

Ak x = 0, rovnica má očividne riešenia (x,y,z) = (0,a3,a2) pre všetky a ∈ Z.
Symetricky v pŕıpade ked’ y = 0, riešenia sú v tvare (x,y,z) = (a3,0,a2). Ďalej
predpokladajme x 6= 0, y 6= 0 a následne nutne z > 0.

Rovnicu budeme d’alej riešit’ postupne v závislosti na spoločnom deliteli x,y.

4.3.1 Rovnica x2 + y2 = z3 s nesúdelitel’nými x, y

Najskôr vyriešme rovnicu v pŕıpade, že x,y sú nesúdelitel’né.

Parita

Z nesúdelitel’nosti priamo vyplýva, že x,y nemôžu byt’ obe párne (mali by
spoločného delitel’a 2), zároveň nemôžu byt’ ani obe nepárne, pretože potom by
x2 + y2 ≡ 2 (mod 4), čo pre z3 nemôže nastat’. Teda x,y sú opačnej parity, z je
nepárne, z ≡ 1 (mod 4).

Rozklad, nesúdelitel’nost’ faktorov

Pracujme opät’ v okruhu celistvých prvkov Z[i] a naṕı̌sme rovnicu v tvare

(x+ yi)(x− yi) = z3.

Ak π je prvočinitel’ a π | (x+ yi),(x− yi), potom π | 2x,2yi a teda bud’ π | 2,
alebo π | x,y. Druhá možnost’ avšak nastat’ nemôže, pretože x,y sú nesúdelitel’né.
Ked’že 2 ∼ (1 + i)2, π ∼ 1 + i, no N(π) = ±2, čo nedeĺı z3 nepárne. Preto sú
x+ yi, x− yi nesúdelitel’né.

Určenie riešenia

Jednotky Z[i] sú podl’a Vety 3.1.5 {±1,±i} a každá z nich sa dá naṕısat’ v
tretej mocnine, t.j. v tvare v3 pre v nejakú z jednotiek. Preto v rozklade x + yi
nemuśıme jednotky uvažovat’ a dostávame

x+ yi = (a+ bi)3 = a3 + 3iba2 − 3ab2 − ib3,
kde a,b ∈ Z. Z toho plynie x = a3−3ab2 = a(a2−3b2) a y = 3ba2−b3 = b(3a2−b2),
následne

x2 + y2 = z3 = a6 + 3a4b2 + 3a2b4 + b6 = (a2 + b2)3.
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Overenie podmienok

Pre zistenie podmienok nesúdelitel’nosti x,y nech q je prvoč́ıslo, pre ktoré
q | a(a2 − 3b2),b(3a2 − b2). Potom bud’ q | a alebo q | (a2 − 3b2) a súčasne q | b
alebo q | (3a2 − b2).

Nastáva teda bud’ q | a,b alebo q | a,(3a2− b2) (respekt́ıve q | b,(a2− 3b2)), čo
však vedie opät’ k q | a,b. Poslednou možnost’ou je q | (a2− 3b2),(3a2− b2), z čoho
plynie q | (3a2 − 9b2),(9a2 − 3b2) a následne q | 8a2,8b2, teda q = 2 alebo q | a,b.
Pŕıpad q = 2 vedie k tomu, že a2 − 3b2 je párne, a potom a,b musia byt’ rovnakej
parity.

Dostávame riešenia zadanej rovnice v tvare x = a(a2− 3b2), y = b(3a2− b2) a
z = (a2 + b2), kde a,b ∈ Z nesúdelitel’né, opačnej parity.

Jednoznačnost’ riešenia

Ak by (a,b) 6= (a1,b1) viedli k rovnakému riešeniu, nastalo by

x+ yi = (a+ bi)3 = (a1 + b1i)
3.

Potom
(

a+bi
a1+b1i

)3
= 1, no taký prvok Z[i] rôzny od 1 neexistuje, teda a+bi

a1+b1i
= 1 a

nutne a = a1, b = b1.

4.3.2 Rovnica x2 + y2 = z3, kde NSD(x,y)= pk

Ďalej skúsme vyriešit’ rovnicu v pŕıpade, že NSD(x,y) je pk, p prvoč́ıslo, k > 0.

Zjednodušenie, parita

Ak k ≡ 0 (mod 3), potom rovnicu vieme naṕısat’ v tvare

p2k(x21 + y21) = p2kz31 ,

kde x = pkx1, y = pky1, z = p2k/3z1. Teda dostávame rovnicu x21 + y21 = z31 , kde
x1,y1 nesúdelitel’né, no rovnicu v tomto tvare sme už vyriešili vyššie.

Ak k ≡ 1 (mod 3),

p2k(x21 + y21) = p2k+1z31 ,

kde x = pkx1,y = pky1,z = p(2k+1)/3z1 a x1,y1 nesúdelitel’né.

Ak k ≡ 2 (mod 3),

p2k(x21 + y21) = p2k+2z31 ,

kde x = pkx1, y = pky1, z = p(2k+2)/3z1 a x1,y1 nesúdelitel’né.

Zostáva teda vyriešit’ rovnice tvaru

x2 + y2 = pjz3

pre x,y nesúdelitel’né a j ∈ {1,2}.
Všimnime si, že z muśı v oboch rovniciach zostat’ nepárne, inak by x, y neboli

nesúdelitel’né.
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Spoločné delitele

Ak β je spoločný delitel’ x+ iy, x− iy, potom β | 2x,2yi, N(β) | 4x2,4y2. Ale
x,y sú nesúdelitel’né, teda N(β) | 4.

Ak by N(β) = 4, potom 4 | N(x + yi) = x2 + y2, čo je opät’ v spore
s nesúdelitel’nost’ou x,y. Takže N(β) ∈ {1,2}, t.j. β ∼ 1 + i alebo β = u pre
nejakú jednotku u.

Spoločný delitel’ normy 2

Máme N(β) = 2 (t.j. β ∼ 1 + i). Nakol’ko z je nepárne a 2 = N(β) | N(pjz3),
p muśı byt’ nutne 2. Rozdel’me teraz túto úlohu na dve vetvy podl’a hodnoty
j ∈ {1,2}.

1. Ako prvú riešme rovnicu x2 + y2 = 2z3, kde 1 + i je spoločný delitel’ x +
iy, x− iy. Kvôli predpokladu nesúdelitel’nosti musia byt’ x,y obe nepárne.

Určenie riešenia

Prenásobeńım rovnice výrazom 1
(1+i)2

źıskavame

2z3

2i
= −iz3 =

(
x+ yi

1 + i

)(
x− yi
1 + i

)
,

kde x+yi
1+i

,x−yi
1+i

musia byt’ nesúdelitel’né (inak by norma spoločného delitel’a

musela byt’ 2 a 2 nedeĺı z3 nepárne).

Ďalej prvok −1 vieme naṕısat’ v tvare v3, kde v = −1 je jednotka, čiže
dostávame

x+ yi

1 + i
= (a+ bi)3

pre nejaké a,b ∈ Z a teda

x+ yi = a3 + 3iba2 − 3ab2 − ib3 + ia3 − 3ba2 − 3iab2 + b3.

Z toho plynie

x = a3 − 3ab2 − 3ba2 + b3 = (a+ b)(a2 − 4ab+ b2),

y = 3ba2 − b3 + a3 − 3ab2 = (a− b)(a2 + 4ab+ b2),

x2 + y2 = 2a6 + 6a4b2 + 6a2b4 + 2b6 = 2z3,

z = a2 + b2.

Overenie podmienok

Pre zistenie podmienok nesúdelitel’nosti x,y nech q je prvoč́ıslo, q | (a +
b)(a2−4ab+b2),(a−b)(a2 +4ab+b2). Potom q | (a+b) alebo (a2−4ab+b2)
a súčasne q | (a− b) alebo (a2 + 4ab+ b2).

Ak q | (a + b),(a − b), potom q | 2a,2b, t.j. q | 2 alebo q | a,b. Pokial’ q | 2,
a− b muśı byt’ párne a a,b sú rovnakej parity.
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Ak q | (a+ b),(a2 + 4ab+ b2), potom q | a2 + 2ab+ b2 a teda q | 2ab. Pŕıpad
q | 2 je rovnaký ako vyššie a pokial’ q | ab, q muśı delit’ a aj b súčasne,
nakol’ko q | (a+ b).

Pŕıpady q | (a−b),(a2−4ab+b2), respekt́ıve q | (a2−4ab+b2),(a2+4ab+b2),
vedú k identickému výsledku.

Zistili sme teda, že riešenia zadanej rovnice sú v tvare

x = (a+ b)(a2 − 4ab+ b2),

y = (a− b)(a2 + 4ab+ b2),

z = a2 + b2,

kde a,b ∈ Z nesúdelitel’né, opačnej parity. Z rovnakého dôvodu ako vyššie
sú tieto riešenia určené jednoznačne.

2. Ked’ j = 2, t.j. rovnica je v tvare x2 + y2 = 4z3, dostávame spor, pretože
x2 + y2 ≡ 0 (mod 4) plat́ı len vtedy, ak x,y sú súdelitel’né.

Spoločný delitel’ normy 1

Máme N(β) = 1 (t.j. β ∼ 1). Rozdel’me úlohu na 3 pŕıpady:

1. p párne prvoč́ıslo, p = 2,

2. p ≡ 3 (mod 4), čiže p je prvočinitel’ aj v Z[i],

3. p ≡ 1 (mod 4), čiže p sa v Z[i] rozkladá na (c+ di)(c− di).

Postupne prejdime jednotlivé pŕıpady zvlášt’.

1. p párne prvoč́ıslo, p = 2:

(a) j = 1, t.j. x2 + y2 = 2z3:

Pokial’ x + yi = 2(a + bi)3, plat́ı x = 2(a3 − 3ab2), y = 2(3a2b − ib3),
teda 2 je spoločným delitel’om x,y, čo je spor s ich nesúdelitel’nost’ou.

Ak by x+ yi = (1 + i)(a+ bi)3, muśı nastat’ x− yi = (1 + i)(a+ bi)3,
čo je spor s nesúdelitel’nost’ou x+ yi, x− yi.
Ak nastane posledná možnost’, čiže x+ yi = (a+ bi)3, potom x− yi =
2(a+ bi)3 a sme znova v situácii, že 2 je spoločným delitel’om x,y.

(b) j = 2, t.j. x2 + y2 = 4z3:

Rovnakým argumentom ako vyššie, teda x2 + y2 ≡ 0 (mod 4) len
v pŕıpade, ak x,y sú súdelitel’né, dostávame spor.

2. p ≡ 3 (mod 4):

(a) j = 1, t.j. x2 + y2 = pz3:

Muśı platit’ bud’ x+ iy = p(a+ bi)3 alebo x− iy = p(a+ bi)3. V oboch
pŕıpadoch však x,y sú násobkami p, teda súdelitel’né, čo je spor.
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(b) j = 2, t.j. x2 + y2 = p2z3:

V pŕıpade, že x+iy = p2(a+bi)3, x,y sú násobkami p, teda súdelitel’né.

V pŕıpade x + iy = p(a + bi)3 dostávame spor s nesúdelitel’nost’ou
(x+ iy),(x− iy) ihned’.

A pokial’ x+ iy = (a+ bi)3, potom x− iy = p2(a+ bi)3, teda opät’ x,y
sú násobkami p.

3. p ≡ 1 (mod 4), čiže p = c2 + d2 = (c+ di)(c− di)

(a) j = 1, t.j. x2 + y2 = pz3:

Určenie riešenia

Ak x+iy = p(a+bi)3, respekt́ıve x+iy = (a+bi)3, dostávame obdobne
ako vyššie spor s nesúdelitel’nost’ou x,y.

Ak x+ iy = (c+ di)(a+ bi)3, potom

x = a3c− 3ab2c− 3a2bd+ b3d,

y = 3a2bc− b3c+ a3d− 3ab2d.

Následne

x2 + y2 = (a2 + b2)3(c2 + d2) = (c2 + d2)z3,

z = a2 + b2.

Pŕıpad x+ iy = (c− di)(a+ bi)3 je symetrický.

Overenie podmienok

Pre źıskanie podmienok na nesúdelitel’nost’ x,y predpokladajme, že q
je prvoč́ıslo, q | x,y. Potom q | (x + yi) = (c + di)(a + bi)3, kde c + di
je prvočinitel’ Z[i].

Ak q ≡ 3 (mod 4), q je prvočinitel’ v Z[i], q | (a + bi)3. Následne
q | (a+ bi) a q | a,b.
Ak q ≡ 1 (mod 4), q = (c1 + d1i)(c1 − d1i) | (c + di)(a + bi), z čoho
plynie bud’ q | a,b (pŕıpad c + di 6= c1 ± d1i), alebo (c − di) | (a + bi)
(inak).

Zostáva uvažovat’ q = 2. Potom q = 2 = (1 + i)2 | (c + di)(a + bi)3,
teda (1 + i) | (a + bi), čo znamená, že a,b sú rovnakej parity (inak by
a+bi
1+i

nebol prvok Z[i]).

Teda aby x,y nemali spoločného delietel’a, muśı platit’, že a,b sú opačnej
parity, nesúdelitel’né a naviac (c− di) - (a+ bi).

(b) j = 2, t.j. x2 + y2 = p2z3:
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Určenie riešenia

Ak x+ iy = (c+ di)2(a+ bi)3, potom

x = a3c2 − 3ab2c2 − 6a2bcd+ 2b3cd− a3d2 + 3ab2d2,

y = 3a2bc2 − b3c2 + 2a3cd− 6ab2cd− 3a2bd2 + b3d2.

Dostávame x2 + y2 = (c2 + d2)2(a2 + b2)3, z čoho z = a2 + b2.

Pŕıpad x+ iy = (c− di)2(a+ bi)3 je opät’ analogický.

Všetky ostatné možnosti musia obdobne ako vyššie viest’ k súdelitel’ným
x,y (pŕıpadne x+ iy, x− iy), čo nemôže nastat’.

Overenie podmienok

Pre źıskanie podmienok na nesúdelitel’nost’ x,y znovu predpokladajme,
že q je prvoč́ıslo, q | x,y. Potom q | (x + yi) = (c + di)2(a + bi)3, kde
(c+ di) je prvočinitel’ Z[i].

Ak q ≡ 3 (mod 4), potom q je prvočinitel’ v Z[i], q | (a + bi)3, a preto
q | (a+ bi) a následne q | a,b.
Ak q ≡ 1 (mod 4), q = (c1 + d1i)(c1 − d1i) | (c + di)(a + bi), z čoho
opät’ plynie bud’{

q | a,b, v pŕıpade, že c+ di 6= c1 ± d1i, alebo

(c− di) | (a+ bi), inak .

Pokial’ q = 2, dostávame q = (1 + i)2 | (c+ di)2(a+ bi)3, teda (1 + i) |
(a+ bi) a a,b sú nutne rovnakej parity.

Jednoznačne určené riešenia tejto rovnice sú teda

x = a3c2 − 3ab2c2 − 6a2bcd+ 2b3cd− a3d2 + 3ab2d2,

y = 3a2bc2 − b3c2 + 2a3cd− 6ab2cd− 3a2bd2 + b3d2,

z = a2 + b2,

kde a,b sú nesúdelitel’né, opačnej parity a (c− di) - (a+ bi).

4.3.3 Rovnica x2 + y2 = z3 vo všeobecnom tvare

Zostáva vyriešit’ pŕıpad, kedy spoločný delitel’ x,y je nejaké všeobecné č́ıslo∏
pkrr . Pri riešeńı už nebudeme postupovat’ úplne detailne, ale odvoláme sa na rov-

naké postupy použité v úvahách v predchádzajúcich krokoch.
Rovnicu vieme analogicky preṕısat’ do tvaru

x2 + y2 = (x+ yi)(x− yi) =
∏

pkrr z
3 =: 2jdz3,

kde x,y sú nesúdelitel’né, kr ∈ {0,1,2}, j ∈ {0,1,2}.
Použit́ım obdobných úvah ako vyššie je zrejmé, že pokial’ j = 2, dostávame

spor s nesúdelitel’nost’ou x,y. Rovnako dostávame spor v pŕıpade, ked’ ps ≡ 3
(mod 4) pre akékol’vek s.
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Zaoberajme sa teda už len pŕıpadmi, kedy žiadna z týchto možnost́ı nenastane
a všetky pr | d sú v tvare (cr + dri)(cr − dri).

Ako prvý rozmyslime pŕıpad j = 0. Opät’ dostávame jednoznačne určené
riešenia v pŕıpade

x+ iy =
∏

(cr + idr)
kr(a+ bi)3,

z = a2 + b2,

kde a,b sú nesúdelitel’né, opačnej parity, a zároveň pre všetky r plat́ı (cr − dri) -
(a+ bi).

Druhou možnost’ou je j = 1. V pŕıpade, že x − iy, x − iy sú nesúdelitel’né,
dostávame spor rovnako ako vyššie. Ak 1 + i je ich spoločným delitel’om, rovnicu
vieme preṕısat’ do tvaru

−idz3 =

(
x+ yi

1 + i

)(
x− yi
1 + i

)
a teda x+ iy = d1(1 + i)(a+ bi)3, kde d1 | d.

Znovu analogicky dostávame riešenia rovnice, ked’

x+ iy =
∏

(cr + idr)
kr(1 + i)(a+ bi)3,

z = a2 + b2,

kde opät’ a,b sú nesúdelitel’né, opačnej parity, a súčasne pre všetky r plat́ı (cr −
dri) - (a+ bi).

4.4 Netypický okruh celistvých prvkov

Ďalej ukážeme dva pŕıklady rovńıc, pri riešeńı ktorých budeme musiet’ praco-
vat’ vo výpočetne náročneǰśıch okruhoch celistvých prvkov.

4.4.1 Rovnica x2 + 3 = y3

Pŕıklad 4.4.1. Riešme rovnicu

x2 + 3 = y3.

Elementárne úvahy, parita

Ak by jedno z č́ısel x alebo y bolo nulové, rovnica zjavne nemá celoč́ıslené
riešenie, t.j. predpokladajme x 6= 0 a y 6= 0.

Ak x, y sú rovnakej parity, potom x2, y3 sú tiež rovnakej parity a x2 + 3 6= y3.
Pokial’ je y párne, y3 ≡ 0 (mod 8), z čoho plynie, že x2 ≡ 5 (mod 8), ale 5 nie je
kvadratický zvyšok mod 8. Teda môžme d’alej predpokladat’, že y je nepárne a x
párne.

Rozklad v č́ıselnom telese

Ďalej pracujme v algebraickom č́ıselnom telese Q(
√
−3), respekt́ıve v jeho

okruhu celistvých prvkov, ktorým je podl’a Sekcie 3.1.1 Euklidov obor Z[ω], kde

ω = 1+
√
−3

2
, a rovnicu preṕı̌sme do tvaru

x2 + 3 = (x−
√
−3)(x+

√
−3) = (x− (−1 + 2w))(x+ (−1 + 2w)) = y3.
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Nesúdelitel’nost’ faktorov

Bud’ π ∈ Z[ω] prvočinitel’, ktorý deĺı x−
√
−3 a x+

√
−3. Potom

π | 2x,

π | 2
√
−3,

teda π | 2 alebo π | x,
√
−3. Minimálny polynóm f(z) zo Sekcie 3.1.1 je modulo 2

ireducibilný, teda podl’a Vety 1.7.8 je 2 prvočinitel’ Z[ω]. Potom ale pŕıpad π | 2
vedie k sporu, pretože π = 2 by muselo delit’ y3, ktoré je nepárne.

Máme π |
√
−3 = −1 + 2ω, teda N(π) | N(−1 + 2ω) = 1− 2 + 4 = 3. Nakol’ko

π je prvočinitel’, určite N(π) = 3 a následne π ∼ 1 + ω, pretože iný prvok normy
3 neexistuje (konjugovaný prvok 1 + ω = 2−ω je takisto len násobok jednotkou).

Ale ked’ (1+ω) | (x−
√
−3), (x+

√
−3), nutne (1+ω)2 = 3w ∼ 3 | x3 +3 = y3

a teda 3 | x,y. Substitúciou x := 3x1 a y := 3y1 rovnicu dostávame do tvaru

9x21 + 3 = 27y31,

ktorá nemá riešenie modulo 9 a následne ani Z-riešenie.
Takže neexistuje predpokladaný prvočinitel’ π s normou rovnou 3, teda x −√
−3 a x+

√
−3 musia byt’ nesúdelitel’né.

Určenie riešenia

Z rovnice

x2 + 3 = (x−
√
−3)(x+

√
−3) = (x− (−1 + 2ω))(x+ (−1 + 2ω)) = y3

dostávame
x+
√
−3 = x+ (−1 + 2ω) = u(a+ bω)3 =

= u(a3 + 3(−1 + ω)ab2 + 3ωa2b− b3)

pre nejaké a,b ∈ Z a jednotku u ∈ {1,ω,ω2} (ostatné jednotky z Vety 3.1.5
nemuśıme uvažovat’ samostatne, nakol’ko −1 = (−1)3).

Ak u = 1, máme
x− 1 = a3 − 3ab2 − b3,

2 = 3ab2 + 3a2b,

no pretože 2
3

nie je celé č́ıslo, tento systém rovńıc nemá Z-riešenie.
Ak u = ω, dostávame

x+ (−1 + 2ω) = ωa3 − 3ab2 + 3(ω − 1)a2b− ωb3,

x− 1 = −3ab2 − 3a2b,

2 = a3 + 3a2b− b3,

pričom druhá rovnica nemá riešenie modulo 9, takže opät’ celoč́ıselné riešenie
neexistuje. Rozbor modulo 9 oveŕıme pŕıkazom

Table[Mod[a^3 + 3ab^3 - b^3, 9], {a,0,8}, {b,0,8}].
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Ak u = ω2, rovnica je v tvare

x+ (−1 + 2ω) = (ω − 1)a3 − 3ωab2 − 3a2b− (ω − 1)b3,

č́ım dostávame
x− 1 = −a3 − 3a2b+ b3,

2 = a3 − 3ab2 − b3

a ani v tomto pŕıpade druhá rovnica nie je riešitel’ná modulo 9, teda nie je
riešitel’ná ani v Z.

Zhrnutie

Dokázali sme, že rovnica x2 + 3 = y3 nemá žiadne Z-riešenie.

4.4.2 Rovnica x2 + 7 = y3

Pŕıklad 4.4.2. Riešme rovnicu

x2 + 7 = y3.

Elementárne úvahy, parita

Ak by jedno z č́ısel x alebo y bolo nulové, rovnica zjavne nemá celoč́ıslené
riešenie, t.j. x 6= 0 a y 6= 0.

Ak x, y sú rovnakej parity, potom x2, y3 sú tiež rovnakej parity a x2 + 7 6= y3.
Preto môžme predpokladat’, že x, y majú paritu opačnú.

Rozklad v č́ıselnom telese

Ďalej pracujme v algebraickom č́ıselnom telese Q(
√
−7), respekt́ıve v jeho

okruhu celistvých prvkov Z[ω], kde ω = 1+
√
−7

2
podl’a Sekcie 3.1.2. Vieme, že obor

Z[ω] je Euklidov, preto rovnicu preṕı̌sme do tvaru

x2 + 7 = (x−
√
−7)(x+

√
−7) = (x− (−1 + 2ω))(x+ (−1 + 2ω)) = y3.

Spoločné delitele faktorov

Nech π ∈ Z[ω] je prvočinitel’, ktorý deĺı x−
√
−7 a x+

√
−7. Potom

π | 2x,

π | 2
√
−7,

z čoho plynie bud’ π | 2 alebo π | x,
√
−7. Ak π |

√
−7, muśı platit’

N(π) = 7 | N(x+
√
−7) = x2 + 7 = y3.

Tento pŕıpad avšak vedie k sporu, nakol’ko 7 | y3 implikuje 7 | y a následne 7 | x,
z čoho substitúciou x := 7x1 a y := 7y1 rovnicu dostávame do tvaru

7x21 + 1 = 49y31,
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ktorá nemá riešenie modulo 7 a následne ani v Z.
Takže nutne π | 2. Minimálny polynóm zo Sekcie 3.1.2 f(z) = mω,Q(z) sa

modulo 2 rozkladá na

f(z) = z2 − z + 2 ≡ z(1 + z) mod 2,

teda podl’a Vety 1.7.8
(2) = (2,ω)(2,ω + 1).

Zjavne (2,ω) = (ω) a Euklidovým algoritmom dostávame (2,ω + 1) = (1 − ω),
čiže 2 sa v Z[ω] rozkladá na 2 = ω(1− ω).

Riešenie pre párne x

Najskôr vyriešme pŕıpad, kedy x je párne a y nepárne. Ak π | 2, potom
N(π) = 2 | y3 nepárne, čo je spor, preto x−

√
−7, x+

√
−7 sú nesúdelitel’né.

Nakol’ko ω2 = ω−2, ω3 = −2−ω a pre jednotky plat́ı ±1 = (±1)3, dostávame

x+
√
−7 = x− 1 + 2ω = (a+ bω)3 = a3 + 3a2bω + 3ab2ω − 6ab2 − 2b3 − ωb3

pre nejaké a,b ∈ Z.
Následne

2 = 3a2b+ 3ab2 − b3 = b(3a2 + 3ab− b2),
teda b ∈ {±1,±2}, no pre tieto pŕıpady neexistuje celoč́ıselné a, ktoré rovnicu
sṕlňa.

Riešenie pre nepárne x

Uvažujme d’alej x nepárne a y párne. Položme y := 2y1 a uvažujme rovnicu
v podobe

x2 + 7 = (2y1)
3 = 8y31.

Nakol’ko x je nepárne a teda x±(
√
−7)

2
= x±(2ω−1)

2
∈ Z[ω], dostávame 2 | (x ±√

−7) a rovnicu môžme preṕısat’ na(
x+
√
−7

2

)(
x−
√
−7

2

)
=

8

4
y31 = 2y31,

kde x+
√
−7

2
,x−
√
−7

2
už zjavne musia byt’ nesúdelitel’né.

Riešme jednotlivé možné pŕıpady samostatne:

1. Ak
x+
√
−7

2
=
x− 1 + 2ω

2
= (a+ bω)3 =

= a3 + 3a2bω + 3ab2ω − 6ab2 − 2b3 − ωb3,
potom

x− 1 = 2a3 − 12ab2 − 4b3,

1 = 3a2b+ 3ab2 − b3 = b(3a2 + 3ab− b2),
t.j. b ∈ {±1} a následne (a,b) = (0, − 1) a (a,b) = (1, − 1), z čoho ply-
nie x = ±5. Dosadeńım týchto x do pôvodnej rovnice však nedostávame
celoč́ıselné riešenie pre y, a preto ani v tomto pŕıpade celoč́ıselné riešenie
rovnice nemáme.
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2. Ak
x+
√
−7

2
=
x− 1 + 2ω

2
= 2(a+ bω)3,

potom
x−
√
−7

2
=
x+ 1− 2ω

2
= (a+ bω)3

a
x+ 1 = 2a3 − 12ab2 − 4b3,

−1 = 3a2b+ 3ab2 − b3 = b(3a2 + 3ab− b2),

z čoho dostávame množinu riešeńı druhej rovnice

(a,b) = (−1,1),(0,1)

a následne opät’ x = ±5, teda analogicky riešenia originálnej rovnice ne-
dostávame.

3. Ak
x+
√
−7

2
=
x− 1 + 2ω

2
= ω(a+ bω)3 =

= a3ω − 6ab2ω − 2b3ω + ω(3a2b+ 3ab2 − b3)− 2(3a2b+ 3ab2 − b3) =

= −6a2b− 6ab2 + 2b3 + ω(a3 − 3ab2 + 3a2b− 3b3),

potom
1 = a3 − 3ab2 + 3a2b− 3b3,

x = 1 + 4b3 − 12a2b− 12ab2.

Prvá z výsledných rovńıc je Thueho rovnica, ktorej celoč́ıselné riešenia
źıskané pŕıkazom

Solve[1 == a^3 - 3ab^2 + 3a^2 b - 3b^3, {a,b}, Integers]

sú (a,b) = (1,0),(−2,3). Z druhej rovnice potom dostávame x ∈ {1,181},
následne z pôvodnej rovnice (x,y) = (1,2), respekt́ıve (x,y) = (181,32).

4. Ak
x+
√
−7

2
=
x− 1 + 2ω

2
= (1− ω)(a+ bω)3,

potom
x−
√
−7

2
=
x+ 1− 2ω

2
= ω(a+ bω)3

a
x = −1 + 4b3 − 12a2b− 12ab2,

−1 = a3 − 3ab2 + 3a2b− 3b3.

Opät’ dostávame Thueho rovnicu a množinu jej riešeńı

(a,b) = (2,− 3), (−1,0),

z čoho d’alej plynie x ∈ {−181,−1} a finálne (x,y) = (−181,16), respekt́ıve
(x,y) = (−1,2).

65



Zhrnutie

Rovnica x2 + 7 = y3 má Z-riešenia

(x,y) = (±1,2),(±181,32).

4.5 Nekonečná grupa jednotiek

Nasleduje pŕıklad rovnice riešenej v reálnom kvadratickom telese s nekonečnou
jednotkovou grupou.

4.5.1 Rovnica x2 − 2 = y3

Pŕıklad 4.5.1. Riešme rovnicu

x2 − 2 = y3.

Elementárne úvahy, parita

Znovu môžme triviálne predpokladat’ x 6= 0, y 6= 0.

Ak by x, y boli rôznej parity, potom x2−2, y3 sú tiež rôznej parity a nerovnajú
sa. Ak sú obe párne, y3 ≡ 0 (mod 4), no pre x2 − 2 to nikdy nenastane. Takže
máme x, y obe nepárne.

Rozklad v č́ıselnom telese

Rozložme rovnicu v algebraickom č́ıselnom telese Q(
√

2) a jeho okruhu ce-
listvých prvkov, ktorým je podl’a Sekcie 3.1.3 Gaussov obor Z[

√
2], č́ım ju vy-

jadŕıme ako

x2 − 2 = (x+
√

2)(x−
√

2) = y3.

Nesúdelitel’nost’ faktorov

Nech π ∈ Z[
√

2] je prvočinitel’, ktorý deĺı x−
√

2 a x+
√

2. Potom

π | 2x,

π | 2
√

2

a následne π | 2 alebo π |
√

2,x. Jediným takým prvočinitel’om môže byt’ π ∼
√

2,
no potom N(π) = −2 | x2, čo je spor, pretože x uvažujeme nepárne.

Takže x−
√

2 a x+
√

2 sú nesúdelitel’né a dostávame

x+
√

2 = u(a+ b
√

2)3

pre nejaké a,b ∈ Z a u ∈ U(Z[
√

2]) = {±(1 +
√

2)n, n ∈ Z}.
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Určenie riešenia

Stač́ı nám vyriešit’ len 3 rôzne pŕıpady

u ∈ {(1 +
√

2)j, j ∈ {−1,0,1}},

ked’že všetky ostatné jednotky vieme naṕısat’ v tvare uv3, kde u je jedna z troch
uvažovaných a v3 bude súčast’ou všeobecného (a+ b

√
2)3.

1. Ak
x+
√

2 = (a+ b
√

2)3 = a3 + 3a2b
√

2 + 6ab2 + 2
√

2b3,

porovnańım koeficientov dostávame rovnost’

1 = 3a2b+ 2b3 = b(3a2 + 2b2),

ktorá zjavne nemá celoč́ıselné riešenie.

2. Ak
x+
√

2 = (1 +
√

2)(a+ b
√

2)3,

dostávame rovnice
1 = a3 + 3a2b+ 6ab2 + 2b3,

x = a3 + 6a2b+ 6ab2 + 4b3

a riešeńım Thueho rovnice

Solve[1 == a^3 + 3a^2 b + 6ab^2 + 2b^3, {a,b}, Integers]

źıskavame riešenie (a,b) = (1,0), potom x = 1 a následne y3 = 1− 2 = −1,
čiže y = −1.

3. Na záver pokial’

x+
√

2 = (1 +
√

2)−1(a+ b
√

2)3 = (−1 +
√

2)(a+ b
√

2)3,

źıskavame
1 = a3 − 3a2b+ 6ab2 − 2b3,

x = −a3 + 6a2b− 6ab2 + 4b3,

a analogicky (a,b) = (1,0), x = −1 a y = −1.

Zhrnutie

Rovnica x2 − 2 = y3 má Z-riešenia

(x,y) = (±1,−1).

4.6 Netriviálna triedová grupa

V pŕıkladoch tejto sekcie budeme klást’ dôraz na hl’adanie triedovej grupy a
následné poč́ıtanie s ideálmi pŕıslušných okruhov celistvých prvkov. Začneme rov-
nicou riešenou v č́ıselnom telese Q(

√
−5), kde algoritmus pre hl’adanie triedovej

grupy načrtnutý v úvodných kapitolách použijeme len v zjednodušenej podobe,
no na ňu nadviažeme rovnicami v telesách Q(

√
58) a Q(

√
79), ktoré už budú

vyžadovat’ využitie vybudovanej teórie spolu s netriválnymi výpočtami v plnej
miere.
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4.6.1 Rovnica x2 + 5 = y3

Pŕıklad 4.6.1. Riešme rovnicu

x2 + 5 = y3.

Elementárne úvahy, parita

Ak by jedno z č́ısel x alebo y bolo nulové, rovnica celoč́ıslené riešenie nemá,
teda máme x 6= 0 a y 6= 0.

Ak x, y sú rovnakej parity, potom x2, y3 sú tiež rovnakej parity a x2 + 5 6= y3.
Pokial’ je y párne, y3 ≡ 0 (mod 8), z čoho plynie, že x2 ≡ 3 (mod 8), ale 3 nie je
kvadratický zvyšok mod 8. Takže môžme predpokladat’, že y je nepárne a x párne.

Rozklad v č́ıselnom telese

Pracujme v algebraickom č́ıselnom telese Q(
√
−5), teda podl’a Sekcie 3.1.4

v okruhu celistvých prvkov Z[
√
−5], kde rovnicu vyjadŕıme ako

x2 + 5 = (x−
√
−5)(x+

√
−5) = y3.

Obor Z[
√
−5] ale nie je Gaussov, ireducibilné prvky nie sú nutne prvočinitele,

teda nemáme zaručenú jednoznačnost’ faktorizácie prvkov okruhu. Nakol’ko ale je
to okruh celistvých prvkov č́ıselného telesa Q(

√
−5), podl’a Vety 1.5.3 ide o De-

dekindov obor, a preto rozklad ideálov okruhu na prvoideály už jednoznačný je.

Komaximalita faktorov

Bud’ Q ∈ Z[
√
−5] prvoideál, ktorý deĺı (x−

√
−5) a (x+

√
−5). Potom

Q | (2x),

Q | (2
√
−5),

N(Q) | N(x+
√
−5) = x2 + 5 nepárne a

N(Q) = pj, j ≤ [Q(
√
−5) : Q] = 2.

Z toho plynie, že N(Q) | 4x2 a N(Q) | (225) = 20, teda N(Q) = 5 (ostatné
delitele 20 sú párne, alebo je to 1, čo by bol spor s defińıciou Q ako prvoideálu).

Predpokladajme preto N(Q) = 5. Nakol’ko N(Q) | 4x2, N(Q) muśı delit’ aj
x2 a aj x. Potom y3 ≡ x2 + 5 ≡ 0 (mod 5), teda y ≡ 0 (mod 5). Ale 5 = y3 − x2
je násobok 25, č́ım dostávame spor, a preto ideály (x −

√
−5) a (x +

√
−5) sú

komaximálne.

Zostavenie sústavy rovńıc

Z komaximality ideálov (x −
√
−5) a (x +

√
−5) a rovnosti (x −

√
−5)(x +√

−5) = I3 pre nejaký ideál I dostávame, že

(x+
√
−5) = J3,
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kde J je takisto nejaký ideál Z[
√
−5]. Súčasne ked’že |Cl(Z[

√
−5])| = 2, J2 je

hlavný ideál. Nakol’ko ale J2 aj J3 sú hlavné, potom z Vety 2.4.3 aj J muśı byt’

nutne hlavný ideál.

V takom pŕıpade ale

x+
√
−5 = uδ3,

kde u ∈ {±1} je jednotka Z[
√
−5] a δ ∈ Z[

√
−5]. Nakol’ko ale ±1 = (±1)3, uδ3

vieme naṕısat’ v tvare γ3, pre nejaké γ = a + b
√
−5 ∈ Z[

√
−5]. Roznásobeńım

dostávame

x+
√
−5 = (a3 + 3a2b

√
−5− 15ab2 − 5b3

√
−5) =

= (a3 − 15ab2) +
√
−5(3a2b− 5b3),

z čoho plynú nutné podmienky na riešenie pôvodnej rovnice:

x = a3 − 15ab2,

1 = 3a2b− 5b3 = b(3a2 − 5b2).

Určenie riešenia

Nakol’ko 3a2 − 5 6= ±1 v Z, vid́ıme, že druhá podmienka je v Z nesplnitel’ná,
teda ani pôvodná rovnica x2 + 5 = y3 žiadne celoč́ıselné riešenie nemá.

4.6.2 Rovnica x2 − 58 = y3

Pŕıklad 4.6.2. Riešme rovnicu

x2 − 58 = y3.

Elementárne úvahy, parita

Ak by x alebo y bolo nulové, rovnica jasne nemá celoč́ıslené riešenie, čiže x 6= 0
a y 6= 0.

Ak by x, y boli rôznej parity, aj x2 − 58 a y3 sú rovnako rôznej parity a daná
rovnica nemá riešenie. Ak by x a y boli obe párne, x2−58 ≡ 2 (mod 4), no y3 ≡ 0
(mod 4), takže ani tento pŕıpad nemôže nastat’, a preto môžme predpokladat’ x,y
nepárne.

Rozklad v č́ıselnom telese

Rovnicu preṕı̌sme do tvaru

x2 − 58 = (x−
√

58)(x+
√

58) = y3

v okruhu celistvých prvkov Z[
√

58] č́ıselného telesa Q(
√

58), ktorý má podl’a Sek-
cie 3.1.5 triedové č́ıslo h(Q(

√
58)) = 2.
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Komaximalita faktorov

Bud’ Q prvoideál, ktorý deĺı (x+
√

58) a (x−
√

58). Potom

Q | (2x),(2
√

58)

a z defińıcie prvoideálu bud’ Q | (2) alebo Q | (x),(
√

58).
Po zohl’adneńı noriem je zrejmé, že Q - (2), nakol’ko inak by N(Q) | 4 a

zároveň N(Q) | N((y3)) = y6 nepárne, čo je spor.
Takže Q | (

√
58) a N(Q) | N((

√
58)) = 58.

Opät’ zrejme N(Q) 6= 2, pretože súčasne N(Q) | y6 nepárne, takže zostáva
uvažovat’ N(Q) = 29.

Ked’že 29 | y6, 29 | y a následne aj x. Potom ale rovnicu vieme preṕısat’

do tvaru
(29x1)

2 − 58 = (29y1)
3

pre x = 29x1 a y = 29y1, t.j. ekvivalentne

29x21 − 2 = 292y31,

čo nemá riešenie modulo 29 a teda ani v Z.
Teda ideály (x+

√
58) a (x−

√
58) musia byt’ komaximálne a

(x+
√

58) = J3

pre nejaký ideál J .

Zostavenie sústav rovńıc a určenie riešenia

Vid́ıme, že J3 je hlavný ideál a ked’že rád triedovej grupy je 2, J2 muśı byt’ tiež
hlavný ideál. No v takom pŕıpade z Vety 2.4.3 je nutne aj J hlavný a dostávame
rovnost’

x+
√

58 = u(a+ b
√

58)3,

kde u ∈ {±(99+13
√

58)k, k ∈ Z} je jednotka Z[
√

58] a a+b
√

58 všeobecný prvok
tohto okruhu.

Ďalej stač́ı uvažovat’ rovnicu

x+
√

58 = (99 + 13
√

58)k(a+ b
√

58)3

pre a,b ∈ Z a k ∈ {−1,0,1}, nakol’ko ostatné pŕıpady sú zahrnuté v tretej mocnine
všeobecného prvku a+ b

√
58.

Rozdel’me teda úlohu na tri pŕıpady.

1. V pŕıpade k = 0 máme rovnost’

x+
√

58 = (a+ b
√

58)3 = a3 + 3a2b
√

58 + 3ab258 + b358
√

58,

teda po úprave
x = a3 + 174ab2,

1 = 3a2b+ 58b3 = b(3a2 + 58b2).

Z toho plynie, že b = ±1, no potom 3a2 = −57 (alebo −59) nemá celoč́ıselné
riešenie.
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2. Ak k = 1, dostávame

x+
√

58 = (99 + 13
√

58)(a+ b
√

58)3 =

= 99a3 + 13a3
√

58 + 2262a2b+ 297a2b
√

58+

+17226ab2 + 2262ab2
√

58 + 43732b3 + 5742b3
√

58

a následne

x = 99a3 + 2262a2b+ 17226ab2 + 43732b3,

1 = 13a3 + 297a2b+ 2262ab2 + 5742b3.

Ked sa na výslednú Thueho rovnicu pozrieme modulo 9, vieme ju preṕısat’

do tvaru

1 ≡ 4a3 + 3ab2 ≡ a(4a2 + 3b2) (mod 9)

a tá riešenie nemá. Preto neexistuje jej riešenie ani v Z, a teda ani v pŕıpade
k = 1 celoč́ıselné riešenie pôvodnej rovnice nedostávame.

3. Finálne pŕıpad k = −1 vedie k

x+
√

58 = (−99 + 13
√

58)(a+ b
√

58)3,

z čoho obdobne ako vyššie dostávame rovnosti

x = −99a3 + 2262a2b− 17226ab2 + 43732b3,

1 = 13a3 − 297a2b+ 2262ab2 − 5742b3.

Výsledná Thueho rovnica je modulo 9 rovnaká ako v predošlom pŕıpade,
takže ani teraz existenciu nejakého celoč́ıselného riešenia neźıskavame.

Zhrnutie

Dokázali sme, že rovnica x2 − 58 = y3 nemá celoč́ıselné riešenie.

4.6.3 Rovnica x2 − 79 = y3

Pŕıklad 4.6.3. Riešme rovnicu

x2 − 79 = y3.

Elementárne úvahy, parita

Ak by niektoré z č́ısel x alebo y bolo nulové, rovnica celoč́ıslené riešenie nemá,
t.j. x 6= 0 a y 6= 0.

Ak by x, y boli rovnakej parity, x2 − 79 a y3 sú opačnej parity a rovnica
takisto nemá riešenie. Ak by x bolo nepárne, potom x2 − 79 ≡ 2 (mod 4), no
pre y párne plat́ı y3 ≡ 0 (mod 4), takže ani tento pŕıpad nemôže nastat’. Preto
môžme predpokladat’, že x je párne a y nepárne.
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Rozklad v č́ıselnom telese

Č́ıselnému telesu Q(
√

79) nálež́ı podl’a Sekcie 3.1.6 okruh celistvých prvkov
Z[
√

79], takže v ňom rovnicu preṕı̌sme do podoby

x2 − 79 = (x−
√

79)(x+
√

79) = y3.

Komaximalita faktorov

Bud’ Q prvoideál, ktorý deĺı (x +
√

79) a (x −
√

79). Potom Q | (2x),(2
√

79)
a z defińıcie prvoideálu bud’ Q | (2) alebo Q | (x),(

√
79).

Po zohl’adneńı noriem je zrejmé, že Q - (2), nakol’ko inak by N(Q) | 4 a
zároveň N(Q) | N((y3)) = y6 nepárne, čo je spor.

Takže Q | (
√

79) a N(Q) | N((
√

79)) = 79. Nakol’ko 79 je prvoč́ıslo, N(Q) =
79 | y6. Potom ale 79 | y a následne aj 79 | x.

Tým pádom vieme rovnicu preṕısat’ do tvaru

(79x1)
2 − 79 = (79y1)

3

pre x = 79x1 a y = 79y1. Ekvivalentne

79x21 − 1 = 792y31,

čo očividne nemá riešenie modulo 79 a teda ani v Z, č́ım dostávame spor.
Teda ideály (x+

√
79) a (x−

√
79) musia byt’ komaximálne a

(x+
√

79) = J3

pre nejaký ideál J .
Vid́ıme, že mocnina 3 na ideále J je súdelitel’ná s vel’kost’ou triedovej grupy

h(Q(
√

79)) = 3, teda o J nevieme povedat’, či je hlavný alebo nie.

Rozbor ideálov

V takom pŕıpade vezmime reprezentantov tried ideálov, konkrétne (1),P2,P
2
2 ,

pričom P2 = (3,2+
√

79), uvažujme (α) hlavný ideál generovaný α ako všeobecným
prvkom telesa a postupne rozoberme tri pŕıpady, ktoré môžu nastat’:

1. J = (α) je hlavný ideál, t.j. (x+
√

79) = J3 = (α3),

2. J = P2(α), t.j. (x+
√

79) = J3 = P 3
2 (α3),

3. J = P 2
2 (α), t.j. (x+

√
79) = J3 = (P 2

2 )3(α3).

Ďalej označme u ∈ {±(80 + 9
√

79)k, k ∈ Z} jednotku Z[
√

79], položme α =
a+b
√
79

c
pre a,b,c ∈ Z (α nie je nutne celistvý prvok), pričom c > 0 a NSD(a,b,c)= 1.

Pripomeňme, že P2 = (3,2 +
√

79), P 3
2 = (−17 + 2

√
79).

Zrejme α je celistvý práve vtedy, ked’ c = 1. V opačnom pŕıpade, nakol’ko
x+
√

79 je celistvý, rozmyslime, že c môže v jednotlivých pŕıpadoch v skutočnosti
nadobúdat’ len niekol’ko hodnôt:
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1. (x+
√

79) = (α3) = (a+b
√
79

c
)3 = (a

3+3a2b
√
79+237ab2+79b3

√
79

c3
), teda

c3 | a(a2 + 237b2)

a súčasne
c3 | b(3a2 + 79b2).

Bud’ q l’ubovolné prvoč́ıslo, ktoré deĺı c3 (nutne q | c).

(a) Ak by q | a,b, potom by q bol spoločný delitel’ a,b,c, čo z defińıcie α
nemôže nastat’.

(b) Ak q | b, a2 + 237b2, potom q | a2 a následne q | a, čo opät’ vedie
k súdelitel’ným a,b,c.

(c) Ak q | a, 3a2 + 79b2, potom q | 79b2 a bud’ q | 79 alebo q | b. Druhá
možnost’ by znamenala súdelitel’né a,b,c, takže q = 79 - b. Nakol’ko
793 = q3 | c3 | b(3a2 + 79b2), potom 792 | (3a2 + 79b2). Pretože zároveň
79 | a, nutne 792 | 79b2 a teda 79 | b, čo však neplat́ı.

(d) Finálne ak q | a2+237b2, 3a2+79b2, q deĺı aj jejich lineárne kombinácie,
t.j. q | 3(a2 + 237b2)− (3a2 + 79b2) = 2379b2, z čoho plynie q = 2 alebo
q = 79.

V pŕıpade q = 2 je zrejmé, že a,b sú obe nepárne (inak bud’ 2 = q |
a,b,c, alebo 2 - a(a2 + 237b2)) a následne a3 + 237ab2, 3ab + 79b3 sú
modulo 23 nenulové pre l’ubovolné a,b, čo je spor. Teda q = 79. No
ked’že 79 | 3a2 + 79b2, rozhodne 79 | a, č́ım sa dostávame do situácie
v predchádzajúcom bode, ktorá viedla k sporu. To znamená, že c = 1
a α je nutne celistvý.

Śıce celistvost’ prvku α rovnako ako vo všetkých predchádzajúcich úlohách
bola v tomto pŕıpade zrejmá (v rozklade sa nevyskytoval člen P2), no ove-
renie sme uviedli ako ilustráciu toho, čo bude nasledovat’ v d’aľśıch dvoch
pŕıpadoch. Tam uvid́ıme, že c môže nadobúdat’ aj iných hodnôt a na tento
postup sa niekol’kokrát odvoláme.

2. (x+
√

79) = P 3
2 (α3) = (−17 + 2

√
79)(a+b

√
79

c
)3, t.j.

c3 | r1 := −17a3 + 474a2b− 4029ab2 + 12482b3,

c3 | s1 := 2a3 − 51a2b+ 474ab2 − 1343b3.

Potom
c3 | 2r1 + 17s1 = 27b(3a2 + 79b2),

c3 | 17r1 + 158s1 = 27a(a2 + 237b2).

To ale znamená, že jediný prvoč́ıselný delitel’ c je q = 3, ked’že ostatné
pŕıpady sú rovnaké ako v predchádzajúcom bode, kde sme ich vylúčili.

Naviac pokial’ by c = 3k, k ≥ 2, dostávame

(3k)3 | 27b(3a2 + 79b2), 27a(a2 + 237b2),

z čoho nutne
3k | b(3a2 + 79b2), a(a2 + 237b2),

no opät’ z predchádzajúceho bodu vid́ıme, že taká situácia nemôže nastat’.
Takže jedinou možnost’ou je c = 31.
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3. (x+
√

79) = (P 2
2 )3(α3) = (605− 68

√
79)(a+b

√
79

c
)3, t.j.

c3 | r2 := 605a3 − 16116a2b+ 143385ab2 − 424388b3,

c3 | s2 := −68a3 + 1815a2b− 16116ab2 + 47795b3.

Potom
c3 | 68r2 + 605s2 = 36b(3a2 + 79b2),

c3 | 605r2 + 5372s2 = 36a(a2 + 237b2)

a analogicky c ∈ {31,32}.

Zostavenie sústav rovńıc a určenie riešenia

Pozorujme, že znovu stač́ı uvažovat’ u ∈ {1, 80 + 9
√

79, (80 + 9
√

79)−1}, ked’že
ostatné jednotky budú zahrnuté v tretej mocnine všeobecného prvku. Jednotlivé
pŕıpady potom vedú k nasledovným sústavám rovńıc:

1. x+
√

79 = u(a+ b
√

79)3

(a) u = 1:
x = a3 + 237ab2,

1 = 3a2b+ 79b3 = b(3a2 + 79b2).

Druhá rovnica zjavne celoč́ıselné riešenie nemá.

(b) u = 80 + 9
√

79:

x = 80a3 + 2133a2b+ 18960ab2 + 56169b3,

1 = 9a3 + 240a2b+ 2133ab2 + 6320b3.

Thueho rovnica má riešenie (a,b) = (−19,2), t.j. dostávame riešenie
pôvodnej rovnice x = −302 a y = 45.

(c) u = 80− 9
√

79:

x = 80a3 − 2133a2b+ 18960ab2 − 56169b3,

1 = −9a3 + 240a2b− 2133ab2 + 6320b3.

Thueho rovnica má riešenie (a,b) = (19,2), t.j. x = 302 a následne
y = 45.

2. x+
√

79 = u(−17 + 2
√

79)(a+b
√
79

c
)3, c ∈ {1,3}

(a) u = 1:
cx = −17a3 + 474a2b− 4029ab2 + 12482b3,

c = 2a3 − 51a2b+ 474ab2 − 1343b3.

(b) u = 80 + 9
√

79:

cx = 62a3 + 1659a2b+ 14694ab2 + 43687b3,

c = 7a3 + 186a2b+ 1659ab2 + 4898b3.
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(c) u = 80− 9
√

79:

cx = −2782a3 + 74181a2b− 659334ab2 + 1953433b3,

c = 313a3 − 8346a2b+ 74181ab2 − 219778b3.

Všetky výsledné rovnice sú Thueho rovnice, no modulo 9 nemajú riešenie,
a preto nemajú riešenie ani v celých č́ıslach.

3. x+
√

79 = u(−17 + 2
√

79)2(a+b
√
79

c
)3, c ∈ {1,3,9}

(a) u = 1:

cx = 605a3 − 16116a2b+ 143385ab2 − 424388b3,

c = −68a3 + 1815a2b− 16116ab2 + 47795b3.

(b) u = 80 + 9
√

79:

cx = 52a3 + 1185a2b+ 12324ab2 + 31205b3,

c = 5a3 + 156a2b+ 1185ab2 + 4108b3.

(c) u = 80− 9
√

79:

cx = 96748a3 − 2579745a2b+ 22929276ab2 − 67933285b3,

c = −10885a3 + 290244a2b− 2579745ab2 + 7643092b3.

Tieto rovnice zasa nemajú riešenie modulo 27, t.j. ani teraz celoč́ıselné
riešenie neexistuje.

Zhrnutie

Rovnica x2 − 79 = y3 má dve celoč́ıselné riešenia (x,y) = (±302,45).

4.7 Rozklad v kubickom telese

Na záver sa pozrime na Diofantickú rovnicu trochu iného typu, ktorú budeme
riešit’ rozkladom v kubickom č́ıselnom telese, čo sa ukáže ako rádovo náročneǰśı
problém.

4.7.1 Rovnica x3 + 2x+ 1 = y2

Pŕıklad 4.7.1. Riešme rovnicu

x3 + 2x+ 1 = y2.

Parita

Ak by x, y boli rovnakej parity, aj x3 + 2x a y2 sú rovnakej parity a rovnica
nemá riešenie. Takže d’alej uvažujme x a y opačnej parity.
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Rozklad v č́ıselnom telese

Uvažujme teleso zo Sekcie 3.2.1 dané reálnym koreňom θ polynómu f(z) =
z3 + 2z + 1, jeho okruh celistvých prvkov Z[θ] a rovnicu preṕı̌sme do tvaru

x3 + 2x+ 1 = (x− θ)(x− θ′)(x− θ̄′) = (x− θ)(x2 − (θ′ + θ̄′)x+ (θ′θ̄′)) = y2,

kde θ′ a θ̄′ ∈ C sú neidentické konjugácie θ.
Porovnańım koeficientov v rovnosti

x3 + 2x+ 1 = (x− θ)(x− θ′)(x− θ̄′) =

= x3 − (θ + θ′ + θ̄′)x2 + (θθ′ + θ′θ̄′ + θ̄′θ)x− (θθ′θ̄′)

dostávame
θ′ + θ̄′ = −θ,

θ′θ̄′ = 2− θθ′ − θθ̄′ = 2− θ(θ′ + θ̄′) = 2 + θ2

a pôvodnú rovnicu vieme vyjadrit’ v tvare

x3 + 2x+ 1 = (x− θ)(x2 − (θ′ + θ̄′)x+ (θ′θ̄′)) = (x− θ)(x2 + θx+ (θ2 + 2)) = y2,

teda s koeficientami z okruhu celistvých prvkov Z[θ].

Spoločný delitel’ faktorov

Vieme, že h(Q(θ)) = 1, teda podl’a Vety 1.8.5 je Z[θ] Gaussov obor. Bud’

α ∈ Z[θ] spoločný delitel’ x− θ a x2 + θx+ 2 + θ2. Potom

α | (x− θ)(−x+ θ) = −x2 + 2θx− θ2,
α | ((x2 + θx+ θ2 + 2) + (−x2 + 2θx− θ2)) = 3θx+ 2,

d’alej α | −3θ(x− θ) a teda α | ((−3θx+ 3θ2) + (3θx+ 2)) = 3θ2 + 2.
Z toho plynie

N(α) | N(3θ2 + 2) = 23 + 33 + 72− 48 = 59,

čo je prvoč́ıslo, čiže α je bud’ jednotka alebo prvočinitel’ Z[θ].
Reprezentanti tried prvkov s normou 59 bez ohl’adu na násobky jednotkami

sú podl’a

NumberFieldNormRepresentatives[Root[1 + 2 # 1 + # 1^3 &, 1], 59]

prvok 3θ2 + 2 ∼ 3θ3 + 2θ = −3− 4θ ∼ 3 + 4θ a prvok 3− 2θ.

Zostavenie rovńıc

Tým z pôvodnej rovnice, ktorú máme v tvare

x3 + 2x+ 1 = (x− θ)(x2 + θx+ (θ2 + 2)) = y2,

vieme vyjadrit’ rovnosti

x− θ = ±(2 + θ2)k(3 + 4θ)l(a+ bθ + cθ2)2

alebo
x− θ = ±(2 + θ2)k(3− 2θ)l(a+ bθ + cθ2)2,

kde ±(2+θ2)k reprezentuje možné jednotky okruhu celistvých prvkov, (3+4θ)l či
(3−2θ)l možného spoločného delitel’a a (a+bθ+cθ2)2 druhú mocninu všeobecného
prvku Z[θ]. Zjavne stač́ı uvažovat’ k,l ∈ {0,1}, nakol’ko ostatné mocniny budú
zahrnuté v prvku (a+ bθ + cθ2)2.
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Určenie riešenia

Postupne rozoberme jednotlivé pŕıpady. Začnime variantom bez spoločného
delitel’a, t.j. l = 0.

1. k = 0:

Máme
±(x− θ) = (a+ bθ + cθ2)2 =

= a2 + 2abθ + b2θ2 + 2acθ2 + 2bc(−1− 2θ) + c2(−θ − 2θ2) =

= a2 − 2bc+ θ(2ab− 4bc− c2) + θ2(b2 + 2ac− 2c2),

čo vieme preṕısat’ na
±x = a2 − 2bc,

∓1 = 2ab− 4bc− c2,

0 = b2 + 2ac− 2c2.

Poslednú z rovnost́ı upravme tak, že ju prenásob́ıme b, druhú rovnost’ zase
c a odč́ıtajme jednu od druhej. Dostávame

±c = b3 + 2bc2 + c3,

z čoho vyplýva, že ak akékol’vek prvoč́ıslo q deĺı c, potom nutne q | b. To
však dáva spor s rovnicou ∓1 = 2ab−4bc−c2, a preto c ∈ {±1}. Doriešeńım
sústavy źıskavame

(a,b,c) = (±1,0,± 1),

následne x = 1 a y = ±2.

2. k = 1:

Máme
±(x− θ) = (2 + θ2)(a+ bθ + cθ2)2 =

= (2 + θ2)(a2 + 2abθ + b2θ2 + 2acθ2 + 2bc(−1− 2θ) + c2(−θ − 2θ2) =

= (2a2 − 2ab+ c2) + θ(−b2 + 2ac+ 2c2) + θ2(a2 − 2bc),

teda dostávame sústavu rovńıc

±x = 2a2 − 2ab+ c2,

∓1 = −b2 − 2ac+ 2c2,

0 = a2 − 2bc,

ktorá má určite riešenia

(a,b,c) = (0,± 1,0),(±2,± 1,± 2),

následne (x,y) = (0, ± 1) a (8,±23), no štandardnými metódami nevieme
posúdit’, či táto množina riešeńı je kompletná.

Pokračujme pŕıpadom, ked’ spoločný delitel’ je (3 + 4θ).
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1. k = 0:

Máme

±(x− θ) = (3 + 4θ)(a+ bθ + cθ2)2 =

= 3a2 − 4b2 − 8ac− 6bc+ 8c2 + 4a2θ + 6abθ − 8b2θ − 16acθ − 20bcθ+

+13c2θ + 8abθ2 + 3b2θ2 + 6acθ2 − 16bcθ2 − 10c2θ2,

takže

±x = 3a2 − 4b2 − 8ac− 6bc+ 8c2,

∓1 = 4a2 + 6ab− 8b2 − 16ac− 20bc+ 13c2,

0 = 8ab+ 3b2 + 6ac− 16bc− 10c2.

2. k = 1:

Máme

±(x− θ) = (2 + θ2)(3 + 4θ)(a+ bθ + cθ2)2 =

= 2a2 − 6ab+ 8bc+ 3c2 − 8abθ − 3b2θ − 6acθ + 16bcθ+

+10c2θ + 3a2θ2 − 4b2θ2 − 8acθ2 − 6bcθ2 + 8c2θ2,

teda

±x = 2a2 − 6ab+ 8bc+ 3c2,

∓1 = −8ab− 3b2 − 6ac+ 16bc+ 10c2,

0 = 3a2 − 4b2 − 8ac− 6bc+ 8c2.

V týchto dvoch pŕıpadoch riešenia výsledných sústav rovńıc nájst’ nevieme.

Zostávalo by nám skúmat’ možnost’, ked’ spoločný delitel’ je (3 − 2θ), avšak
analogickým postupom by sme źıskali len sústavy rovńıc, na ktorých riešenie
nemáme algoritmus.

Zhrnutie

Našli sme celoč́ıselné riešenia zadanej rovnice

(x,y) = (1,± 2),(0,± 1),(8,±23),

no nami skúmanou metódou nevieme dokázat’ pŕıpadnú existenciu alebo neexis-
tenciu nejakých d’aľśıch.

Vid́ıme, že táto metóda riešenia Diofantických rovńıc už pri kubických algeb-
raických č́ıselných telesách vedie k sústavám rovńıc, ktoré všeobecne riešit’ ne-
vieme, no stále nám môže pomôct’ niektoré netriviálne riešenia nájst’ a pôvodný
problém previest’ na iný.
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Súvislost’ s teóriou eliptických kriviek

Všimnime si však ešte, že naša rovnica je eliptickou krivkou, dokonca vo We-
ierstrassovom tvare. Tým sa jav́ı zauj́ımavé prepojenie s teóriou eliptických kri-
viek a výsledok C. L. Siegela, viz [Sil09], ktorý hovoŕı, že množina bodov (x,y)
na eliptickej krivke, kde x je celoč́ıselné, je konečná.

Toto tvrdenie znamená nie len istotu konečného počtu riešeńı našej Diofan-
tickej rovnice, ale s pomocou d’aľsej analýzy dáva aj hranicu na ich maximálnu
možnú vel’kost’. Ak Weierstrassova rovnica nejakej krivky má celoč́ıselné koefi-
cienty ohraničené konštantou B, súradnice (x,y) bodu danej krivky pre x,y ∈ Z
vždy sṕlňajú

max(|x|,|y|) < exp([106B]10
6

).

Týmto sa zo Siegelovho výsledku stáva algoritmus na riešenie vybraného typu
Diofatických rovńıc. V našom pŕıpade pŕıkazom

Solve[x^3 + 2x + 1 == y^2, {x,y}, Integers]

źıskavame riešenia
(x,y) = (1,± 2),(0,± 1),(8,±23),

č́ım sme overili, že iné riešenia okrem tých, ktoré sme našli štandardným postu-
pom, neexistujú.

Finálne zmieňme, že ako dôsledok dostávame aj fakt, že elementárne ne-
riešitel’né sústavy Thueho rovńıc, na ktoré sme v pŕıklade narazili, v skutočnosti
nemôžu mat’ iné riešenia. Toto pozorovanie budeme podrobneǰsie skúmat’ v na-
sledujúcej kapitole, kde sa ho pokúsime zobecnit’ a aplikovat’ na väčšiu množinu
rovńıc.
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Kapitola 5

Použitie p–adických č́ısel

Ako je z doteraǰsieho priebehu práce patrné, na čiastočné alebo úplné riešenie
Diofantických rovńıc je nezriedka využ́ıvaná modulárna aritmetika. Nakol’ko p–
adické č́ısla dávajú možnost’ skúmat’ modulá mocńın prvoč́ısel súhrnne, aplikácii
našej metódy riešenia rovńıc na overovanie existencie riešenia práve v okru-
hoch p–adických celých č́ısel je venovaná posledná kapitola. Zopár elementárnych
vlastnost́ı p–adických č́ısel je zosumarizovaných na úvod v Sekcii 5.1, Sekcia 5.2
zase obsahuje niekol’ko verzíı Henselovho lemma, ktoré sú užitočné pri skúmańı
riešitl’nosti rovnice x2 − dc2 = yn za rôznych podmienok. Teoretická čast’ čerpá
najmä z [TMK10].

Ďalej venujeme pozornost’ Thueho rovniciam, pričom uvažujeme nasledovný
problém. Položme si otázku, či vieme nájst’ rovnicu tvaru x2 − dc2 = yn, n ≥ 2,
ktorá modulo nejakú mocninu prvoč́ısla pk zjavne nemá riešenie - a teda nemá
ani celoč́ıselné riešenie, ale z nej plynúca Thueho rovnica už riešenia modulo ql

má pre všetky prvoč́ısla q a l’ubovolné l ∈ Z>0. Ak by sme boli úspešńı, takýmto
spôsobom by sme vedeli posudzovat’ neriešitel’nost’ niektorých netriviálnych Thu-
eho rovńıc, pretože tie za stanovených podmienok mat’ celoč́ıselné riešenie nemôžu.
No za určitých predpokladov v Sekcii 5.3 tejto kapitoly ukážeme, že v skutočnosti
je nájst’ takú rovnicu nemožné. Na záver si v Sekcii 5.4 oveŕıme, že predpoklady
dokázaných tvrdeńı boli nutné.

5.1 Základy práce s p–adickými č́ıslami

Defińıcia 5.1.1. (p–adické č́ısla)
Bud’ p prvoč́ıslo. Množina p–adických č́ısel Qp je množina všetkých formálne

nekonečných súčtov
∑∞

i=k bip
i, kde k ∈ Z, bk 6= 0 a bi ∈ {0,1, . . . ,p − 1} ∀i ≥ k.

Jednotlivé prvky Qp sú p–adické č́ısla.
Ak p–adické č́ıslo má nulové koeficienty bi pre všetky záporné i, hovoŕıme

o p–adickom celom č́ısle. Množinu p–adických celých č́ısel znač́ıme Zp.

Nasledujúce tvrdenie hovoŕı, že Zp je okruh, ktorého podokruhom sú celé
č́ısla. Sč́ıtanie a násobenie v okruhu p–adických celých č́ısel funguje podobne ako
pri celých č́ıslach v sústave o základe p. Invertibilné prvky okruhu Zp sú všetky
také, kde b0 6= 0.

Veta 5.1.2. (Vlastnosti p–adických celých č́ısel)

1. Množina p–adických celých č́ısel Zp tvoŕı okruh.
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2. Z ⊆ Zp.

Ďaľsie tvrdenie je jedno z kl’́učových v zmysle prechodu medzi p–adickými
č́ıslami a moduleńım.

Veta 5.1.3. Polynóm f(x1,x2, . . . , xn) s celoč́ıselnými koeficientami má koreň
v Zp práve vtedy, ked’ má koreň modulo pj pre každé j ≥ 1.

5.2 Riešitel’nost’ x2−dc2 = yn v p–adických č́ıslach

Veta 5.2.1. (Henselovo lemma – základná verzia)
Nech f(x) je polynóm s koeficientami v Z. Predpokladajme, že existuje celé

č́ıslo αj, že f(αj) ≡ 0 mod pj a f ′(αj) 6≡ 0 mod p. Potom existuje celé č́ıslo

αj+1 ≡ αj mod pj, ktoré spĺňa f(αj+1) ≡ 0 mod pj+1.

Veta 5.2.2. (Henselovo lemma – verzia pre polynóm viacerých premenných)
Nech f(x1,x2, . . . ,xm) je polynóm s celoč́ıselnými koeficientami. Ak existuje pr-

vok (αj,1, αj,2, . . . , αj,m) ∈ Zm, že f(αj,1, αj,2, . . . , αj,m) ≡ 0 mod pj a zároveň plat́ı
∇f(αj,1, αj,2, . . . , αj,m) 6≡ (0,0, . . . ,0) mod p, potom ∃ (αj+1,1, αj+1,2, . . . , αj+1,m)
≡ (αj,1, αj,2, . . . , αj,m) mod pj, tak, že f(αj+1,1, αj+1,2, . . . , αj+1,m) ≡ 0 mod pj+1.

Dôkaz. Vezmime premennú xi, pre ktorú plat́ı ∂f
∂xi

(αj,1, αj,2, . . . , αj,m) 6= 0 (kvôli

nenulovosti celého gradientu ∇f =
(
∂f
∂x1
, ∂f
∂x2
, . . . , ∂f

∂xm

)
v danom bode taká muśı

existovat’). Za ostatné premenné xi′ dosad’me αj,i′ pre všetky i′ 6= i a aplikujme
základnú verziu Henselovho lemma, z čoho tvrdenie ihned’ plynie.

k

Ďalej uvažujme 0 6= c ∈ Z l’ubovolné celé č́ıslo, 0 6= d ∈ Z l’ubovolné
bezštvorcové celé č́ıslo a bližšie sa pozrime na rovnicu x2−dc2 = yn pre celoč́ıselné
n > 1.

Tvrdenie 5.2.3. Ak n je nepárne, rovnica x2 − dc2 = yn má riešenie v Z2.

Dôkaz. Ak dc2 je nepárne, (0,1) je riešenie danej rovnice modulo 2. V opačnom

pŕıpade máme riešenie (1,1). Ked’že ∂(x2−dc2−yn)
∂y

(a,1) ≡ −n1n−1 ≡ 1 6≡ 0 mod

2 (a ∈ {0,1}), použit́ım Henselovho lemma pre polynóm viacerých premenných
dostávame existenciu riešenia modulo 22. Naviac toto riešenie je v tvare (a +

2r,1 + 2r), no ∂(x2−dc2−yn)
∂y

(a+ 2r, 1 + 2r) 6≡ 0 mod 2, teda opakovaným použit́ım

Henselovho lemma dostávame existenciu riešeńı modulo 2j pre všetky j ∈ Z>0,
následne z Vety 5.1.3 aj v Z2.

k

Tvrdenie 5.2.4. Nech p 6= 2. Ak p | c alebo p | d, potom x2 − dc2 = yn má
riešenie v Zp.

Dôkaz. Ak p | d, d = pr a x2 − dc2 = x2 − prc2 = yn má riešenie (1,1) mod p.
Gradient (2x,nyn−1)(1,1) = (2,n) 6≡ (0,0) mod p, nakol’ko p 6= 2. Ked’že gradient je
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modulo p nenulový aj pre prvky (1+rp,1+sp), opakovaným použit́ım Henselovho
lemma pre polynóm viac premenných źıskame riešenie modulo pj pre všetky j ∈
Z>0. Následne z Vety 5.1.3 máme riešenie v Zp.

Pŕıpad p | c je analogický.

k

Veta 5.2.5. (Henselovo lemma – p–adická verzia)
Nech f(x) je polynóm s koeficientami v Zp. Predpokladajme, že existuje p–

adické celé č́ıslo α1, že f(α1) ≡ 0 mod pZp a f ′(α1) 6≡ 0 mod pZp. Potom existuje
p–adické celé č́ıslo α ≡ α1 mod pZp, pre ktoré f(α) = 0.

Veta 5.2.6. (Henselovo lemma – p–adická verzia pre polynóm viacerých pre-
menných)

Nech f(x1,x2, . . . ,xm) je polynóm s koeficientami v Zp. Ak existujú p–adické
celé č́ısla α1,α2, . . . , αm také, že f(α1,α2, . . . , αm) ≡ 0 mod pZp a súčasne plat́ı
∇f(α1,α2, . . . , αm) 6≡ (0,0, . . . ,0) mod pZp, potom existujú p–adické celé č́ısla
α′1,α

′
2, . . . , α

′
m, také, že (α′1,α

′
2, . . . , α

′
m) ≡ (α1,α2, . . . , αm) mod pZp a zároveň

f(α′1,α
′
2, . . . , α

′
m) = 0.

Dôkaz. Dôkaz je analogický ako v pŕıpade Henselovho lemma v Z, viz Veta 5.2.2.
k

Ak d ∈ Z, potom prvok δ ∈ Zp taký, že δ2 = d v Zp, nazývame druhou
odmocninou z d v Zp. Tento prvok nemuśı nutne existovat’ a nie je určený jed-
noznačne, nakol’ko korene polynómu x2 − d môžu byt’ dva. Nevieme ich však
navzájom rozĺı̌sit’, preto l’ubovolný pevne zvolený koreň budeme d’alej značit’

√
d.

Naviac ak
√
d existuje v Qp, nutne lež́ı v Zp.

Ak taký prvok neexistuje, potom budeme v d’aľśıch sekciách pracovat’ s kvad-
ratickým rozš́ıreńım K/Qp, kde

K = Qp(x)/(x2 − d) = Qp(δ)

pre δ sṕlňajúce δ2 = d. Takýto prvok δ označ́ıme opät’ ako
√
d.

Tvrdenie 5.2.7. Nech p je nepárne prvoč́ıslo a d ∈ Z také, že p - d. Potom prvok√
d ∈ Zp existuje práve vtedy, ked’ d je kvadratické reziduum modulo p.

Dôkaz. Majme polynóm
P (x) = x2 − d.

Ak d je kvadratické reziduum modulo p, potom existuje
√
d ∈ Z/pZ tak, že

P (
√
d) ≡ 0 mod p a zároveň P ′(

√
d) = 2

√
d 6≡ 0 mod p, ked’že p 6= 2 a p - d.

Následne z p–adickej verzie Henselovho lemma plynie existencia
√
d ∈ Zp.

Ak d je kvadratické nereziduum modulo p, P (x) nemá koreň modulo p. No
vzhl’adom na Vetu 5.1.3 polynóm má koreň v Zp práve vtedy, ked’ má koreň mo-
dulo pj ∀j ≥ 1. Preto P (x) nemá koreň ani v Zp.

k

Veta 5.2.8. Ak existuje
√
d v Zp, p 6= 2, potom x2 − dc2 = yn má v Zp riešenie.

83



Dôkaz. Z Tvrdenia 5.2.4 pokial’ by p | c alebo p | d, riešenie rovnice x2−dc2 = yn

v Zp existuje. Predpokladajme d’alej p - c,d a znovu uvažujme polynóm

P (x) = x2 − d.

Nech existuje
√
d ∈ Zp. Potom z Tvrdenia 5.2.7 máme d kvadratické rezi-

duum modulo p, no v takom pŕıpade x2−dc2 = yn má riešenie (c
√
d,0) modulo p

a aplikovańım Henselovho lemma pre viac premenných dostávame riešenia mod
pj ∀j ≥ 1. Použit́ım Vety 5.1.3 dostávame koreň aj v Zp. Nakol’ko p 6= 2 a p - c,d,

2c
√
d+ pr 6≡ 0 mod p a teda Henselovo lemma je použité korektne.

k

5.3 Thueho rovnice v p–adických č́ıslach

Predpokladajme, že sme pri riešeńı rovnice x2−dc2 = yn rozkladom v č́ıselnom
telese K = Q(

√
d), respekt́ıve okruhu celistvých prvkov OK = Z[

√
d] alebo

Z[1+
√
d

2
], dospeli k rovnosti x+ c

√
d = uan, kde u ∈ U(OK) je jednotka. Vzápät́ı

sme źıskali nejakú Thueho rovnicu

T (x,y) = a0x
n + a1x

n−1y + · · ·+ an−1xy
n−1 + any

n − δc = 0,

kde ai ∈ Z a δ ∈ {1,2} v závislosti na okruhu celistvých prvkov.

Veta 5.3.1. Nech p 6= 2 a p - c, p - n. Ak existuje l ∈ Z>0, že T (x,y) má riešenie
modulo pl, potom T (x,y) má riešenie aj v Zp.

Dôkaz. Nech existuje l ∈ Z>0 také, že T (x,y) má riešenie (α, β) mod pl. No
potom toto riešenie je určite riešeńım T (x,y) aj modulo p a aj modulo pZp, t.j.
T (α, β) ≡ 0 mod pZp. Pre použitie p–adickej verzie Henselovho lemma pre po-
lynóm viacerých premenných treba overit’ predpoklad nenulového gradientu mo-
dulo p.

Ked’že

T (x,y) =
n∑
i=0

(aix
n−iyi)− δc,

potom
∂T

∂x
= a0nx

n−1 + (n− 1)a1x
n−2y + · · ·+ an−1y

n−1 =

=
n∑
i=0

(n− i)aixn−i−1yi,

∂T

∂y
= a1x

n−1 + 2a2x
n−2y + · · ·+ (n− 1)an−1xy

n−2 + anny
n−1 =

=
n∑
i=0

iaix
n−iyi−1.
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Vieme, že

(
∂T

∂x
,
∂T

∂y

)
(α, β) ≡ (0,0) mod pZp, no potom aj

α
∂T

∂x
(α, β) ≡ α

n∑
i=0

(n− i)aiαn−i−1βi ≡
n∑
i=0

(n− i)aiαn−iβi ≡ 0,

β
∂T

∂y
(α,β) ≡ β

n∑
i=0

iaiα
n−iβi−1 ≡

n∑
i=0

iaiα
n−iβi ≡ 0.

To znamená

n∑
i=0

((n− i)aiαn−iβi) +
n∑
i=0

(iaiα
n−iβi) ≡ n

n∑
i=0

aiα
n−iβi ≡ nδc ≡ 0,

čiže p | nδc a následne p | n, p | c, alebo p = 2, čo z predpokladu nemôže nastat’.

k

Ďaľśım tvrdeńım sa dostávame k vzt’ahu medzi p–adickými riešeniami pôvodnej
rovnice x2 − dc2 = yn a z nej plynúcej Thueho rovnice T (x,y).

Veta 5.3.2. Nech K = Q(
√
d) je č́ıselné teleso, NSD(h(K),n) = 1, kde h(K) je

triedové č́ıslo K, x+c
√
d, x−c

√
d sú nesúdelitel’né v pŕıslušnom okruhu celistvých

prvkov OK a v pŕıpade, že n je párne, N(u) = 1 pre všetky jednotky u ∈ U(OK).
Ak T (x,y) má riešenie v Zp, potom aj rovnica x2 − dc2 = yn má riešenie v Zp.

Dôkaz. Nech T (x,y) má riešenie (α, β) v Zp. Dosadeńım tohto riešenia do rov-

nosti x + c
√
d = uan v Zp[

√
d] (pŕıpadne Zp[1+

√
d

2
]) dostávame α2 − dc2 =

(α + c
√
d)(α − c

√
d) = uūanān = ±(aā)n = ±βn, kde ū, ā sú konjugácie u,

respekt́ıve a, v OK . Pŕıpad α2 − dc2 = −βn môže nastat’ len pokial’ n je párne
a N(u) = −1, čo podl’a predpokladu nie je možné, č́ım sme dokázali, že určite
existuje riešenie rovnice x2 − dc2 = yn v Zp.

k

Spojeńım doteraz dokázaných tvrdeńı źıskame zauj́ımavý výsledok, ktorý ho-
voŕı, že pokial’ rovnica x2 − dc2 = yn nemá riešenie modulo nejakú mocninu
prvoč́ısla, potom ani z nej vyplývajúca Thueho rovnica riešenie nemá. Predpo-
kladom, za ktorých toto tvrdenie plat́ı, sa budeme venovat’ separátne v Sekcii
5.4.

Dôsledok 5.3.3. Nech K = Q(
√
d) je č́ıselné teleso, NSD(h(K),n) = 1 a nech

existuje prvoč́ıslo p, že rovnica x2 − dc2 = yn, n ≥ 2, nemá riešenie modulo pk

pre nejaké k ∈ Z>0. Ďalej nech x + c
√
d, x− c

√
d sú nesúdelitel’né v pŕıslušnom

okruhu celistvých prvkov OK a v pŕıpade, že n je párne, N(u) = 1 pre všetky
jednotky u ∈ U(OK).

a) Potom existuje l ∈ Z>0, že vyplývajúca Thueho rovnica T (x,y) nemá riešenie
modulo pl.

b) Pokial’ p - n, potom dokonca pre všetky l ∈ Z>0 plat́ı, že vyplývajúca Thueho
rovnica T (x,y) nemá riešenie modulo pl.

85



Dôkaz.

a) Pre spor nech Thueho rovnica T (x,y) má riešenie modulo pj pre každé j ∈ Z>0.
Potom z Vety 5.1.3 existuje riešenie tejto rovnice aj v Zp a priamou aplikáciou
Vety 5.3.2 dostávame, že v Zp existuje riešenie x2 − dc2 = yn. Opätovným
použit́ım Vety 5.1.3 však dostávame riešenia rovnice x2 − dc2 = yn modulo pj

pre každé j ∈ Z>0 a tým aj spor s jej neriešitel’nost’ou mod pk.

b) Ak by p = 2, potom n by bolo nutne nepárne, inak nastáva spor s predpokla-
dom p - n. Následne z Tvrdenia 5.2.3 dostávame riešenie x2 − dc2 = yn v Z2.
Z Vety 5.1.3 však existuje riešenie rovnice x2−dc2 = yn modulo 2k, čo je opät’

spor, a preto p 6= 2.

Analogickým použit́ım Tvrdenia 5.2.4 dostávame p - c a d’alej postupujme
sporom.

Nech existuje j ∈ Z>0, pre ktoré Thueho rovnica T (x,y) má riešenie mod
pj. Potom z Vety 5.3.1 T (x,y) má riešenie v Zp a rovnakým postupom ako
v pŕıpade a) dostávame spor s neriešitel’nost’ou rovnice x2 − dc2 = yn modulo
pk.

k

Záverečný dôsledok sa opiera o Č́ınsku vetu o zvyškoch a zovšeobecňuje predošlé
tvrdenie z mocniny prvoč́ısla na l’ubovolné m ∈ Z>0.

Dôsledok 5.3.4. Nech K = Q(
√
d) je č́ıselné teleso, NSD(h(K),n) = 1 a nech

existuje m ∈ Z>0, že rovnica x2−dc2 = yn, n ≥ 2, nemá riešenie modulo m. Ďalej
nech x + c

√
d, x − c

√
d sú nesúdelitel’né v pŕıslušnom okruhu celistvých prvkov

OK a v pŕıpade, že n je párne, N(u) = 1 pre všetky jednotky u ∈ U(OK).

a) Potom existuje prvoč́ıslo p | m a l ∈ Z>0, že vyplývajúca Thueho rovnica
T (x,y) nemá riešenie modulo pl.

b) Ak NSD(m,n) = 1, potom existuje prvoč́ıslo p | m, že vyplývajúca Thueho
rovnica T (x,y) nemá riešenie modulo pl pre všetky l ∈ Z>0.

Dôkaz. Bud’ m =
∏s

i=1 p
ki
i prvoč́ıselný rozklad m. Pre spor predpokladajme,

že daná Thueho rovnica T (x,y) má riešenie modulo všetky pli, i ≤ s, l ∈ Z>0

(respekt́ıve, že existujú li ∈ Z>0, i ≤ s, pre ktoré rovnica má riešenie mod plii ).
Z jednotlivých krokov dôkazu Dôsledku 5.3.3 však vid́ıme, že nech zoberieme
ktorékol’vek pj, j ∈ {1, . . . ,s}, rovnica x2 − dc2 = yn má v Z/pkjj Z vždy riešenie.

Následným použit́ım Č́ınskej vety o zvyškoch muśı mat’ x2 − dc2 = yn riešenie aj
v Z/mZ, č́ım dostávame spor.

k
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5.4 Analýza predpokladov

Nesúdelitel’nost’ faktorov

Jedným z predpokladov výsledného Dôsledku 5.3.3 a 5.3.4 je nesúdelitel’nost’

prvkov x+ c
√
d, x− c

√
d. Teraz ukážme, prečo bol tento predpoklad nevyhnutný

a dajme pŕıklad rovnice, ktorá zjavne nemá riešenie modulo 5, no z nej vyplýva
viacero Thueho rovńıc, z ktorých jedna celoč́ıselné riešenie má.

Uvažujme rovnicu x2+3 = y4 a chv́ıl’u ignorujme fakt, že nemá riešenie modulo
5 a skúsme aplikovat’ štandardný postup riešenia.

Zjavne x muśı byt’ nepárne a y párne (inak je dôkaz neriešitel’nosti ešte jed-
noduchš́ı modulo 2, respekt́ıve 4). Ked’že −3 ≡ 1 mod 4, pracujeme v okruhu

celistvých prvkov Z[ω], kde ω = 1+
√
−3

2
.

Podl’a Vety 3.1.5 je prvok ω jedna z jednotiek.
Naṕı̌sme teda rovnicu v tvare (x +

√
−3)(x −

√
−3) = (x − 1 + 2ω)(x − 1 −

2ω) = y4. Nakol’ko x je nepárne, v danom okruhu celistvých prvkov je zrejme 2
spoločným delitel’om (x− 1 + 2ω),(x− 1− 2ω).

Rovnicu teda môžme naṕısat’ ako(
x− 1 + 2ω

2

)(
x− 1− 2ω

2

)
=
y4

4
= 4y41,

kde už prvky x−1+2ω
2

, x−1−2ω
2

nesúdelitel’né sú, a preto určite

x− 1 + 2ω

2
= λu(a+ bω)4,

kde za u zvol’me ω a λ ∈ {1,2,4}.
Z toho následne (bez detailneǰsieho skúmania) plynú 3 Thueho rovnice

1 = λ(a4 + 4a3b− 4ab3 − b4).

Napriek neriešitel’nosti pôvodnej rovnice, v pŕıpade, že λ = 1, Thueho rovnica
má celoč́ıselné riešenia (a,b) = (±1,0). Z toho potom plynie x = 1, no dosadeńım
do pôvodnej rovnice 12 + 3 = 4 = y4 skutočne nedostávame celoč́ıselné riešenie.

Takže všeobecne pri riešeńı rovńıc, kde môže existovat’ netriviálny spoločný
delitel’ x + c

√
d, x − c

√
d, náš postup zvyčajne vedie k viacerým Thueho rovni-

ciam, a preto neplat́ı ekvivalencia riešitel’nosti pôvodnej rovnice a l’ubovolnej z nej
plynúcej Thueho rovnice.

Jednotky s kladnou normou

Ďaľśım predpokladom v tvrdeńı je použitie jednotky s normou 1 pre źıskanie
Thueho rovnice v pŕıpade, že n je párne. Ukážme pŕıklad, že aj tento predpoklad
je pre platnost’ tvrdenia nevyhnutný.

Rovnica x2 − 32 = y4 je zjavne neriešitel’ná modulo 5. No skúsme na ňu
aplikovat’ štandardný postup riešenia, ak uvažujeme x,y obe nepárne (v pŕıpade,
že x,y sú párne, je 2 spoločným delitel’om x + 4

√
2, x − 4

√
2 a vtedy tvrdenie

platit’ nemuśı z dôvodu uvedeného vyššie).
Ak by α bol spoločný delitel’x+4

√
2, x−4

√
2 v Z[

√
2], potom α | 2x,8

√
2, t.j.

α | 2 a 2 | y4 nepárne. To znamená, že x+ 4
√

2, x− 4
√

2 sú nutne nesúdelitel’né
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a x + 4
√

2 = u(a + b
√

2)4, kde za u zvol’me jednotku 1 +
√

2 s normou −1.
Roznásobeńım dostávame Thueho rovnicu

4 = a4 + 4a3b+ 12a2b2 + 8ab3 + 4b4,

ktorá má riešenia (a,b) = (0,±1), z čoho by následne vyplývalo x = 4, no tým by
sme dostali spor s predpokladom nepárneho x. Ako je z dôkazu tvrdenia patrné,
x = 4 je skutočne riešeńım rovnice x2 − c2d = x2 − 32 = −y4.

Každopádne týmto spôsobom sme dostali Thueho rovnicu, ktorá má celoč́ıselné
riešenia, hoci pôvodná rovnica riešenie zjavne nemá žiadne, a preto je aj tento
predpoklad tvrdenia nutný.

Triedové č́ıslo

Úvodný predpoklad nesúdelitel’nosti n s vel’kost’ou triedovej grupy je zrejmý,
nakol’ko nám podl’a Vety 2.4.3 umožňuje pracovat’ len s hlavnými ideálmi daného
okruhu celistvých prvkov.

Poznámka.

• Predpoklady tvrdeńı sa potenciálne dajú ešte trochu oslabit’ použit́ım sil-
neǰsej verzie Henselovho lemma, viz [Shu12].

• V úvode kapitoly sme chceli nájst’ triviálne neriešietel’nú rovnicu tvaru
x2−dc2 = yn, n ≥ 2, z ktorej plynúca Thueho rovnica by už riešenia modulo
ql mala pre všetky prvoč́ısla q a l’ubovolné l ∈ Z>0. Zistili sme, že pokial’ je
pôvodná rovnica neriešitel’ná modulo nejakú mocninu prvoč́ısla, takú Thu-
eho rovnicu sa nám nájst’ nepodaŕı. Otázkou však zostáva, či by sme tieto
zauj́ımavé pŕıpady nevedeli źıskat’ v pŕıpade neriešitel’nosti pôvodnej rovnice
v Z dokázanej nejakou inou metódou, podobne ako sa to podarilo v Kapi-
tole 4 v súvislosti s rovnicou rozkladanou v kubickom telese a eliptickými
krivkami.
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Záver

V práci sme poṕısali nástroj algebraickej teórie č́ısel na riešenie určitého
typu Diofantických rovńıc a demonštrovali ho na vzorovom súbore úloh odlǐsnej
náročnosti. Poṕısali sme možné úskalia, ktoré metóda rozkladu v č́ıselnom telese
so sebou prináša, č́ım sme pokryli niekol’ko rozdielnych typov rovńıc a pripravili
návod na riešenie množstva d’aľśıch.

Naviac sme zistili, že riešenie rovńıc záviśı aj na znalosti triedovej grupy a
grupy jednotiek pŕıslušného č́ıselného telesa, rovnako ako na niektorých kl’́učových
výsledkoch v oblasti Diofantických rovńıc z histórie, napŕıklad známych algorit-
mov na riešenie Pellovej a Thueho rovnice. Niekoré skupiny Thueho rovńıc sme
skúmali aj v p–adických č́ıslach, pričom sme sa snažili najmä o efekt́ıvneǰsie
overenie ich neriešitel’nosti. Dokázali sme, že faktorizácia v č́ıselnom telese a
prosté modulenie na netriviálne pŕıpady nestačia, no otázka, či by prinćıp ne-
platil pri použit́ı silneǰsej teórie, zostáva otvorená. Isté možnosti nám však ukázal
pŕıpad rovnice rozkladanej v kubickom telese.

Pre lepšie pochopenie tejto práce odporúčame čitatel’om aplikovat’ metódu
aj na d’aľsie rovnice riešitel’né analogickým postupom, z ktorých ako ilustráciu
uvádzame viacero možných pŕıkladov. Z elementárnych za zmienku stoj́ı rovnica
x2 + 2 = y3, pričom tú ako prvý vyriešil už Pierre Fermat, d’alej rovnice s ne-
konečnou grupou jednotiek x2 − 7 = y3, x2 − 22 = y3 alebo x2 − 158 = y3, ktoré
celoč́ıselné riešenia nemajú.

Naopak nejaké riešenia existujú pri rovniciach x2 + 13 = y3, x2 + 193 = y3

a x2 + 74 = y3, ale u tých najskôr treba správne určit’ triedovú grupu č́ıselného
telesa. Zložiteǰsia je rovnica x2 + 31 = y3, nakol’ko triedové č́ıslo Q(

√
−31) nie

je nesúdelitel’né s exponentom pri y. Vhodným pŕıkladom rovnice o troch pre-
menných je x4+y4 = z2 a rovnice s rozkladom v kubickom telese x3−4x+2 = 2y2.
Vyššie mocniny zasa treba brat’ do úvahy v rovniciach x2 + 1 = y5, x2 − 7 = y5

alebo x2 + 13 = y7.
Na prácu by sa dalo nadviazat’ vytvoreńım a implementáciou všeobecného

algoritmu na riešenie rovńıc tvaru x2 − dc2 = yn skúmanou metódou, pŕıpadne
hlbšou analýzou rovńıc iného typu. Takisto by sa v téme dalo pokračovat’ rozbo-
rom niektorých rovńıc vyšš́ıch stupňov a rozkladom v cyklotomických telesách.
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Značenie

Z>0 množina prirodzených č́ısel, {1,2, . . . }
Z okruh celých č́ısel, {0,± 1,± 2, . . . }
Zp okruh p–adických celých č́ısel
Q teleso racionálnych č́ısel
Qp teleso p–adických č́ısel
R teleso reálnych č́ısel
C teleso komplexných č́ısel
Z/mZ okruh celoč́ıselných zbytkov modulo m, {0,1, . . . ,m− 1}
OK okruh celistvých prvkov telesa K
H(K), Cl(OK) triedová grupa telesa K
h(K) triedové č́ıslo telesa K
U(OK) grupa jednotiek telesa K
d(K) diskriminant telesa K
MK Minkowského hranica pre teleso K
a ≡ b mod p prvok a je kongruentný prvku b modulo p
a ≈ b a je približne rovné b
[a] trieda ekvivalencie obsahujúca prvok a
|M | vel’kost’ (kardinalita) množiny M
|m| absolútna hodnota č́ısla m
a | b a deĺı b, t.j. ∃ c také, že ac = b
NSD(a,b) najväčš́ı spoločný delitel’ prvkov a,b(
m
p

)
Legendrov symbol m nad p

φ(m) Eulerova funkcia φ celého č́ısla m
deg(f) stupeň polynómu f
g′ derivácia funkcie g

∇g gradient
(
∂g
∂x1
, ∂g
∂x2
, . . . , ∂g

∂xn

)
funkcie g(x1, x2, . . . , xn)

R[a1, . . . ,an] ak R je podobor S, a1, . . . ,an ∈ S, R[a1, . . . ,an] je najmenš́ı
podobor S obsahujúci R a {a1, . . . ,an}

K(a1, . . . ,an) ak K ≤ L je rozš́ırenie telies, a1, . . . ,an ∈ L, K(a1, . . . ,an) je
najmenšie podteleso L obsahujúce K a {a1, . . . ,an}

mα,K(x) minimálny polynóm prvku α nad telesom K
a ∼ b a = ub, kde u je nejaká jednotka
(a) hlavný ideál generovaný prvkom a
N(a), N(I) norma prvku a (respekt́ıve ideálu I)
G/H faktorgrupa grupy G podl’a podgrupy H
(R : I) vel’kost’ faktorokruhu R/I, kde R je okruh a I jeho ideál
[L : K] stupeň telesového rozš́ırenia L nad K
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