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Abstrakt: Problém fesitelnosti diofantickych rovnic je jednim z nejstarsich ma-
tematickych problému v historii. Postupné se vyvinuly ruzné ptistupy k feseni
urcitych typu rovnic, z nichz se v praci zabyvame prevazné metodou vyuzivajici
faktorizaci v algebraickém ¢iselném télese. Myslenkou této metody je vyjadrit
rovnici ve tvaru L = y", kde leva strana L je soucin typicky linearnich fak-
toru s koeficienty v daném ¢iselném télese. Pii splnéni nékolika predpokladu po-
tom muzeme kazdy z faktoru napsat jako n—tou mocninu. Klicovou roli pii apli-
kaci metody hraje struktura ¢iselnych téles, proto neoddélitelnou soucast préace
tvori prehled algebraické teorie ¢isel. Kromé vykladu obecné teorie jsou zde uve-
dené i vypocty v jednotlivych kvadratickych a kubickych télesech popisujici jejich
vlastnosti. Hlavnim predmétem préace je vSak feseni konkrétnich uloh. Napiiklad
v rovnici 22 + y? = 23 se potykdme s netrividlnimi spoleénymi déliteli faktort
v okruhu celistvych prvki, v rovnici 23 + 2z + 1 = y? zase dél4 problém samotny
rozklad v kubickém télese. Rovnici 22 — 2 = ¢° rozklddame v télese Q(v/2),
Pii zkouman{ rovnice 22 — 79 = 33 m4 dileZitou tlohu tiidova grupa éiselného
télesa, na jejiz urceni je potfebna rozsahla vypocetni priprava. Pomoci uvazované
metody obvykle prevedeme zminéné diofantické rovnice na Thueho rovnice, které
sice Casto nelze vyresit elementarné, ale da se pouzit znamy efektivni algoritmus.
Na zavér prace dokazeme nékolik obecnych vysledku souvisejicich s tesitelnosti
rovnic tvaru o2 — dc? = y" v p-adickych &fslech.
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Abstract: The question of solvability of diophantine equations is one of the oldest
mathematical problems in the history of mankind. While different approaches
have been developed for solving certain types of equations, this thesis predo-
minantly deals with the method of factorization over algebraic number fields.
The idea behind this method is to express the equation in the form L = y™ where
L equals a product of typically linear factors with coefficients in a particular
number field. Provided that several assumptions are met, it follows that each of
the factors must be the n—th power of an element of the field. The structure of
number fields plays a key role in the application of this method, hence a crucial
part of the thesis presents an overview of algebraic number theory. In addition to
the general theoretical part, the thesis contains all the necessary computations in
specific quadratic and cubic number fields describing their basic characteristics.
However, the main objective of this thesis is solving specific examples of equati-
ons. For instance, in the case of equation 22 + 3% = 2® we focus on dealing with
common factors in the ring of integers, while in the equation 23 + 2z + 1 = 9>
problems occur with factorization over the cubic field itself. When considering
the equation 22 —2 = 3° and the field Q(v/2) it is more complicated to determine
a unit group which relies on solutions of Pell’s equation. Extensive calculati-
ons are needed to describe the class group of the field related to the equation
2% — 79 = y3. Using the method of factorization over number fields we are usu-
ally able to reduce the given diophantine equation to several Thue equations and
despite the fact that the latter are often not elementarily solvable, the generally
known effective algorithm may be applied. Finally we prove number of statements
regarding the equation z? — dc? = y™ in p-adic numbers.
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Abstrakt: Problém riesitelnosti diofantickych rovnic je jednym z najstarsich ma-
tematickych problémov v histérii. Postupne sa vyvinulo viacero roznych pristupov
na rieSenie urcitych typov rovnic, no v praci sa zaoberame prevazne jednou
metoédou vyuzivajicou faktorizaciu v algebraickom ciselnom telese. Myslienkou
tejto metddy je vyjadrit rovnicu v tvare L = 4", kde Tav4 strana L je stcin ty-
picky linearnych faktorov s koeficientami v danom ¢iselnom telese. Pri splneni nie-
kolkych predpokladov potom mozZeme kazdy z faktorov napisat ako n—td mocninu.
KItéovi rolu pri aplikécii metédy hra struktdra éfselnych telies, preto neod-
delitelnti stcast prace tvori prehlad algebraickej tedrie ¢isel. Okrem vykladu
vSeobecnej tedrie su tu uvedené aj vypocty v jednotlivych kvadratickych a ku-
bickych telesach popisujice ich vlastnosti. Hlavnym predmetom prace je vsak
riesenie konkrétnych tloh. Napriklad v rovnici 22 + y? = 2 sa potykame s ne-
trividlnymi spoloénymi delitelmi faktorov v okruhu celistvych prvkov, v rovnici
22 + 22 + 1 = y? zasa robi problém samotny rozklad v kubickom telese. Rovnicu
2% — 2 = 33 rozkladdame v telese Q(v/2), kde je narocnejsie najst grupu jednotick
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trebna rozsiahla vypocetnd priprava. Pomocou uvazovanej metédy obvykle preve-
dieme zmienené diofantické rovnice na Thueho rovnice, ktoré sice ¢asto nejde vy-
riesit elementédrne, ale mozno pouzit zndmy efektivny algoritmus. Na zaver préce
dokazeme niekolko veobecnych vysledkov stvisiacich s riesitelnostou rovnic tvaru
22 — dc? = y™ v p-adickych &fslach.
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Uvod

Diofantické rovnice si polynomiélne rovnice, ktorych premenné mozu na-
dobudat iba celo¢iselné hodnoty. Vyraz Diofantické je odvodeny od helénskeho
matematika Diofanta z Alexandrie, ktory v 3. storo¢i takéto rovnice Studoval.
Naviac bol jednym z prvych matematikov vobec, ktory zaviedol v algebre sym-
bolizmus, ¢im si vyslizil oznacenie otec algebry. Matematické studium rovnic,
pripadne ststav rovnic, ktoré nacrtol uz Diofantos, sa v suicasnosti oznacuje ako
Diofantovské analyza.

Typickymi otazkami v Diofantovskej analyze su:

e dokazanie (ne)existencie riesenia,
e overenie (ne)konecného poctu rieseni alebo
e urcenie kompletnej mnoziny rieSeni danej rovnice ¢i sustavy rovnic.

Problém najdenia algoritmu na overenie existencie riesenia Diofantickej rov-
nice je desiatym zo slavnych Hilbertovych problémov predlozenych v r. 1900. Dnes
je zndme, 7e hladany algoritmus vieobecne neexistuje, no Diofantické rovnice st
predmetom zaujmu aj nad’alej a je vyvinutych niekolko metéd na aspoii ¢iastoéné
rieSenie istych typov rovnic.

V préci sa budeme venovat najmsé stidiu metddy riesenia Diofantickych rovnic
rozkladom v algebraickych ¢iselnych telesach. Myslienka rozkladu bola historicky
zékladnou myslienkou pre dokaz Velkej Fermatovej vety a té v pripade, ked
exponentom je regularne prvocislo, je dokonca prostrednictvom tejto metédy aj
dokazana. Andrew Wiles a Richard Taylor ju nasledne dokézali pomocou elip-
tickych kriviek a modularnych foriem v plnej verzii.

Hlavnym cielom prace je podrobne popisat metédu faktorizécie v ¢iselnych
telesach ako uzitocny néstroj na rieSenie niektorych Diofantickych rovnic a ilus-
trovat ju na vzorke prikladov odlisného druhu a naro¢nosti. Napriek roznym kom-
plikdciam, ktoré sa pri rieSen{ jednotlivych tiloh mézu naskytniit, vo velkej viiésine
pripadov budeme schopni ziskat kompletni mnozinu rieSeni zadanych rovnic,
eventualne aj spolu s dalsimi stivislostami. Vsetky netrividlne vysledky pouzité
pri rieseni budi podlozené tedriou algebraickych c¢iselnych telies (viz [AWO03],
[IR9g|, IMEOQS]) predstavenej na zaciatku prace.

Praca moze slizif k zozndmeniu sa s priamou aplikdciou algebraickej tedrie
¢isel na riesenie Diofantickych rovnic, prevazne eliptickych kriviek, no vzhladom
na rozsiahlu prakticki ¢éast je vhodnd aj ako zbierka riesenych prikladov. KedZe
vsak sticasne poukazuje na vztahy k zndmym vysledkom z algebry a matematiky
vSeobecne, ¢iastocne sa dotyka aj inych odvetvi.

Samotny obsah préce je rozdeleny do piatich ucelenych kapitol, pricom obsah
jednotlivych kapitol je vzdy podrobnejsie uvedeny na ich zaciatku. Na tuplnom
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konci prace ndjdeme zoznam citovanej literatiry a struény prehlad pouzitého
znacenia.

Teoretickd ¢ast predstavuje hlavne Kapitola [I| v ktorej sa zozaciatku venu-
jeme ciselnym telesam, konecnym rozsireniam racionalnych ¢isel. V tych nasledne
definujeme okruh celistvych prvkov ako urcité zovseobecnenie celych ¢isel a pro-
totyp Dedekindovho oboru. Dalej sa v tychto okruhoch zaoberdme faktorizaciou
na stéin prvocinitelov, kde stanovime triedové &islo ako metriku, ktora hovori ako
daleko od jednoznac¢nosti faktorizdcie sa v danom okruhu zrovna nachidzame.
Na zaver sformulujeme podporné tvrdenia pre urcenie grupy jednotiek tohto
okruhu, nakolko rozklad bude vzdy dany aZ na ndsobky jednotkami. Popri tom
vylozime potrebné pojmy a v podobe tvrdeni zhrnieme ich klic¢ové vlastnosti,
na ktoré sa budeme priebezne v praci odkazovat. K prevzatym tvrdeniam vsak
nebudeme uvadzat dokazy.

V Kapitole [2|najprv popiseme metodu na rieSenie rovnic pomocou modularnej
aritmetiky a nasledne ju demonstrujeme na jednoduchych prikladoch. Potom
prejdeme k historicky vyznamnym rodindm Diofantickych rovnic (viz [Coh07]),
pricom sa budeme venovat jednej z najdolezitejsich rovnic v celej tedrii &fsel, tzv.
Pellovej rovnici, ktorej Specidlne pripady vyriesili uz v 4. storoc¢i p.n.l. niektori
grécki a indicki matematici. Pierre Fermat a John Pell nasledne v 17. storoci prisli
na vseobecni metédu riesenia tejto rovnice. Postupne sa dostaneme aj k d’alsiemu
znamemu prikladu Diofantickych rovnic, tzv. Thueho rovniciam, pomenovanych
podla nérskeho matematika Axela Thueho, ktory v r. 1909 dokézal, Ze rovnice
tohoto typu maju len koneéne vela rieseni. V sticasnosti ich uz takisto vieme
efektivne urcit, ¢o vyuzijeme v neskorsich aplikdciach. Zvysok kapitoly je veno-
vany metdde riesenia rovnic rozkladom v ¢iselnych telesach, ktord tvori gro celej
prace. Spolocne s jej teoretickym popisom ukazeme priklad rieSenia rovnice roz-
kladom v trividlnom ¢iselnom telese Q a tvrdenia uzitocné pri prechode do telies
komplikovanejsich.

Kapitola 3| pozostdva z detailnej charakteristiky ¢iselnych telies. Pozornost
bude venovand kvadratickym a kubickym ¢iselnym telesdm, nakolko v nich budi
nasledne v Kapitole (4] riesené jednotlivé Diofantické rovnice. Niektoré vlastnosti
budeme skimat spolocne pre celd triedu telies, niektoré jednotlivo pre vybrané
telesd, ale v uvazovanych éfselnych telesach findlne vidy vyriesime klti¢ové otazky
tykajice sa okruhu celistvych prvkov, triedovej grupy ¢i grupy jednotiek. Cen-
nou pomockou budi funkcie programu Wolfram Mathematica 10.1 spojené prave
s ¢iselnymi telesami, ktorych prikazy budeme explicitne uvadzat.

V Kapitole[d], ako uz bolo zmienené, sa pozrieme na konkrétne priklady Diofan-
tickych rovnic, ktoré riesime metédou faktorizécie v prislusnom ¢iselnom telese.
Vicesinu rovnic budeme riesit v kvadratickych telesich, kde ukdZzeme spektrum
tiloh od jednoduchych po zlozitejsie. Kazd4 bude poukazovat na urcité specifické
vlastnosti, ktoré danej tlohe pridédvaji na ndroc¢nosti — typicky to moéze byt
spoloény delitel v okruhu celistvych prvkov, netrividlna triedova grupa alebo ne-
kone¢nd grupa jednotiek. Tieto tilohy budu zdroven sluzit ako névod na riesenie
inych rovnic v kvadratickych ¢iselnych telesédch zvacésa podobného typu, na ktoré
je nasledne mozné uplatnit jeden ¢i kombindciu viacerych tu uvedenych postu-
pov. Specidlne sa zameriame na teleso Q(4), ktorého okruhom celistvych prvkov st
zndme Gaussove celé ¢isla. Pocas rieseni sa ¢asto dostaneme spit k Thueho rovni-
ciam, z ktorych niektoré vyriesime elementarne a na niektoré pouzijeme vysledok
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Vety V zéavere ukazeme priklad rovnice riesenej v kubickom telese, kde
zistime, Ze jej obtiaZnost je zna¢ne vyssia aj za pomoci tedrie z predchddzajicich
kapitol. Aby vysledné Thueho rovnice boli ¢o najjednoduchsie a kvoli prehladnosti
vykladanych postupov vyznamni cast riesenych tiloh tvoria eliptické krivky, ale
pouzitie metédy je mozné analogicky aj na rovnice vyssich stupnov.

Pri rieseni Diofantickych rovnic nami zvolenou metédou hra dolezitu tlohu
moduldrna aritmetika. Elegantny néstroj ako $tudovat moduld prvocisel a ich
mocnin poskytuji p-adické é&isla, preto v Kapitole [5| skisime aplikovat metédu
faktorizacie v ¢iselnom telese na overovanie existencie riesenia rovnic v okruhoch
p—adickych celych ¢isel. Prechod medzi kongruenciami a pracou v p-adickych
celych éfslach je dany Henselovym lemmatom, ktoré sformulujeme v niekolkych
verziach v Sekcii . Konkrétne sa zameriame na rovnicu x? — dc? = y", kde d je
bezstvorcové celé éislo. S nadobudnutymi vedomostami zaroven na priklade tejto
rovnice dokazeme tvrdenia o neexistencii riesenia celych tried Thueho rovnic.

V jednotlivych kapitolach prace vyuzivame znalosti zakladného kurzu linearne;j
algebry (vektorové priestory, stustavy lindrnych rovnic, determinanty), vSeobecne;
a komutativnej algebry (grupy, okruhy, obory integrity, telesa, idealy, moduly,
celistvost) a elementarnej tedrie ¢isel (kongruencie, kvadraticka reciprocita). Na-
opak vysvetlené su vsetky pouzité poznatky z algebraickej tedrie ¢isel.






Kapitola 1

Uvod do algebraickej tedrie cisel

Algebraick4 tedria éfsel je vyznamnou castou tedrie ¢isel zaoberajica sa algeb-
raickymi Struktirami spojenymi s algebraickymi ¢islami a Stidiom ich vlastnosti.
Historicky bola vyvinuta ako nastroj na riesenie problémov v elementarnej tedrii
¢isel uzitoény hlavne pri rieseni Diofantickych rovnic, na ¢o bude primérne slizit
aj v tejto praci.

Cielom prvej kapitoly bude prehladne definovat pojmy a spolu s tym formu-
lovat vysledky z algebraickej tedrie ¢isel, ktoré neskor pouzijeme pri rieseni jed-
notlivych rovnic. Tym zhrnieme tedriu a zakladné principy potrebné k rieseniu
Diofantickych rovnic rozkladom v &iselnych telesdch, ¢o obnésa hlavne znalost
okruhu celistvych prvkov daného ¢iselného telesa, triedovej grupy, ¢i grupy jed-
notiek.

V tejto casti budeme postupovat predovsetkym v zhode s [AW03] a [Mil14],
kde je mozné néjst aj dokazy k pouzitym tvrdeniam.

1.1 Algebraické c¢iselné teleso

Definicia 1.1.1. (Algebraické ¢iselné teleso)
Algebraickym ¢iselnym telesom je kazdé podteleso C tvaru Q(aq, o, . .., ay),
kde aq, g, ..., «a, su algebraické cisla.

Definicia 1.1.2. (Algebraické celé ¢islo)
Algebraické celé ¢islo je komplexné ¢islo, ktoré je korenom nejakého monického
polynému s celociselnymi koeficientami.

Nasledujuce dve tvrdenia hovoria o tom, ze ¢iselné telesa a jejich prvky mozno
uvazovat v zjednoduSenom tvare.

Veta 1.1.3. Ak K je algebraické ciselné teleso, potom existuje algebraické celé
¢islo 6, ze K = Q(0).

Tvrdenie 1.1.4. Nech K = Q(0) je algebraické ciselné teleso a nech n je stupen
minimdlneho polyndmu my i (z). Potom lubovolny prvok K je mozné jednoznacne
vyjadrit v tvare co + 10 + -+ + cp_10"7 1, kde co, 1, ..., cno1 € Q.

Zrejme K je n—dimenziondlny vektorovy priestor nad QQ a stupen K nad @ je
n. Ak n = 2, hovorime o K ako o kvadratickom telese, ak n = 3, K je kubické
teleso, a pod.



1.2 Okruh celistvych prvkov

Algebraické celé ¢isla tvoria v ¢iselnom telese okruh, celistvy uzaver Z.

Veta 1.2.1. Nech K je algebraické c¢iselné teleso. MnoZina vsetkijch algebraickijch
celych cisel, ktoré patria do K, tvori okruh (dokonca obor integrity).

Definicia 1.2.2. (Okruh celistvych prvkov)
Okruh algebraickych celych ¢isel v K nazyvame okruhom celistvych prvkov
algebraického ¢iselného telesa K a znac¢ime ho Og.

Dalej pozorujme nejaké charakteristiky okruhu celistvych prvkov.
Veta 1.2.3. Ak K je algebraické ciselné teleso, potom K je podielové teleso O .

Veta 1.2.4. Ak K je algebraické ciselné teleso, potom Oy je celistvo uzavrety
obor.

1.3 Diskriminant

Definicia 1.3.1. (Konjugacie o nad K)
Nech a € C je algebraické nad K, kde K je podtelesom C. Konjugacie «
nad K si korene minimélneho polynému mg, k().

K najdeniu okruhu celistvych prvkov v konkrétnych pripadoch potrebujeme
zaviest pojem diskriminantu spolu s jeho zdkladnymi vlastnostami.

Definicia 1.3.2. (Diskriminant n prvkov v algebraickom ¢iselnom telese stupna n)

Nech K je algebraické ¢iselné teleso stupna n. Nech wy,ws, ..., w, je n prvkov
telesa K a nech oy (kK =1,2,...,n) oznacuju n roznych monomorfizmov K — C.
Prei=1,...,n nech

wl-(l) = oy(w;) = wi,wgz) = oa(w;), - - . ,w§”) = o (w;)
znacia konjugécie w; nad K. Potom diskriminant {w;,ws,...,w,} je
2

BRI
2 (2 (2)

w w RS

D(wi,we, ... ,wy) = ! 2
W™ WM W

Definicia 1.3.3. (Diskriminant prvku «)
Nech K je algebraické ¢iselné teleso stupna n, v € K. Definujme diskriminant
D(«) ako
D(a) = D(1,a,a?,...,a™ ).

Veta 1.3.4. Nech K je algebraické ciselné teleso stupna n, a € K. Potom

Dla)= J[ (@ =ap,

1<i<j<n

kde o) = o, 0? ... o si konjugdcie o nad K.



Veta 1.3.5. Nech K je algebraické ciselné teleso stupna n, o € K. Potom
K = Q(«) prdve vtedy, ked D(a) # 0.
Tvrdenie 1.3.6. Nech K je algebraické ciselné teleso stupria n.
o Ak wy,wo, ... ,w, € K, potom D(wy,ws,...,w,) € Q.
o Ak wy,wo, ... ,w, € Ok, potom D(wy,ws,...,w,) € Z.

o Ak wi,wo,...,w, € K, potom D(wi,ws,...,w,) # 0 prdve vtedy, ked
Wi, Wa, . ..,wy, St linedrne nezdvislé nad Q.

Na zaver sekcie ukazme ako diskriminant algebraického ¢isla ¢o najefektivnejsie
spocitat a jeho stvislost s diskriminantom miniméalneho polynému.

Veta 1.3.7. Nech 0 je algebraické ¢islo a 0, = 0,05, . ..,0, si konjugdcie 0 nad Q,
t.J. korene f(z) :== mgyg(x). Potom

D) = (1)L 1160,

Definicia 1.3.8. (Diskriminant polynému)
Nech
f(x) = apa" + ap_12" '+ -+ a1z + ap € Cla],

kde n € Z~o a a, # 0. Nech x1,xs, ..., z, € C st korene f(z). Diskriminant f(z)
definujeme ako

disc(f(x)) = a"* H (z; —x;)* € C.

1<i<j<n

Doésledok 1.3.9. Nech 0 je algebraické cislo a 0, = 6,04, ...,0, si konjugdcie 0
nad Q, t.j. korene f(x) :=mpg(z). Potom

D) = (=) VR ey = T 0i-0,)° =

1<i<j<n

n

= disc(] [ (= — 6:)) = disc(mgg(z)).

i=1

1.4 Celistva baza

Veta 1.4.1. Okruh celistvych prvkov Ok algebraického ciselného telesa K je
najudcsi podokruh, ktory je konecéne generovany ako Z-modul.

Ked'ze okruh celistvych prvkov je koneéne generovany ako Z-modul, mézme
uvazovat jeho bézu.

Definicia 1.4.2. (Celistva baza K)
Nech K je algebraické ciselné teleso. Bazu Ok ako Z-modulu nazyvame celis-
tvou bazou K.



Sice celistva béaza ¢iselného telesa nie je jednoznacne urcend, ale vSetky baze
jedného telesa maji zhodny diskriminant a zaroven kazda d’alsia mnoZina prvkov
s rovnakym diskriminantom tvor{ takisto bazu. Preto diskriminant lubovolnej ce-
listvej baze nazveme diskriminantom celého telesa a tato definicia bude korektn4.

Tvrdenie 1.4.3. Nech K je algebraické ciselné teleso.

o Ak {m,ma, ... .ma}t a {1, Aa, ..., A} st dve celistvé baze K, potom plati
D(T]l, n2, ... ,’I]n) = D()\l, )\2, e ,/\n)

o Pokial {ny,m,...,nn} je celistvd bdza K a A\, Ne,..., N\, € Ok tak, Ze
D(m,m2, .. ynn) = D(A1, Mgy .o, An), potom {1, Ag, ..., A} je takisto ce-
listvd baza K.

Definicia 1.4.4. (Diskriminant ¢iselného telesa)
Nech K je algebraické ¢iselné teleso stupnia n a nech {ny,n9,...,n,} je celistva
baza K. Potom D(ny,1s,...,1n,) nazveme diskriminant K a znacime d(K).

Dalsie tvrdenie sa ndm bude hodif pri hladani okruhu celistvych prvkov
v konkrétnych pripadoch, nakolko pri viésine ndm bude stacit spocitat diskri-
minant prvku 6 generujiiceho ¢iselné teleso a overit, Ze to je bezstvorcové celé
¢islo.

Veta 1.4.5. Nech K je algebraické ¢iselné teleso a nech 0 € Ok tak, ze K = Q(0).
Potom
D(9) = d(K)(Ox : Z[f])*,

pricom (O : Z[0]) = |Ok /Z]0]].

Dosledok 1.4.6. Nech K je algebraické ciselné teleso stupnia n a nech 6 € Ok
tak, ze K = Q(0). Ak D(0) je bezstvorcové, potom {1,0,6%,... 0"} je celistvd
baza K.

Ak by diskriminant 6 bezstvorcovy nevysiel, mozme sa pri hladani okruhu
celistvych prvkov skusit obrétit na Stickelbergerovu vetu.

Veta 1.4.7. (Stickelberger)
Nech K je algebraické ciselné teleso. Potom

d(K) =0 alebo 1 (mod 4).

1.5 Dedekindov obor

Okruhy celistvych prvkov nie si vzdy Gaussovymi obormi, teda nie je v nich
zarucend existencia a jednoznacénost rozkladu prvkov na prvocinitele. Nakolko by
sme ale tiito vlastnost pri rieSeni rovnic potrebovali, pripomenime v tejto sekcii
pojem Dedekindovho oboru a uvazujme okruh celistvych prvkov ako Dedekindov
obor, kde sa idealy na sucin prvoidedlov rozkladaja.

Definicia 1.5.1. (Dedekindov obor)
Obor integrity D, ktory spliia nasledujtce tri vlastnosti:

e D je Noetherovsky,
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e D je celistvo uzavrety a
e kazdy prvoideal D je maximalnym idedlom,
sa nazyva Dedekindov obor.

Veta 1.5.2. Ak D je Dedekindov obor, potom kazZdy vlastny idedl oboru D je
sucinom prvoidedlov a tdto faktorizdcia je jednoznacnd (aZ na usporiadanie).

Veta 1.5.3. Nech K je algebraické ciselné teleso a Oy prislusny okruh celistvijch
prvkov. Potom Oy je Dedekindov obor a kazdy vlastny idedl O maozZeme jedno-
znacne (aZ na usporiadanie) vyjadrit ako siucin prvoidedlov.

Sekciu este doplnme o definiciu lomeného idealu Dedekindovho oboru a aj
na idedloch zavedme pre prehladnost reldciu delitelnosti.

Definicia 1.5.4. (Lomeny ideél)
Nech D je Dedekindov obor a K jeho podielové teleso. Lomeny ideal D je

kazdy nenulovy D-podmodul A telesa K, pre ktory existuje nenulovy prvok r €
D,zerACD.

Pozndmka. Lomeny ideal Dedekindovho oboru D je kazdy nenulovy D-podmodul
K, ktorého prvky maju spoloéného menovatela. Mozno ho vidy vyjadrit v tvare
A=1Ikder e D\ {0} al jeidedl D.

Definicia 1.5.5. (Delitelnost idedlov)
Nech D je Dedekindov obor a A, B si dva nenulové (lomené) idedly D. Ho-
vorime, ze A deli B (zn. A | B), ak existuje idedl C taky, ze B = AC.

Pozndmka. Ak A =[[, P/ a B =[], P, kde P,..., P, st rozne prvoidedly
aday,...,ay, by,...,b, € 7Z, potom

A|B<:>a1§bl, 1=12,...,n.

Veta 1.5.6. Nech D je Dedekindov obor a A, B si dva nenulové (lomené) idedly
D. Potom
A|B< BCA.

Definicia 1.5.7. (Komaximaélne ideély)
Nech D je Dedekindov obor a I, J su dva idedly D. Hovorime, ze [ a J su
komaximalne, ak
I'+J=D.

Komaximdalnym idedlom niekedy hovorime aj nestidelitelné, pretoZe nemajui
ziadne spolo¢né prvoidedly v rozkladoch.
1.6 Normy

Dalsim aspon ¢iastoénym cielom bude rozklady niektorych idedlov najst. Pre
rozpoznavanie prvoidedlov budeme potrebovat pocitat ich normu, ktord je velmi
uzko spojena s beznou normou prvkov.
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Definicia 1.6.1. (Norma prvku)
Nech K je algebraické ¢iselné teleso stupnan,necha € K aa; = a,as, ..., q,
st K-konjugécie a. Potom norma « je definovana ako
N(a) =aqas. .. ap.
Veta 1.6.2. Nech K je algebraické ciselné teleso stupnian a o, B € K. Potom

N(af) = N(a)N(f).

Definicia 1.6.3. (Norma idedlu)
Nech K je algebraické ciselné teleso stupna n a nech 0 # [ je ideal Ok

s generatormi {ny, g, ..., 7, }. Potom norma ideédlu I je definovand ako
D(I)
N(I) =] —=
(1) d(K)’

kde D([) :D(n177727"'777n)'

Tvrdenie 1.6.4. Nech K je algebraické ciselné teleso stupna n a nech 0 # I je
idedl Og. Potom N(I) je kladné celé ¢islo.

Tvrdenie 1.6.5. Nech K je algebraické ciselné teleso stuprian a nech O # ¢ € 7.
Potom norma hlavného idedlu N((c)) je

N((c)) = ||

Veta 1.6.6. Nech K je algebraické ¢iselné teleso stupria n a nech 0 # I je idedl
Oy . Potom

N(I) = (O : I).

Definicia 1.6.7. (Norma lomeného idedlu)
Ak A = %] je lomeny ideal, potom jeho normu definujeme ako

Veta 1.6.8. Nech K je algebraické ciselné teleso a mech A, B siu dva nenulové
(lomené) idedly v Ok. Potom

N(AB) = N(A)N(B).

Veta 1.6.9. Nech K je algebraické ciselné teleso stupria n a Og prislusny okruh
celistvjch prvkov. Dalej nech o € Ok . Potom

N((a)) = [N(a)].
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1.7 Prvoidealy

Kazdy prvoidedl okruhu celistvych prvkov suvisi s prave jednym prvocislom.

Veta 1.7.1. Nech K je algebraické ciselné teleso a P prvoideal Ok . Potom exis-
tuje prave jedno prvocislo p také, Ze

P | (p).

Veta 1.7.2. Nech K je algebraické ciselné teleso stupnia n, P prvoidedl Ok a p
prvocislo, pre ktoré P | (p). Potom

Definicia 1.7.3. (Stupen inercie)
Nech K je algebraické ¢iselné teleso stuptnia n, P prvoidedl O a p prvocislo,
pre ktoré P | (p). Potom f € Z~q, pre ktoré plati

N(P) =p,
sa nazyva stupen inercie P v Ok, zn. fx(P).

Definicia 1.7.4. (Index vetvenia)
Nech K je algebraické ¢iselné teleso stupna n, P prvoidedl Ok a p prvocislo,
pre ktoré P | (p). Potom e € Z~q, pre ktoré plati

P (p), Pt (p),

sa nazyva index vetvenia P v K (alebo aj ramifika¢ny index), zn. ey (P).

Veta 1.7.5. Nech K je algebraické ciselné teleso stupria n a p je prvocislo. Pred-
pokladajme, Ze
(p)=P'... Py

je rozklad na sucin réznych prvoidedlov v Ok a f; = fx(F;) je stuperi inercie P
v Ok pre vsetky i =1,2,...,9. Potom

erfi Feafo+ - +egfy =n.

Predchadzajice tvrdenie jednak ukazuje vzfah stupiia inercie a indexu vetve-
nia, ale zaroven hovori, ze v ¢iselnom telese stupna n sa hlavny ideal generovany
prvocislom nikdy nerozklada na viac ako n réznych prvoidealov.

Dalej ozrejmime aké vietky prvky, respektive ideély, maji prvoéiselni normu.

Veta 1.7.6. Nech K je algebraické ciselné teleso. Ak a € Ok tak, Ze
N(a) = +£p,
kde p je prvocislo, potom a je ireducibilny prvok.

Veta 1.7.7. Nech K je algebraické ciselné teleso a 0 # I idedl Ok . Ak N(I) = p,
kde p je prvocislo, potom I je prvoidedl.
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Na zaver sekcie si eSte ukazme tvrdenie, ktoré nam priamo dava algoritmus ako
) 7’ . ’ 2 ~ 7 . /v . ’ ~ 7
rozkladat hlavné idealy generované prvocislami na suciny prvoidealov v ¢iselnom
telese.

Veta 1.7.8. Nech K = Q(0) je algebraické ciselné teleso také, ze Ox = Z10).
Dalej nech p je prvocislo a

f(x) = mgyq(z) € Z[x].

Zvolme monické polyndmy g1(z),...,g.(x) € Z[z] tak, Ze si navzdjom rézne,
wreducibilné modulo p a zdroven

()

Hgi(x)ei (mod p),

kde ey, e, ... e, € Z~g. Ak poloZime
b= (p, gi(0)), i=12,...,r,
potom Py, Py, ..., P. si navzajom rozne prvoidedly Ok a
(p) = P/ Py* ... P,

N(P)=pleli i=12 ..

1.8 Triedova grupa

Vediet faktorizovat idedly bude dolezité najmi pre zistenie triedovej grupy
¢iselného telesa.

Veta 1.8.1. Nech K je algebraické ciselné teleso a Ok prislusny okruh celistvijch
prvkov. Potom mnoZina vsetkych nenulovych idedlov a lomengch idedlov Ok tvori
spolu s operdciou ndsobenia Abelovski grupu I(K).

Désledok 1.8.2. Hlavné idedly v I(K) si tvaru («) = {ra, r € Ok} pre nejaké
a € K\ {0} a tvoria normdlnu podgrupu P(K) grupy I(K).

Faktorgrupa I(K)/P(K) je dobre definovana a Abelovska.

Definicia 1.8.3. (Triedova grupa)

Nech K je algebraické ciselné teleso, I(K) grupa nenulovych idedlov a lo-
menych idedlov Ok a P(K) jej podgrupa hlavnych idedlov. Potom faktorgrupa
I(K)/P(K) sa nazyva triedova grupa K, zn. H(K), prip. Cl(Ok).

Definicia 1.8.4. (Triedové ¢islo)
Nech K je algebraické ciselné teleso. Radu grupy H(K') hovorime triedové
¢islo K, zn. h(K).

Najjednoduchsi pripad nastava, ak okruh celistvych prvkov je Gaussov. To je
ekvivalentné triedovému ¢islu 1 a vtedy vSetky idealy okruhu st hlavné.
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Veta 1.8.5. Nech K je algebraické ciselné teleso. Potom
hK) =1< Ok je obor integrity hlavnijch idedlov < Ok je Gaussov obor.

Nasledujuce tvrdenia smeruju k hlavnému vysledku tejto sekcie o konec¢nosti
triedovej grupy ¢iselného telesa.

Veta 1.8.6. Nech K = Q(0) je algebraické ciselné teleso stupria n = T+ 2s, kde
0 ma r redlnych konjugdcii a s dvojic rydzo komplexnijch konjugdcii. Dalej nech
C € H(K). Potom C obsahuge idedl B # 0, pre ktory plati

4\° n!
V) < (2) VA
Definicia 1.8.7. (Minkowského hranica)
Nech K = Q(0) je algebraické ciselné teleso stupna n = r + 2s, kde § ma
r redlnych konjugacii a s dvojic rydzo komplexnych konjugacii. Minkowského
hranicu My definuje predpis

Mic = (2) SV

T nr

Veta 1.8.8. Nech K je algebraické ciselné teleso a k € Z~o. Potom existuje len
konecény pocet idedlov A okruhu celistvijch prokov Ok s normou N(A) = k.

Doésledok 1.8.9. Nech K je algebraické ciselné teleso. Potom jeho triedovd grupa
H(K) je konecnd (triedové éislo h(K) je konecné).

Vs&imnime si, Ze tvrdenia zaroven ¢iastoéne ukazuji moznost, ako triedovii
grupu uréit, a to nadjdenim mnoziny jej reprezentantov zostavenej z idedlov normy
mensej ako Minkowského hranica a sivislosti medzi nimi.

1.9 Jednotky

V zévereénej ¢asti ivodnej kapitoly ukaZeme sposob, akym budeme overovat
¢i dany prvok je jednotkou (invertibilnym prvkom), ba dokonca hladat celd grupu
jednotiek v jednotlivych okruhoch celistvych prvkov.

Vo viésine pripadov, napriklad ked bude grupa jednotiek koneénd, alebo bu-
deme vediet vzniknutd rovnicu riegit, ndm bude stacit pouzit nasledujici vztah
k norme.

Veta 1.9.1. Nech K je algebraické ciselné teleso.
o Ak «a je jednotkou Ok, potom N(a) = £1.
o Ak o € Ok a N(a) = £1, potom « je jednotkou Of.

V zlozitejsich pripadoch nekoneénej grupy jednotiek pouzijeme silnti Dirichle-
tovu vetu o jednotkach, ktora hovori, ze jednotky v okruhu celistvych prvkov s
navzajom z4vislé a pre ndjdenie celej grupy bude stacit ndjst generdtory (funda-
mentalne jednotky), ktorych je vzdy len konecéne vela.
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Veta 1.9.2. (Dirichletova veta o jednotkdch)

Nech K = Q(0) je algebraické ciselné teleso stupria n = r + 2s, kde 0 ma r
redlnych konjugdcii a s dvojic rydzo komplexnijch konjugdcii. Potom Ok obsahuje
r+ s — 1 jednotiek uy,ug, ..., u.ps_1 takych, Ze kazZdd jednotka u € Ok sa dd
jednoznacne vyjadrit v tvare

_ ni,  nNa Nr4s—1
u = puytuy® .. ou
kde p je odmocnina z jednej v Og anqy,Ng,. .., Nprs_1 € Z.

Definicia 1.9.3. (Fundamentalny systém jednotiek)
Nech K = Q(0) je algebraické ¢iselné teleso stupna n = r + 2s, kde 6 mé r

realnych konjugécii a s dvojic rydzo komplexnych konjugacii. Ak uy, ug, . . ., Upgs_1
je r + s — 1 jednotiek Ok takych, ze uy,uo, ..., ur1s_1 s vzajomne nezavislé a

kazd4 jednotka u € Ok sa da jednoznacne vyjadrit v tvare
_ ni, na Npr4s—1
u = putuy’ .. w7
kde p je odmocnina z jednej v Ok a ny,no, ..., Ny 1 € Z, potom mnozinu

{ubu?a s aur—i-s—l}

nazyvame fundamentalny systém jednotiek Op.
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Kapitola 2

Diofantické rovnice

Uvazujme nasledovny problém: nech je dany polyném f(z1,xs,...,2,), [ €
Zlxy,xs,. .., x,). M& rovnica f(xq,xs,...,2,) = 0 celociselné riesenie? Ak é&no,
najdime ich vietky, pokial nie, dokdzme to.

Sice v sucasnosti je dokazané, ze algoritmus na overenie existencie rieSenia
rovnice takéhoto typu neexistuje, no su vyvinuté isté metody a techniky, ktorymi
sa urcité Diofantické rovnice riesit daju.

Jednou z najzékladnejsich takych metdéd je vyuzitie kongruencii, t.j. mo-
duldrnej aritmetiky, ktorej sa budeme venovat v Sekcii Samostatné metddy
boli vyvinuté na riesenie niektorych historicky vyznamnych rovnic, preto sa v Sek-
cii [2.2] zameriame na Pellovu rovnicu a jej riesitelnost, v Sekcii [2.3| zasa na Thu-
eho rovnicu. Nésledne sa koneéne dostaneme k metode riesenia rovnic rozkladom
v ¢iselnom telese, ktori na ilustrativnom priklade popiseme v Sekcii spolu
so suvisiacimi tvrdeniami.

2.1 Modularna aritmetika

Definicia 2.1.1. (Diofanticka rovnica)
Diofanticka rovnica je polynomialna rovnica, obvykle o dvoch alebo viacerych
premennych, pri ktorej uvazujeme iba jej celociselné riesenia.

Veta 2.1.2. Nech f(x1,2s,...,7,) = 0 je Diofantickd rovnica. Pokial existuje
celociselné riesenie f(xy,za,...,x,) =0, potom existuje riesenie tejto rovnice aj
v (Z/aZ)" pre lubovolné a € Zy.

Celo¢fselné riesenia budeme v praci d'alej znacif ako Z-riesenia bez ohladu
na pocet premennych rovnice (analogicky aj pri inych oboroch).

Priklad 2.1.3. RieSme rovnicu
2?2 — 117z + 31 = 0.

Pozrime sa teda na dani rovnicu modulo 2. Ak rovnica Z-rieSenie m4, podla
Vety ma riesenie aj v Z/27. Obrétene, ak neexistuje Z/2Z-rieSenie, neexis-
tuje ani Z-rieSenie.

Takze pre celociselné riesenie (z,y) pokial x = 0 (mod 2), dostdvame 0* —
0+1=0 (mod 2), ¢o je spor, naopak ak z = 1 (mod 2), mdme 1> —1+1=0
(mod 2), ¢o je opét spor. Riesenie modulo 2 teda neexistuje, spolu s ¢im sme
sucasne dokazali aj neexistenciu celoc¢iselného riesenia.

17



T4to metéda moze byt uzitoénd aj v pripade zdanlivo menej trividlnych Di-
ofantickych rovnic.

Priklad 2.1.4. RieSme rovnicu
vy =422+ 3.

Pozrime sa tento raz na rovnicu modulo 4. Prava strana rovnice je zrejme
vzdy kongruentnd 3 (mod 4).

Ak 2,y = 0 alebo 2 modulo 4, potom x> (mod 4). V pripade, ze
x,y = 1 alebo 3 modulo 4, dostdvame 22 = y 1 (mod 4). To vsak znamen4,
7e pre Tubovolné mozné rieSenia rovnice z,y,2 € Z vidy 2 +y* = 0, 1, alebo 2
(mod 4), t.j. lav4 strana nie je modulo 4 kongruentna prave;.

Preto ani tato rovnica nema celoc¢iselné riesenie.

=y’ =
2 =

Dalej sa pozrieme na Specidlne typy Diofantickych rovnic, ktoré budeme ¢asto
vyuzivat. Vzhladom na fakt, Ze boli dlhodobo analyzované, st zname aj tvrdenia
vhodné na ich riesenie.

2.2 Pellova rovnica

Najskor sa budeme venovat jednej z najpreskimanejsich rovnic vobec, tzv.
Pellovej rovnici, na ktorej rieSenie mame vSeobecne znamy postup.

Definicia 2.2.1. (Pellova rovnica)
Diofanticka rovnica v tvare

z? —my? =1,
kde m > 0 je bezstvorcové celé ¢islo, sa nazyva Pellova rovnica.

Zjavne (x,y) = (£1,0) st trividlnymi rieSeniami Pellovej rovnice, ktorymi sa
dalej v tejto sekcii uz nebudeme zaoberat.

Veta 2.2.2. Nech m > 0 je bezstvorcové celé cislo. Potom existuji x1,y1 € Z~o,
ktoré riesia Pellovu rovnicu x*> — my? = 1.

Definicia 2.2.3. (Fundamentdlne riesenie)

Nech m > 0 je bezstvorcové celé ¢islo a x1,y1 € Z-o st také, ze (z1,y1) je
rieSenim Pellovej rovnice 2% — my? = 1 a zdroven 1 ++/my; je najmensie mozné.
Potom rieseniu (x7,y;) hovorime fundamentélne riesenie Pellovej rovnice.

Pozndmka. Definicia je korektnd, nakolko Veta garantuje existenciu mi-
nimalneho kladného riesenia.

Veta 2.2.4. Nech m > 0 je bezstvorcové celé éislo a (x1,y1) je fundamentdlne
riesenie Pellovej rovnice x> — my? = 1. Potom

o kazdé dalsie riesenie tejto rovnice je v tvare +(xy,y,), kde

Tn + Vmy, = (21 + Vmy)"

pre nejaké n € 7.
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o Ak xyy € Z~o su také, zZe (x,y) je riesenim danej rovnice a vsetky ostatné
rieSenia tejto rovnice su v tvare £(x,,y,), kde

potom nutne (x,y) = (z1,y1)-

Dosledok 2.2.5. Ak m > 0 je bezstvorcové celé ¢islo, potom Pellova rovnica

2?2 — my? = 1 md nekoneéne vela celociselnijch riesent.

Priklad 2.2.6. RieSme rovnicu
v? -3yt =1.

Zjavne sa jednéd o Pellovu rovnicu, t.j. (£1,0) st jej trividlnymi rieseniami.
Dalej pozorujme, Ze (2,1) je takisto rieSenie danej rovnice. Aby sme overili, ze
sa jednd o fundamentdlne riesenie, potrebujeme zistit, ¢ neexistuje iné kladné
netrividlne riesenie (2;,9;), ze x; + /3y < 2+ 1V/3 < 4.

Jedinymi takymi kandiddtmi na fundamentélne riesenia su (1,1), (1,2), no ani
jedno z nich nie je v skutocnosti riesenim. Preto (2,1) je fundamentélne riesenie
a podla Vety ostatné rieSenia rovnice si v tvare +(z,,y,), kde

Tn + V3yn = (24 1V/3)"
pre vsetky n € Z.

Vediet riesit Pellove rovnice bude uZitoéné v praci aj dalej pri hladani jedno-
tiek v niektorych kvadratickych ¢iselnych telesach. Z rovnakého dovodu do sku-
piny Pellovych rovnic zahrnieme aj tzv. rozsirent Pellovu rovnicu, ktorda bola
taktiez historicky rozsiahlo skiimana.

Definicia 2.2.7. (Rozsirend Pellova rovnica)
Diofanticka rovnica v tvare

2 —my® = +1,
kde m > 0 je bezstvorcové celé ¢islo, sa nazyva rozsirend Pellova rovnica.

Analogické tvrdenie o existencii a jednoznacnosti fundamentédlneho riesenia
plati aj pri rozsirenej Pellovej rovnici.

Veta 2.2.8. Nech m > 0 je bezstvorcové celé c¢islo. Potom existuje jednoznacne
urcené rieSenie (x1,y1) rozsirenej Pellovej rovnice x> —my* = +1, pre ktoré plati:

® T1,y1 € Z>07
e 11 + /My, je najmensie moiné a

o kazdé dalsie riesenie tejto rovnice je v tvare +(x,,y,), kde T, + V/my, =
(21 + /my1)™ pre lubovolné n € 7Z.

Podobne ako pri zédkladnej Pellovej rovnici, rieSenie z predchadzajiceho tvr-
denia budeme nazyvat fundamentdlne riesenie rozsirenej Pellovej rovnice.
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2.3 Thueho rovnica

Dalsou historicky vyznamnou a doélezitou rodinou Diofantickych rovnic si
Thueho rovnice.

Veta 2.3.1. (Thue)
Ak

T(2,y) = apx™ + a1z 'y + ... + ap_r2y™ ' + any”,

kde a; € Z pre vsetky i € {0,1,...,n}, je homogénny ireducibilny polynom cel-
kového stupria n > 3, 0 # k € Z, potom diofantickd rovnica

T(xy) =k
s v ) v/ U - v s
md konecne vela celociselnych riesend.

Ako prvy toto tvrdenie dokazal Axel Thue, po ktorom st rovnice tohoto typu
pomenované.

Definicia 2.3.2. (Thueho rovnica)

Nech 0 # k € Z a T(x,y) je homogénny ireducibilny polyném celkového
stupnia n > 3. Kazda diofantick& rovnica tvaru T'(z,y) = k sa nazyva Thueho
rovnica.

Thueho povodny dokaz neviedol k algoritmu na samotné vyrieSenie rovnic.
Ten vznikol o par desatroéi neskor objavenim hornej hranice na velkost riesenia
Thueho rovnic.

Veta 2.3.3. Nech T'(z,y) = k je Thueho rovnica. Vietky riesenia T (z,y) = k
st efektivne algoritmicky spocitatelné a hranica pre max(|x|,|y|) je polynomidina

vzhladom ku |k|.

Samotnu hranicu vsak nie je jednoduché explicitne vyjadrit, detaily k tomuto
problému vieme néjst v [Coh93], kap. 12.10.

Na netrividlne Thueho rovnice budeme dalej vyuzivat implementdciu algo-
ritmu na ich rieSenie v programe Wolfram Mathematica 10.1.

2.4 Faktorizacia v ¢iselnom telese

Touto sekciou sa dostavame k metdde riesenia Diofantickych rovnic rozkladom
v prislusnom ¢fselnom telese, ktorou sa budeme zaoberat prakticky po cely zvysok
prace.

Najskor pri rieseni elementarneho prikladu v telese racionalnych ¢isel popiseme
jednotlivé kroky, ¢im predstavime metoédu ako takd, pricom upozornime na mozné
problémy, ktoré vznikni prechodom do zlozitejsich ¢iselnych telies a ktorymi sa
budeme hlbsie zaoberat v praci dalej.

Zaroven sformulujeme tvrdenia sivisiace s touto metédou pouzitelné pri rieseni
konkrétnych tuloh.
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2.4.1 Rovnica 2> — 1 =y a popis metédy

Priklad 2.4.1. RieSme rovnicu
2 —1=17"

Predpokladajme, ze (x,y) je nejaké celociselné riesenie danej rovnice.

Parita

Ako prvi rozmyslime paritu x,y, ¢im na tieto ¢isla vytvorime isté zakladné
obmedzenia. Ak by z, y boli rovnakej parity, potom 22 a 3® by boli tiez rovnakej
parity a 22 — 1 # 3, ¢o je spor. Takze mozme predpokladat, Ze ich parita je
opacna.

Ciselné teleso

Dalsim doélezitym krokom je popis éiselného telesa, ¢o vizdy obndsa uréenie
okruhu celistvych prvkov a jeho vlastnosti, triedovej grupy a grupy jednotiek.
Nakolko nasu rovnicu budeme rozkladat v trividlnom éfselnom telese Q, jeho
popis je ihned’ z prislusnych definicif zrejmy. Okruh celistvych prvkov tvori okruh
celych ¢isel Z, ¢o je Euklidov obor a teda v nom existuji jednoznacne urcené
rozklady na prvocisla. Preto podla Vety je triedova grupa jednoprvkova
a grupu jednotiek zjavne tvoria prvky =+1.

V netrividlnych éiselnych telesach viak moze byt jednak zloZitejsie okruh ce-
listvych prvkov ndjst, d'alej nemusi sa v fom intuitivne pracovat a takisto ne-
musia v lom existovat jednoznacne urcené rozklady na prvocinitele. V takych
pripadoch budeme musiet prechidzat do sveta idedlov pomocou tvrdeni formulo-
vanych v prvej kapitole a hladat triedovii grupu. Rovnako moze byt v niektorych
telesdch narocnejsie urcit grupu jednotiek, ktord naviac moze byt nekoneéna.

Rozklad a spolocné delitele

Nasleduje samotny rozklad c¢lenov rovnice v prislusnom okruhu, ¢im nasu
rovnicu dostavame do tvaru

(@ + 1)z —1)=y"

Dalej pri rieseni postupujeme uréenim moznych spoloénych delitelov faktorov
r+1,x—1.
Ak d € Z deli x + 1 a zaroven x — 1, potom

d((z+1) = (x-1)) =2,

teda d € {1,2} (az na znamienko). Zostdva rozdelit ulohu na 2 pripady podla
parity a previest diofantickd rovnicu do podoby, v ktorej ju budeme vediet riesit.

RieSenie pre parne x

Ak z je parne, potom zrejme d = 1 a é&isla  + 1,  — 1 si nestidelitelné.
Nakolko ale vieme, Ze ich sié¢in je tretou mocninou nejakého ¢isla, z existencie
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a jednoznacnosti rozkladov na prvoéisla musi aj kazdé z nich samostatne byt
trefou mocninou nejakého celého ¢éfsla az na nasobok jednotkou. KedZe kazdu
z jednotiek vieme vyjadrif ako tretiu mocninu samej seba, nie je nutné ich brat
do tivahy separdtne a moézme ich zahrntit do vieobecnych prvkov. Preto uvazujme

r+1=d
r—1="0
pre nejaké a,b € Z, z ¢oho d'alej plynie rovnost
a’—1="b+1.

Jedinou moznostou ako rozdiel dvoch tretich mocnin celych éfsel moze byt 2 je
zjavne pripad a = 1, b = —1, t.j. dostavame

r=a*-1=1"-1=0
a nasledne z poévodnej rovnice
P =a?—1= -1,

¢o znamend y = —1.

Ak by celistva baza okruhu celistvych prvkov nebola trividlna, ¢o nastane
pri prechode na zaujimavejsie ¢iselné telesa, namiesto jednej vyslednej rovnice by
sme dostali na rieSenie sustavu rovnic.

RieSenie pre neparne x

Naopak pokial z je nepdrne, potom zrejme d = 2 a 2 | 22 — 1 = y3. Vieme, Ze
y je parne, aplikujme teda na rovnicu substiticiu

Y =2y

a prepiSme ju do tvaru
(z+ 1)@ —1) = (2p)°,

r+1 r—1 3
=2
() (57) -
x+1

kde uz cleny £, 21 musia byt nestdelitelné. Preto moézme pouzit obdobny

postup ako vyssie a rozdelit tlohu na d'alsie dva pripady, ktoré mohli nastat.

nasledne

o Ak plati
r+1 3
:a)
2
-1
T o
2

pre nejaké a,b € Z, potom urcite mame rovnost
r=2a"—1=4b+1,
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¢o z dovodu roznych koeficientov pri a,b zrejme nema riesenie pre dostatocne
velké |a|,|b|. Overenim niekolkych moznosti na a,b dostdvame dve rieSenia

(aab) = (_171)7 (a7b> = (1,0),

nasledne
(xay) = (_372) a (xvy) = (170)
e Pokial
z+1 9,
2
rx—1
=
2

pre a,b € Z, analogicky
r=4a>—1=20°+1,

(a7b) = (07 - 1)7 (a,b) = (171)7

z ¢oho plynt d'alsie riesenia povodnej rovnice
(r,y) = (=1,0) a (z,y) = (3,2).

Pri niektorych dalsich tilohdch budeme ntiteni uvazovat viacero kandidatov
na spolo¢nych delitelov jednotlivych faktorov, ¢im sa riesenie diofantickej rov-
nice viac-menej vzdy rozdeli do niekolkych ¢asti, ktoré budeme musiet rozobrat
samostatne.

Zhrnutie

Vsetky riesenia rovnice 2% — 1 = y3 su

(x,y) = (0, — 1), (£1,0), (£3,2).

2.4.2 Praca s idealmi

Pri telesach s vy$sim triedovym éislom budeme musiet aj niektoré elementdrne
tivahy pouzité v priklade preniest na ideély. Jeden zo zdkladnych principov metédy,
a to vyjadrenie kazdého z nestdelitelnych faktorov ako mocniny vseobecného
prvku, mozno prelozit do jazyka idedlov pomocou nasledujiceho tvrdenia.

Tvrdenie 2.4.2. Nech K je algebraické ciselné teleso a nech A,B st dva koma-
ximalne idedly Ok také, Ze

AB = C*F
pre nejaky idedal C' a k € Z~y. Potom

A=1TF
B=J"

pre nejaké idealy I,.J.
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Dokaz. 7 Vety vieme, ze Ok je Dedekindov obor a existuje v nom jed-
noznac¢ne uréeny rozklad kazdého vlastného idedlu na prvoidedly. Kedze A,B st
komaximdlne, moézme (pri vhodnom usporiadan{) uvazovat rozklady idealov A,B

na prvoidealy v podobe
a=11r
i=1

B= ﬁ P,

i=m+1

pricom m < n € Zso a P; # P; pre vSetky i # j.
Predpokladdme AB = C*, teda

AB = ﬁpfi = C*,
=1

z ¢oho vyplyva
k|k Vie{l2, ...,n}.

Polozme

I:= ﬁzz’“/’“,
i=1

J = ﬁ Piki/k

1=m+1

a ihned’ dostdavame A = I*, B = J*.

3

Kapitolu ukon¢ime tvrdenim, ktoré nam za urcitych predpokladov zaruci
pocitanie iba s hlavnymi idedlmi aj v telesach s netrivialnou triedovou grupou, ¢im
nam pri rieSeni niektorych naroénejsich rovnic aspoii ¢iastoéne umozni pouzivat
postup zo vzorového prikladu.

Veta 2.4.3. Nech K je algebraické ciselné teleso a h je triegiové ¢islo K. Dalej
nech A je idedl Ok taky, e A* je hlavny idedl pre k € Z~q spliiagice NSD(h,k) =
1. Potom A je takisto hlavny idedl.

Dékaz. Ked'ze rad triedovej grupy H(K) je h, ideal A" je urcite hlavny. Nakolko
predpokladdme NSD(h,k)= 1, existuju r,s € Z také, ze rh + sk = 1. Naviac
vieme, Ze idedl A* je hlavny tiez, takze mame

A — Athrsk — (Ah)T(Ak)S,

¢o je postacujuce, pretoze siucin dvoch hlavnych idedlov je hlavny idedl.

3
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Kapitola 3
Vypocty v ¢iselnych telesach

V tejto kapitole spravime ¢ast vypocetnej pripravy na riesenie konkrétnych
rovnic a dokdzeme tvrdenia tykajice sa najmé okruhov celistvych prvkov, trie-
dovej grupy c¢i grupy jednotiek, ktoré v ilohach nasledne aplikujeme.

Sekciu zameriame na kvadratické ciselné telesd, pricom sa najskor po-
zrieme na vSeobecné vlastnosti tejto skupiny, no vzapati detailnejsie rozoberieme
priklady telies, v ktorych budeme pri rieseni tiloh pracovat.

Pozornost v Sekcii budeme venovat kubickym telesam, kde rozdiely v po-
rovnani s kvadratickymi telesami zaznamename hlavne na priklade telesa uréeného
realnym korefiom polynému z? + 2x + 1.

3.1 Kvadratické ¢iselné telesa

Pri kvadratickych telesiach vieme vSeobecne vyjadrit okruh celistvych prvkov,
celistvi bazu a diskriminant.

Veta 3.1.1. Nech K je algebraické ciselné teleso a m bezstvorcové celé cislo také,
ze K = Q(y/m). Potom okruh celistvjch prokov Oy je dany ako

Z]\/m] akm # 1 (mod 4),

Ox = |
r Z[#}, ak m =1 (mod 4).

Dokaz. Je lahko overitelné, ze prvky okruhu Z[y/m] pre m # 1 (mod 4) a prvky

Z [Hf} pre m =1 (mod 4) st algebraické celé ¢isla v K = Q(y/m). Preto

Z[\/m], ak m # 1 (mod 4),

Ok 2
k= Z{%}, ak m =1 (mod 4).

Pre dokoncenie dokazu potrebujeme ukdzat i opacni inkliziu. Bud o € Ok.
Potom a = a + by/m pre a,b € Q, teda «a je korenom monického polynému
2? — 2ax + (a* — mb?) € Q[z]. Diskriminant tohto polynému je

(2a)® — 4(a® — mb®) = 4mb?,
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takze nas polyném je rozlozitelny v Q [x] prave vtedy, ked b = 0. Preto

(z) r — a, ak b =0,
Mao(T) =
= r? — 2ax + (a* —mb?), ak b #0.

Kedze « je algebraické celé ¢islo, nutne mq, () € Z[x] a

o € 2, ak b =0,
2a, a2 —mb* € Z, ak b#0.

Ak b =0, mdme o = a € Z C Z[\/m]. Dalej predpokladajme b # 0.

Ak 2a je parne, potom a € Z a teda mb?> € Z. Kedze m je bezstvorcové,
vidime, ze b € Z. V takom pripade o € Z[\/m].

Ak 2a je nepdrne, potom nakolko 4(a* — mb?) € Z, mame 4mb* € Z. A ked'ze
m je bezstvorcové, 2b € Z. Ak by 2b bolo parne, potom b € Z a teda

a® = (a®> — mb®) + mb* € Z,

¢o je v spore s 2a neparne. Takze 2b je nepdrne, teda a = (2u+1)/2ab = (20+1)/2
pre nejaké u,v € Z. Potom vsak

1
a® —mb* = Z((2u +1)2 —m(2v +1)?),

takze .
mT_ = +u—m(?+v)— (a* —mb?) € Z.

Z toho dostavame m =1 (mod 4) a

2 1 2 1
a=a+by/m= u2—|— + U;—

1 +2\/E) ez {1 +2\/M] |

Jm =

:(u—v)+(2v+1)<

¢im je dokaz opacnej inklizie dokonceny.

3

Dosledok 3.1.2. Nech K je algebraické ciselné teleso a m bezstvorcové celé cislo
také, ze K = Q(y/m). Ak m #£ 1 (mod 4), potom celistvi bazu K tvori mnoZina
{1,5/m}. V opacnom pripade, teda ak m = 1 (mod 4), celistvou bdzou K je

1++/m
{1, [}

Veta 3.1.3. Nech K je kvadratické ciselné teleso a m bezstvorcové celé cislo také,
ze K = Q(y/m). Potom diskriminant d(K) telesa K je

d(K) =

dm, akm #Z 1 (mod 4),
m, akm=1 (mod 4).
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Dékaz. Najprv riesme pripad m # 1 (mod 4). Z Dosledku vieme, ze {1,y/m}
je celistva baza K, preto

aw) =y

Ak naopak m =1 (mod 4), celistva baza K je {1, 1+ﬁ}, takze

2

= (=2y/m)* = 4m.

2

= (V) =m.

2

1-vm
2

1 1+v/m
d(K) =

J

Dalej sa pozrime ako v okruhoch celistvych prvkov kvadratickych telies vyzerd
norma.

Veta 3.1.4. Nech m je bezstvorcové celé cislo a K = Q(y/m) je kvadratické
ciselné teleso. Potom norma vseobecného prvku Ok je dand ako

N(a+ by/m) = a®> — mb?, akm # 1 (mod 4),
N(a+b"y™) = a® +ab+ (152) 5%, akm =1 (mod 4).

Dékaz. Ak K = Q(y/m) je kvadratické teleso také, ze m #Z 1 (mod 4), potom
podla Vety mame Ok = Z[y/m] a vieobecny prvok Ok je tvaru a + by/m.
Jeho normu spoc¢itame z definicie ako

N(a + bym) = (a + by/m)(a — by/m) = a® — mb*.

Naopak pokial m # 1 (mod 4), méme O = Z [Hﬁ} . 'V takomto pripade je

vSeobecny prvok tvaru a + b (%ﬁ) a jeho norma je

e (7)) =l (7)) (e (557)) -

1 —
=a’ +ab+ (—m) b?,

4

¢o je pre m = 1 (mod 4) vzdy celé ¢islo.

3

S vypoctom normy je spojend otazka urcéenia grupy jednotiek, ktort vo vicsine
pripadov kvadratickych telies vieme jednoducho popisat. V imagindrnych te-
lesédch je jednotkova grupa vzdy konecna a pri redlnych narazime na historicky
vyznamni Pellovu rovnicu, ktort z predchddzajticej kapitoly vieme riesit.

Veta 3.1.5. Nech K je imagindrne kvadratické ciselné teleso, t.j. K = Q(y/m)
pre nejaké m < 0 bezstvorcové. Potom grupa jednotiek telesa K je dand ako

{1, +i}, ak K =Q(i) ai=+—1,
UOk) = {+], 2w, £(w—1)}, ak K =Q(v=3) aw =3
{£1}, inak .
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Dékaz. Ak K = Q(i), potom podla Vety Ok = Z[i]. Z Vety su
jednotkami Ok prvky s normou +1, t.j. prvky tvaru a + bi, ze

N(a+bi) = (a+ bi)(a — bi) = a* + b* = £1.
Tiito rovnicu zrejme spliiaji len prvky (a,b) = (0, + 1) a (a,b) = (£1,0), teda
grupa jednotiek je
U(Ox) = {£1, £i}.
Ak K = Q(v/-3), potom Og = Z [%’73] = Z|w]. Jednotkami si prvky
tvaru a + bw, pre ktoré

1+ /= 1—+/—
N(a + bw) = (a+b+T3) (a+bT3) =a’+ab+b* = 41,

¢o zjavne Spfﬁajﬁ prvky £1,+w a £(w — 1).
Ak K = Q(y/m) je iné imagindrne kvadratické teleso také, ze m £ 1 (mod 4),
potom su jednotkami O = Z[y/m| prave prvky tvaru a + by/m spliajice

N(a+bym) = +1,
pricom normu vieme podla Vety vyjadrit ako
N(a+ by'm) = a®> — mb°.

Kedze m < 0 a m # —1, tito rovnicu zjavne riesia iba (a,b) = (+1,0), t.j. grupa
jednotiek je tvorena prvkami =+1.

Ak K = Q(y/m) je iné imagindrne kvadratické teleso také, ze m = 1 (mod 4),
)

potom analogicky st jednotkami prvky tvaru a + b ( spiﬁajﬁce rovnost

1 1—
N(a—irb( +2\/ﬁ)) =a®+ab+ (Tm> b2 = +1.

Nakolko m < 0 a m # —3, opit zjavne rovnicu riesia iba (a,b) = (£1,0), teda

U(Ok) = {+£1}. O

Veta 3.1.6. Nech K je redlne kvadratické ciselné teleso také, ze K = Q(y/m)
pre nejaké m % 1 (mod 4) bezstvorcové. Potom grupa jednotiek U(Of) je ne-
konecnd a tvorend prvkami a + by/m, kde (a,b) je lubovolné riesenie Pellovej
rovnice 2 — my? = £1.

Dékaz. Ked'ze sa jedna o redlne kvadratické teleso, nutne m > 0. Dalej nakolko
m # 1 (mod 4) je bezstvorcové, okruh celistvych prvkov je podla Vety
Ok = Z[\/m]. Z Vety su jednotkami Ok prvky s normou +1, t.j. prvky
tvaru a + by/m, ze

N(a+ bym) = (a + bym)(a — by/m) = a®> — mb* = +1,

¢im sme tlohu previedli na najdenie vSetkych rieSeni Pellovej rovnice 2% — my? =
+1. Findlne podla Dosledku je mnozina vsetkych tychto rieseni nekonecnd.

2
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Pozndamka. Ak predpoklad m # 1 (mod 4) splneny nie je, nekoneénu grupu
jednotiek vicsinou vieme najst odhadnutim fundamentélnej jednotky a pouzitim
Dirichletovej vety o jednotkach, viz Veta [1.9.2]

Na zéaver sekcie o kvadratickych telesich odvodme vzorec pre konjugicie
v okruhoch celistvych prvkov.

Veta 3.1.7. Nech K je kvadratické ciselné teleso a m bezstvorcové celé cislo také,
ze K = Q(y/m). Neidenticky konjugovany prvok k vseobecnému proku okruhu O
je dany ako

a+bym =a— bym, akm # 1 (mod 4),
(a+b%)=(a+b)—b(%ﬁ), akm =1 (mod 4).

Dékaz. Ak m # 1 (mod 4), potom mame Ok = Z[y/m] a konjugdcie prvku
a + by/m st z definicie identita a prvok a — by/m.

Pokial m # 1 (mod 4), okruh celistvych prvkov je Ox = Z [w], kde w = 1+§/F” :
Neidentickd konjugdciu a + bw vieme vyjadrit ako

a+—bw_a+b<1_\/m> —a—i—b(ﬂ) —a+b(1 —w).

2 2

3.1.1 Teleso Q(v/—3)

Okruh celistvych prvkov a diskriminant

Nech K = Q(v/—3) je ciselné teleso, w = %‘73 celistvy prvok a f(z) :=
myo(2) = 22 — 2z + 1 jeho minimdlny polyném nad Q. Potom z Vety a
Dosledku [I.3.9] plati

D(1,w) = d(K)(Ok : Zw])? =
= disc(f(2)) = disc(2? — 2 + 1) = =4 + 1% = =3,

teda d(K) = —3 je bezstvorcové. Z Dosledku je {1,w} celistva baza Ok a
Ok = Z[w], ¢o koresponduje s vysledkom Vety

Euklidovskost Z[w]

Na ukézanie, ze Z|w] je Euklidov (a teda aj Gaussov) obor, staci overit, ze

1+ /= j
N(a+bw) = (a+b+T3)(a+ng) = a® + ab + b?,
kde a,b € Z, je Euklidovska norma, t.j.
N(0) =0,

st t#0=|N(s)| <[N(#)],
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Vst #0 3qrtaké, ze s =tqg+r, |[N(r)| < |N(t)],

pricom s,t,q,r € Z[w].
Najprv pozorujme, ze ak p € Zlw], potom z tvaru konjugacii vo Vete
dostavame

N(p) = pp = |pl*,
kde |p| je absolitna hodnota p ako komplexného ¢isla.
N(0) =0 je zrejmé.
Ak s | t, teda t = sc pre nejaké nenulové ¢, potom

IN@)] = [N(sc)| = |sc|* = |s[*|e]* = [N (s)[| N (c)],

preto |N(s)| < |N(t)].

7 toho zaroven plynie aj fakt, Ze pokial p € Z[w] je invertibilny prvok, N(p) =
+1. Opacni implikdciu dostdvame z +1 = N(p) = pp, nakolko p € Z[w].

Pre s,t € Z[w] uvazujme podiel 3 € C a ¢ nech je prvok Z[w] taky, Ze vzdiale-
nost ‘f - q‘ je minimélna. Polozme r := s — tq, teda s = tq +r a zostdva ukdzat
[N (r)| < [N()]. ,

Zakreslenim ¢ do Gaussovej roviny dostavame 7 ako prvok obdlznika (vnitra
alebo hran) s hranami dlhymi % a \/75, kde ¢ € Z[w] je jeden z jeho vrcholov
(podla definicie vzdialenostne najblizsi alebo Iubovolny z najblizsich k £). Uhlop-
rie¢ka obdlznika ma podla Pythagorovej vety dizku \/ % + }L = 1, teda vzdialenost

priesecnika uhlopriecok k vrcholom je %, ¢im dostavame ‘f — q‘ < % < 1, cize
2 2 2|5 2 2
NG = [+ =1s = taf? = 1|5 | <12 = N1

Jednotkova grupa

Rovnost N(a+ bw) = a2 + ab+ b? = £1 splitaji prave prvky +u € {1, ww? =
w — 1}, éim dostavame 6-prvkovi grupu jednotiek U(Z[w]), viz Veta [3.1.5]

3.1.2 Teleso Q(+/—7)

Okruh celistvych prvkov a diskriminant

Uvazujme K = Q(v/—7), w = ”Tﬁ, f(2) :==myo(2) = 22— 2+2. Analogicky
ako v predchadzajicom telese z Vety méame Ok = Z[w] a pre diskriminanty
plati vztah

teda d(K) = —T7.

Euklidovskost Z[w]

Dalej ukdzme, ze Z[w] je Euklidov obor. Opit potrebujeme overit, ze

b1+2¢——7)(a+b1_\/_—7

N(a+bw) = (a+ 5

) =a*+ ab+ 2b°
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je pre a,b € Z Euklidovska norma, t.j.

s|t#0=[N(s)| < [N(®)],
Vst #0 3qr také, ze s =tqg+r, |[N(r)| <|N(t)],

kde s,t,q,r € Z[w].
Znovu pokial p € Z[w], z tvaru konjugdcii vo Vete dostdvame

N(p) = pp = |pl*,

kde |p| je absolitna hodnota p ako komplexného ¢isla.
N(0) =0 je zrejmé.
Ak s | t, teda s = tc pre nejaké nenulové ¢, potom

IN(0)| = [N(se)| = [sc|” = |s[* e* = [N(s)|IN ()|

a [N(s)| < [N (1),

Preto pokial p € Z|w] je invertibilny prvok, N(p) = +1. Z +1 = N(p) = pp
zasa plynie opaénd implikdcia, ked'ze p € Z[w].

Pre st € Z[w] majme podiel $ € C a sicasne ¢ nech je prvok Z[w] taky, ze
vzdialenost |§ — q! je minimalna mozna. Polozme r := s — tq, teda s = tqg+r a
zostava ukdzat |[N(r)| < |N(t)|.

Zakreslenim 3 do Gaussovej roviny dostdvame # ako prvok obdlznika (vnitra
alebo hrén) s hranami dlhymi § a g, kde ¢ € Z|w] je jeden z jeho vrcholov (podla
definicie vzdialenostne najblizsi alebo Tubovolny z najblizsich k ). Uhlopriecka

obdl7nika m4 podla Pythagorovej vety dizku ,/z—i+% = /2, teda vzdialenost

priesec¢nika uhlopriecok k vrcholom je ‘/75, ¢im dostavame |§ — q| < ‘/75 < 1, ¢ize

s 2
NG = Irf* = Is = tal* = [t | T = a| < [tP = IN ().

Jednotkova grupa

Z Vety priamo dostdvame 2-prvkovi grupu jednotiek U(Z[w]), teda
N(a+ bw) = a® + ab + 2b? = £1 len pre prvky u € {£1}.

3.1.3 Teleso Q(v?2)

Celistva baza a diskriminant

Nech K = Q(v/2), f(z) := mygolz) =1°=2.7 Vetyplynie Ok = Z[V?2]
a naviac z Vety a Dosledku [1.3.9]

D(lv\/i) = d(K)(OK : Z[\/ﬁ])Q =
= disc(f(2)) = disc(z* — 2) = 8.

Nésledne zo Stickelbergerovej vety d(K) = 8 a {1,/2} je celistva baza Ok.
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Triedova grupa

Znovu by bolo mozné overit euklidovskost O, no pre nage tcely bude stacit
ukdzat, Ze tento obor je Gaussov, preto volime rychlejsiu cestu pomocou Minko-
wského hranice.

Vieme, ze m := [K : Q] = 2. Oznacme r pocet redlnych korenov f(z), 2s
pocet rydzo komplexnych korenov f(z), t.j. v nasom pripade r =2 a s = 0.

Potom Minkowského hranica

MKz%(%f\/W:%\/@d,

takze existuje mnozina reprezentantov triedovej grupy H(K) zostavend z idedlov
normy mensej ako 2, z ¢oho nutne plynie, ze H(K) je jednoprvkova a podla Vety
je Ok Gaussov obor.
Norma a jednotky

Uvazujme

N(a+b0v2) = (a+bv2)(a — bvV2) = a® — 2% =

a,b € 7, teda grupu jednotiek dostaneme podla Vety rieSenim Pellovej rov-
nice. Fundamentalne riesenie je zjavne (a,b) = (1,1), preto jednotkova grupa je

tvorend prvkami
+(1+V2)",

kde n € Z.

3.1.4 Teleso Q(+/-5)

Celistva baza a diskriminant

Nech B =+/=5, K =Q(8), f(2) :==mgso(z) =22 +5a

D(1,8) = d(K)(Ok : Z|B])* =
= disc(f(2)) = disc(z* + 5) = 4(—5) = —20.

Ak by (O : Z[B]) = 2, potom d(K) = = 3(mod4), ¢o je v rozpore
so Stickelbergerovou vetou. Teda (O : Z[f D =1ad(K)=—-20, c¢ize {1,/—5}
je celistvd béza O ako Z-modulu a O = Z[v/— ] stlade s Vetou [3.1.1]
Triedova grupa

Vieme, ze m = [K : Q] = 2. Ozna¢me r pocet redlnych koreiov f(z), 2s
pocet rydzo komplexnych korenov f(z), t.j. v nasom pripade r =0 a s = 1.
Potom Minkowského hranica

(2 - 28

takze existuje mnozina reprezentantov triedovej grupy H(K) zostavend z idedlov
A, kde N(\) < 3.
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Jediné prvocislo mensie ako 3 je 2. Ked'ze
??+5=2"+1= (r+1)* (mod?2),
podla Vety rozklad (2) na prvoidedly v Z[v/—=5] je dany ako
(2) = VB + 1) = P

a teda
4= N(2) = N(P?) = N(P)2

z ¢oho plynie
N(P) =2.

Kandidatom na mnozinu reprezentantov grupy H(K) = CIl(Z[v/—5]) je
{Z[ \ _5]7P}7

pricom Z[/=5] je uréite hlavny ideal, v grupe prvok radu 1.

Idedl P hlavny nie je, pretoze neexistuje ziadny prvok ¢ + dv/—5 € Z[v/=5],
ktorého norma N (c+dy/—5) = ¢ +5d? je rovna 2. Preto P je v triedovej grupe
prvkom rédu 2 a Cl(Z[v/-5]) je grupa velkosti 2, t.j. = Z,.

Triedové ¢islo éiselného telesa Q(v/—5) vieme néjst aj prostrednictvom prog-
ramu Wolfram Mathematica 10.1 prikazom

NumberFieldClassNumber [Sqrt [5] *I].

Jednotkova grupa

Grupa jednotiek U(Z[v/—5]) je podla Vety m rovnako dvojprvkové, teda
u € {£1} st jedinymi jednotkami.
3.1.5 Teleso Q(v/58)
Okruh celistvych prvkov a diskriminant

Nech § = /58, K = Q(B), f(2) :=mpg(2) a

D(1,8) = d(K)(Ox : Z|))* =
= disc(f(2)) = disc(2* — 58) = 232 = 2329.

Ak by (Ok : Z[5]) = 2, potom d(K) = 58 = 2 (mod 4), ¢o vsak zo Stickelber-
gerovej vety nemdze nastat. Teda (O : Z[f]) = 1 a d(K) = 232. Z toho alebo
z Vety zéroven plynie okruh celistvych prvkov Oy = Z[/58].

Triedova grupa

Zrejme m = [K : Q] = 2, teda ked oznacime r pocet realnych korefiov f(z),
2s pocet rydzo komplexnych korenov f(z) (v nasom pripade r = 2 a s = 0),
vieme spocitat Minkowského hranicu My ako

| /4\° 2l
My = % (-) VIAE)] = 5v232 <8
e
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Takze existuje mnozina reprezentantov triedovej grupy H(K') zostavena z idedlov
A, kde N(\) < 8.

Vezmime preto prvocisla mensie ako 8 a postupne najdime rozklady idealov,
ktoré s nimi generované.

e Kedze
f(z) = 2> — 58 = 2* (mod 2),
rozklad (2) na prvoidedly v Z[v/58] podla Vety je dany ako

()=
kde
(2,V58), N(P) =2
e Obdobne
f(z)=2* =58 = (2 + 1)(2 +2) (mod 3),
teda
(3) = PP,
Py = (3,1+/58),
Py=(32+ \/_)
N(P) = N(P,) =
e Dalej

f(z) =2 —58 = (2* +2) (mod5),
(5) = @ je prvoideal.

e Na zaver

f(z)=2*-58=(2+3)(z+4) (mod7),
(7) = @Q1Qo,
Q1 = (7,3 + V/58),
Qs = (7,4 + V/58),
N(Q1) = N(Q:2) =T.

Teraz uvazujme vybrané prvky Z[v/58] tvaru k + /58, k € Z, ktoré zrejme
patria do niektorych z prvoidealov P,P;,P»,()1,)2 a ktorych normy obsahuji
v prvociselnych rozkladoch len prvocisla 2,3,7:

e 2+58 € P, Py; N(2+/58) = —2!33
34+68 € Q; N(3+ VB8) = —
4++/58 € P, Py; N(4++/58) = —213'7!
74+ V58 € Pi; N(T+ V/58) =

8+ 58 € P; N(8+ /58) = 213!

104+ /58 € P,Qy; N(10 + +/58) = 2'3'7!
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e 114 /58 € Qy; N(11 4 /58) = 327"

S pomocou tychto vztahov a vycislenych noriem ndjdime stvislosti medzi
triedami idedlov okruhu Z[v/58]. Ozna¢me triedu obsahujicu idedl I ako [I] a
triedu hlavnych idedlov jednoducho ako 1.

e Kedze 3+ 58 € Q1, Q1| (3+58). Ak by Qs | (3+/58), (7) = Q1Qs |
(3 4+ 1/58), ¢o zjavne neplati.

Nech 7 je maximélne mozné, ze Q) | (3 + /58). Potom (3 +1/58) = Q! B,
kde Q1 1 B, Q2 1 B a N(B) neobsahuje 7 v prvociselnom rozklade.

Porovnanim noriem dostavame

72 = N((3+V58)) = N(Q,)"'N(B) = T"N(B),
tedar =2, N(B) =1, B= (1) a (3+58) = @2, ¢ize Q? je hlavny ideal.
Méme [Qng] = [Q1]2 = 1

e Analogicky zoberme vzfah 74 /58 € Py, t.j. P, | (7 + v/58). Ak by P, |
(74 /58), (3) = PP, | (7+ /58), ¢o neplati.

Nech teraz r je maximdlne mozné, ze P| | (7 + v/58). Potom (7 + v/58) =
PIB, kde P, 1 B, P, 1 B, a N(B) neobsahuje v rozklade prvocislo 3.

Opét porovnanim noriem dostdvame
32 — N((7+ V/58)) = N(P)' N(B) = 3'N(B),

tedar =2, N(B) =1, B = (1) a (7T++/58) = P}, ¢ize aj P? je hlavny
idedl.
Takze [Plpg] = [P1]2 =1.

e Dalej 24+ V58 € PP, tj. P | (2++58), P» | (2+ /58), a preto aj
PPy | (2 ++/58). Potom existuje idedl B, ze (2 + v/58) = PP,B.

Vieme, ze
2133 = N(24V58) = N(P)N(P,)N(B) = 2'3'N(B),

teda N(B) = 3% a B sa mus{ rovnat bud P?, P§ alebo P, P,.
Ak B = P, P, potom

(2+V58) = PP,P,P, = PP5(3),

t.j. (3) | (2 + /58), ¢o neplati.
Ak B = P?, potom

(2+ V/58) = PP,P? = PP;(3)

a znova sa dostdvame do sporu, pretoze by muselo platit (3) | (2 + v/58).

Takze B = Pj,
(2 +V58) = PPy,
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z ¢oho plynie
[PI[P]* = [P][P5] = [P][P2] = 1
a teda

[P] = [P*Py] = [P].
Tymto dostdvame dals{ vztah [P] = [P] = [P].

e Eite sa pozrime na pripad 10 + /58 € P,Qy, t.j. P | (10 4+ /58), @ |
(10 + +/58), a preto aj PQ; | (10 + v/58). Podobne ako vyssie napisme
(10 + v/58) = P"Q; B, kde P,Q, | B.

Mame
213171 = N(P)"'N(Q,)*N(B) = 2'7'N(B),

teda N(B) =3 a B = P, alebo B = P,.

POkial’ B = P17 potom [Plel] — 1 a nasledne [Ql] — 1, ak B = PQ, potom
[PO1P) =1 a Q1] =1 tiez.

Dostdvame vztah [Q] = 1 = [Q-].

Zosumarizujme si, ze uz mame
[P] = [P] = [P],

[Q] = [Ql] = [Qz] =1,

t.j. nakolko mdme dve triedy idedlov 1,[P], je zrejmé, zZe triedovéa grupa bude mat
1 alebo 2 prvky.

Sktsme predpokladat, Ze triedova grupa je jednoprvkova a teda idedl P je
hlavny (spolu s nim aj vsetky ostatné). Potom nakolko N(P) = 2, z Vety
musf existovat prvok a+bv/58 € P, ktorého norma N (a+bv/58) = a®—58b* = +2.

Ked sa na rovnost a? — 58b? = £2 pozrieme modulo 29, dostdvame a? = £2
(mod 29), no (32) = —1, teda £2 nie je Stvorcom modulo 29 a a? — 58b* = +2
nemé modulo 29 rieSenie. V takom pripade ale rovnost nem4 rieSenie ani v Z a

to je spor, ¢im dostavame, ze triedova grupa Z[v/58] je nutne dvojprvkova.

Grupa jednotiek

Vsetky jednotky okruhu celistvych prvkov Z[v/58] ndjdeme vyriesenim Pello-
vej rovnice

N(a + v/58b) = a® — 58b? = =1,

kde fundamentéalne riesenie ziskané prikazom
NumberFieldFundamentalUnits [Sqrt [58]]

je (a,b) = (99,13). Ostatné jednotky si nésledne z Vety tvaru £(99 +
13v58)%, k € Z.
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3.1.6 Teleso Q(\/79)

Celistva baza a diskriminant
Nech 8 = V79, K = Q(B), f(2) = myq(2), potom
D(L,8) = d(K)(Ox : Z[f])* =
= disc(f(z)) = disc(2* — 79) = 316 = 2279.
Ak by (Ok : Z[B]) = 2, potom d(K) = 79 = 3 (mod 4), ¢o zo Stickelbergerovej

vety nemdze nastat. Teda (O : Z[f]) = 1, d(K) = 316, ¢ize ako hovori Veta
3.1.1} {1,v/79} je celistvéd béza Ok ako Z-modulu a Ox = Z[v/T79).

Norma a grupa jednotiek

Jednotky okruhu Z[+/79] vieme zistif podla Vety [3.1.6| riesenim Pellovej rov-
nice
N(a+ bV79) = a® — 790* = +1.
Fundamentalne riesenie je (a,b) = (80,9), preto grupu jednotiek U(Z[/79]) tvori
mnozina

{+(80 + 9VT9)* k € 7).

Triedova grupa

Opét oznatme r pocet realnych korenov f(z), 2s pocet rydzo komplexnych
koreniov f(z), teda r =2 a s =0 a polozme m := [K : Q] = 2.
Minkowského hranica

| /4\° 2l
My = % (—) VId(E)] = 55V/316 < 9,
T

takze existuje mnozina reprezentantov triedovej grupy H(K) zostavena z idedlov
A, kde N(\) < 9.
Uvazujme prvocisla mensie ako 9 a najdime rozklady idedlov, ktoré generuju.

e Mame
f(z) =279 = (2 +1)? (mod2),

takze rozklad (2) na prvoidedly v Z[v/79] je podla Vety

(2) = P2,
pricom
P=(21+V79), N(P)=2.
e Podobne
f(z) =2 =79= (24 1)(2 +2) (mod 3),
teda
(3) = P,
b= (371 + \/E),
Py = (3,2 +V79)



e Dalej
f(z) =279 = (2 +2)(z+3) (mod5),

(5) = Q1Q2,
Q1= (5.2 +V79),
Qs = (5,3 + V79),
N(Q1) = N(Q2) = 5.
e Na zaver
f(z)=22—-79=(2+3)(2z+4) (mod7),
(7) = Ry R,
Ry = (7,3+V/79),
Ry = (7.4 +/79),
N(R)) = N(Ry) = 1.
Vezmime niektoré prvky Z[v/79] tvaru k + /79, k € Z, ktoré patria do prvo-

idedlov P,Py,P,,()1,Q2,R1,Rs a ktorych normy obsahuju v rozkladoch iba prvocisla
2,3,5,7:

e 5+79 € P, Py N(5+/79) = —2!33

8+ 79 € Py, Qy; N(8 4 V/T79) = —3'5!

9+ /79 € P; N(9+ V/79) = 2

e 10++/79 € Py, Ry; N(10 +/79) = 3'7".

Dalej néjdime vztahy medzi triedami idedlov okruhu Z[v/79].

e Kedze 94+ 79 € P a |N(9+ V79)| =2 = N(P), P = (9 ++/79) je nutne
hlavny, teda [P] = 1.

o Kedze 8 + V79 € Po,Qy a [N(8 + V79| = 15 = N(P)N(Q,), P,Qy =
(8 +/79).
Analogicky 10 ++/79 € Py,R; a [N(10 4+ /79| = 21 = N(P,)N(R,), z ¢oho
plynie P Ry = (10 + \/@)
Tym dostavame vztahy [PQs] = 1, respektive [P R;| = 1, a nésledne
[PLPQo] = [P] = [Qo] = [PAR1Ry] = [Ry],
(PPl = [Bo] = [Ra] = [P2Q1Q2] = [Q1]-
e Zoberme este 54 /79 € P, Py, teda P | (54 v/79), Py | (5+ V/79), a preto
aj PPy | (5+/79).
Napisme (5++/79) = PP, B pre nejaky idedl B, porovhanim noriem dosta-
neme 2'3% = 2'13' N(B), z ¢oho jasne N(B) = 3%
Ak by B = PP, = (3), potom (3) | (5 + v/79), ¢o zrejme neplati. Rovnako
pokial B = P}, B = PP!P, = PPy(3) a znovu by muselo platit (3) |
(5++/79). Takze B = P} a (5 +1/79) = PP}, preto [PP}] = 1 a nakolko

uz vieme, ze P je hlavny idedl, nutne [P]* = 1 a potom [P] = [P P} =
[P5] = [P].
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Méme vztahy

[Pl =1,

[P1] = [Q2] = [Ra],
[P2] = [Q1] = [Ri],
[P]? =[],
[P =1,

teda triedova grupa bude zjavne mat najviac 3 prvky.

Keby H(K) bola dvojprvkovd, tak [P]* = 1. Nakolko vsak plati [2]> = 1,
nutne by potom aj [P;] = 1 a to je spor, pretoze by vsetky idedly boli hlavné.

Skisme dalej predpokladat, Ze triedova grupa je jednoprvkova a idedl Py =
() hlavny (spolu s nim aj vetky ostatné). Nakolko rovnica a? — 790 = —3 m4
raciondlne rieSenia, overenie neexistencie prvku normy 3 pouzitim kongruencii
analogicky ako pri telese Q(v/58) tentokrat nezafunguje, preto si ukdzeme alter-
nativny postup ako doviest tento predpoklad k sporu. Kedze P, = (a), potom

(@®) =Py =(5+ \/E)P*1 = (5+ \/E)(g + \/7_9)—17

a nakolko 9+1/@ = 9_§/@ a (5+\/@)2(9—\/@) = —174 279, dostavame

(a®) = P} = (=17 + 2/79).

7 toho plynie, ze
o® = (a4 bV79)° = u(—17 + 2v/79)

pre a,b € Z a u € U(Z[v/79]) jednotku okruhu celistvych prvkov.
K néjdeniu triedovej grupy uz zostava vyriesit len sistavy rovnic, ktoré vzniknu
roznasobenim vyrazov v rovnosti

a® = (a4 bV79)* = (80 + IVTI)*(—17 + 2v/79),

kde sa m6zme obmedzit na k € {0, 41} vzhladom na fakt, ze ostatné jednotky
st zahrnuté v tretej mocnine vSeobecného prvku okruhu.

e Ak k=0, mame
—17 4 279 = (a + bW79)?,

z toho dostavame suistavu
—17 = a® + 237al?,
2 = 3a*b + 79b°,
ktora celociselné rieSenie nem4.
e Ak k =1, sme v situdcii
(=17 4 2v/79)(80 + 9v/79) = 62 + TV79 = (a + bV/79),

teda
62 = a® + 237ab?,

7 = 3a*b + T9b°,

¢o opit nemd celociselné riesenie.
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e Ak k = —1, dostavame

(=174 2v79)(80 — 9v/79) = —2782 + 313V79 = (a + bV'79),
teda
—2782 = a® + 237ab?,
313 = 3a®b + 790°
a ani teraz celociselné riesenie neméme.
Neexistenciou riesenia ani jednej z rovnic dostavame spor s predpokladom,

7e idedl P, je hlavny a triedova grupa trividlna, teda musi platit, Ze tdto grupa
obsahuje prave 3 prvky (iné moznosti sme vylacili vyssie).

3.2 Kubické c¢iselné telesa

Dalej uvazujme kubické telesd definované korefiom ireducibilného polynému
stupiia 3 tvaru x3 + ax + b € Z[z]. V takych pripadoch vieme spocitat vieobecny
vzorec na diskriminant generujiceho prvku, z ¢oho nasledne vo vécsine pripadov
len pomocou tvrdeni z ivodnej kapitoly dostaneme okruh celistvych prvkov.

Veta 3.2.1. Nech a,b € Z su také, Ze 23+ ax + b € Z[x] je ireducibilng polyndém.
Dalej nech 0 € C je koreri 2° +ax +b a K = Q(0) je kubické teleso definované
0, pricom 0 € Ok. Potom

D(0) = —4a® — 27b°.

Doékaz. Nech f(z) :=myg(z) = 2*+ax+babd; = 0,0, 603 st konjugécie § nad Q,
ze
(x —01)(x — ;) (x — 03) = 2° + ax + .

Porovnanim koeficientov dostavame
01 + 02 + 63 - 07

9102 + ‘9203 + ‘9301 = a,
019293 == —b

Derivécia f(x) je

f(x) =32 +aq,

teda
F(00)F (02)f (03) = (367 + a)(303 + a) (305 + a) =

= a® 4+ 3a*(07 + 05 + 03) + 9a (0705 + 0303 + 0307) + 27620563
Dalej pozorujme, ze
07 + 05 + 03 = (01 + Oy + 03)* — 2(0105 + 0205 + 050,) = —2a,
9%6% + 0;9% + 932’9% - (9192 + 9293 + 9391)2 - 2916293(01 ‘|‘ 92 + 03) - Cl2,
9%6%93 - (919263)2 - b2,
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(0 f (02)f (05) = a® + 3a%(—2a) + 9a(a?) + 270> = 4a® + 2712
Z Vety nakoniec dostavame
D(0) = (—1)3 £ (01)f (62) f (05) = —4a® — 2707

3

K néjdeniu grupy jednotiek nam analogicky ako v pripade kvadratickych te-
lies zvacsa pomoze Dirichletova veta , no najskor potrebujeme vediet ako
vyzerd norma, najst predpis pre overovanie jednotiek a nasledne vyjadrit vsetky
odmocniny z jedne;j.

Veta 3.2.2. Nech a,b € Z si také, Ze 2° + ax + b € Z[x] je ireducibilng polyném
a dalej nech K = Q(0) je kubické teleso, kde 6> + af + b = 0. Ak Ox = Z[0],

potom norma vseobecného prvku tohto okruhu je dand predpisom

N(r + s0 +t0%) = r* — bs® + b*> + ars® + a*rt® — 2ar’t — abst® + 3brst.

Dokaz. Nech 0 = 601,05, 05 st konjugécie 6 nad Q, ze
(x —01)(x — ;) (x — 03) = 2° + ax + .
7 dokazu Vety uz vieme, 7e
0+ 0y + 03 =0,
0105 + 0203 + 050, = a,
0160205 = —b,

a zaroven
07 + 03 + 05 = —2a,

0705 + 0305 + 0307 = a*.
Naviac plati
0102 + 020, + 0,02 + 6205 + 0,02 + 0205 =
= (01 4 62)0105 + (01 + 03)0105 + (05 + 03)0505 =
= —010503 — 010503 — 010505 = —36,0505 = 3b,
takze
N(r + s0 +t0%) = (r + s6; +t07)(r + 0y + t05) (r + s03 + t03) =
=13 + 5%0,0.05 + t3(919293)2 + 7“82(9192 + 0505 + 056, )+
+rt2(0305 + 0505 + 0302) + r2s(0) + Oy + 03) + r°t(07 + 03 + 03)+
+5%010505 (0105 + 0905 + 00, )+
+rst(0105 + 0705 + 0,03 + 0303 + 0,05 + 0303) =
=73 — bs® + Ut + ars® + a®rt? — 2ar’t — abst® + 3brst.
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Dosledok 3.2.3. Nech ab € Z si také, Ze x° + ax + b € Z[x] je ireducibilny
polyndém. Dalej nech K = Q(@) je kubické teleso, kde 6> + af +b =0, a zdroveri
Ok =Z0). Ak r,s,t € Z splnaju

r3 —bs® + b2t3 + ars® + a®rt® — 2ar’t — abst® + 3brst = +1,

potom r + 50 + t6? je jednotkou Ok.

Dokaz. Tvrdenie vyplyva priamo z Vety a Vety .

Veta 3.2.4. Prvky +1 su vsetky odmocniny z jednej v okruhu celistvyjch prvkov
lubovolného kubického céiselného telesa.

Dokaz. Nech K je kubické teleso a ¢ primitivna k-t4 odmocnina z jednej v Ok.
Potom Q(¢) C K a teda [Q(¢) : Q] | [K : Q], kde [K : Q] = 3 z definicie. Velkost
rozsirenia

[Q(¢) : Q] = deg meg(xr) = ¢(k),

kde ¢ je Eulerova funkcia, takze dostdvame ¢(k) | 3. Z vlastnosti a predpisu Eule-
rovej funkcie neexistuje k, ze ¢(k) = 3, t.j. nutne k < 2. Ked'ze zjavne +1 € O
odmocniny z jednej su, ziadna d'alsia nemoze existovat. O

Na zéver este uvedme jeden vztfah medzi diskriminantom telesa a funda-
mentdlnou jednotkou.

Tvrdenie 3.2.5. Nech K je kubické teleso s diskriminantom d(K) < 0 a nech
u € U(Ok) je fundamentdlna jednotka takd, Ze v > 1. Potom

|d(K)| < 4u® + 24.

Dékaz. Dokaz je ¢isto technicky a je mozné ho nédjst ako Lemma 5.13 v [Mil14].

3

3.2.1 Redlne teleso dané korenom 2° + 2z + 1
Okruh celistvych prvkov a diskriminant

Nech f(z) := 23+ 2z + 1. Diskriminant disc(f(z)) je podla Vety rovny
disc(f(2)) = —4-2> —27-1% = —59

a ked'ze je zdporny, priamo z definicie md f(z) nutne jeden realny koren a 2 ¢isto
komplexné korene, t.j. 7 = 1 a 25 = 2. Oznaéme teda 6 realny korein f(z), 0’ a 0
zostavajuce dva a uvazujme teleso K = Q(6).
Kedze polyném f(z) je v Z[z] ireducibilny, m := [K : Q] = 3.
Potom
D(1,0,0%) = d(K)(Ox : Z[0])* = disc(f(z)) = —59
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a nakolko tento diskriminant je bezstvorcovy, d(k) = —59 a ndsledne {1,6, 6?} je
celistva baza Ok. Preto okruh celistvych prvkov O = ZI[d).
Diskriminant aj celistvii bazu telesa K vieme zistit i prikazmi

NumberFieldDiscriminant [Root[1 + 2 # 1 + # 173 &, 1]],
respektive

NumberFieldIntegralBasis[Root[1 + 2 # 1 + # 173 &, 1]].

Triedova grupa

Minkowského hranica
m! [4\° 314
Mgy =—1—-) VIdIK)==—-V59<3
K= pm (71’) (%) 3BT ’

takze existuje mnozina reprezentantov triedovej grupy H (K) zostavend z idedlov
A, kde N(\) < 3.
Vezmime 2 ako jediné prvocislo mensie ako 3 a polyném f(z) rozlozme modulo
2. Kedze
P 4+224+1=(2+1)(2*+ 2+ 1) (mod ?2),

rozklad (2) na prvoideély v Z[0] podla Vety je dany ako
(2) = PQ,

kde
P=(20+1),
Q=(20+0+1),
N(P)=2' N(Q)= 2%

Upravou vyrazu
O+1)°=30+1)°+50+1)=60"+30"+30+1—30>—60 —3+50+5=

=—14+60+30>+30+1—-30>—60—-3+50+5=2

dostédvame, ze (6 +1) | 2 a teda P = (0 + 1) je hlavny ide4l.
Nasledne
@+ 1)((0+1)>=3(0+1)+5) =2,

preto

2

—9+1:(9+1)2_3(9+1)+5:92+29+1_39_3+5:92_9+3

a@Q= 2P "= (0%) = (#* — 6 + 3) je tiez hlavny.
Tym sme dokézali, ze rad triedovej grupy h(K) = 1 a Z[f] je tiez oborom

hlavnych idedlov.
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Norma a jednotkova grupa

Vzhladom na to, ze K je redlne kubické teleso a r +s — 1 = 1, z Vety
existuje prave jedna fundamentédlna jednotka u > 1 okruhu Z[6] a grupu jednotiek
nasledne tvori mnozina {#u*, k € Z}.

Z Tvrdenia vieme, ze 59 = |[d(K)| < 4u® + 24, teda v nasom pripade
u > 2. Jednotkami st podla Dosledku prave tie prvky a+ b0+ c6?, a,b,c € 7Z,
ktoré spiﬁajli

N(a+ b0 + ch?) = a® — b* + & + 2ab? + 4ac® — 4ca® — 2bc* + 3abe = +1,

z ¢oho je zrejmé, 7e 0 je jednotkou. Numericky 0 ~ —0.4534, no —0~! =2 +6? =
2.2 > 2 musi byt jednotkou tiez. Ked'Ze nutne 1 < 2 + 6% = ! pre nejaké | € Z-
a zadroven V24 02 ~ 1.485 < 2, prvok 2 + 62 je iste hladans fundamentdlna
jednotka u.
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Kapitola 4

Aplikacia na prikladoch rovnic

V tejto kapitole budeme metédou faktorizacie v ¢iselnom telese riesit vy-
brané Diofantické rovnice. Tie budi vhodne zvolené tak, aby ich riesenia neboli
prilis technické, ale zaroven aby reprezentovali mozné tskalia, ktoré sa pri rieseni
rovnic touto metédou mozu vyskytnit. Tym by mali zaroven tvorit isty névod
na riesenie rovnic podobného typu.

Az po Sekciu vratane budeme pracovat v telese Q(7), kde celkovo prej-
deme 5 rovnic od jednoduchych po posledni najzlozitejsiu o troch premennych.
Na narocnosti pridaju rozne spoloc¢né delitele faktorov v okruhu celistvych prvkov.

V' Sekcii vyrieSime dve rovnice vo vypocetne zlozitejsich okruhoch ce-
listvych prvkov, v Sekcii sa budeme zaoberat nekone¢nou grupou jednotiek te-
lesa Q(\/ﬁ) a Sekcia bude patrit trom rovniciam, ktoré budeme rozkladat v te-
leséch s netrividlnou triedovou grupou, opit zoradenych podla niroénosti riesenia.
Pri vietkych tilohach budeme vyuzivat nadobudnuté znalosti z predchddzajicich
casti préce.

Nato sa v Sekcii dostaneme k rovnici, ktord budeme riesit rozkladom
v kubickom éiselnom telese a findlne ju dokdZeme previest na problém rieSenia
stistav rovnic podobnych Thueho rovniciam. Na zdver doplnime vztah k tedrii
eliptickych kriviek.

Hoci vicsina rovnic, ktorymi sa budeme zaoberat, si eliptické krivky, po-
dobnym spoésobom mozno rieSit aj rovnice s vy$sim exponentom pri y. Avsak
vysledné Thueho rovnice by v takom pripade vysli komplikovanejsie a rieSenie by
bolo zbytoéne menej priehladné.

4.1 Pythagorejské trojice

Zacneme prikladom vSeobecne znamej homogénnej rovnice celkového stupna
2, ktorej riesnim je mnozina vsetkych Pythagorejskych trojic, t.j. trojic priro-
dzenych éisel a,b,c € Z-g spliajicich rovnost a? + b2 = ¢, podobne ako v Pyt-
hagorovej vete pre diiky stran pravouhlého trojuholnika. Na tito tdlohu potom
v Sekcii nadviazeme zdanlivo podobnou tlohou, kde vsak jedna premenna
bude v tretej mocnine a priklad sa tym nalezite skomplikuje.
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4.1.1 Rovnica 22 4 y? = 22
Priklad 4.1.1. RieSme rovnicu

2yt = 22
Pozndmka. Pre prehladnost pocas rieSenia uvazujme (z,y,z) ako hladané riesenie
zadanej rovnice (podobne aj pri vSetkych nasledujucich prikladoch).

Elementarne tvahy

Na tivod sa obmedzme len na nezdporné rieSenia x > 0, y > 0, z > 0, nakolko
vSetky premenné si v rovnici v druhej mocnine, a preto vSetky zaporné hodnoty
by boli rieSenim tiez.

Ak z = 0, zrejme dostavame len trividlne rieSenie rovnice (z,y,z) = (0,0,0).
Ak x = 0, d'alsie riesenia budi v tvare (z,y,2) = (0,a,a), a € Zso. Symetricky
v pripade, ze y = 0, dostdvame rieSenia (x,y,2) = (a,0,a), a € Zso, a po cely
zvysok prikladu mozme uvazovat z,y,z kladné.

Dalej zjavne pokial d | x,y, potom aj d | z, t.j. ak ndjdeme nejaké riesenie
rovnice pre x,y nestudelitelné, d'alsimi rieSeniami budid aj vsetky jeho kladné
celociselné nasobky. Teda zaroven predpokladajme, Ze x,y si nesidelitelné.

Parita

Ak x, y si obe neparne, potom x? + y? = 2 (mod 4), ale 22 # 2 (mod 4)
pre Tubovolné z. Preto (kedze x, y nestdelitelné) mozme naviac predpokladat,
ze x, iy su opacnej parity (BUNO x neparne, y parne), z bude nésledne nutne
neparne.

Rozklad v éiselnom telese

Dalej pracujme v algebraickom ¢iselnom telese Q(7), respektive v jeho okruhu
celistvych prvkov, ktorym je podla Vety obor integrity Z[i], a rovnicu
prepisme do tvaru

@y’ = (v —iy) (e +iy) = 2°,

Vieme, ze Z[i] je Gaussov, t.j. ireducibilné prvky si nutne prvocinitele a exis-
tuje jednoznacny rozklad kazdého prvku okruhu. Norma vseobecného prvku a+ b:
je

N(a + bi) = a* + b°.
Nesudelitelnost faktorov

Bud 7 € Z[i] prvocinitel, ktory deli x — iy a x + 7y. Potom
T | 2z,

™ | 2iy,
N(7) | 422,
N(r) | 4y7,
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N(7w) = p, p prvoéislo, j < 2.

Z toho nutne plynie, ze N(w) = 2 a teda # ~ 1 + i. To ale znamen4d, ze
7% = £2i | 22, ¢o je spor s nepdrnostou z. Preto x — iy a x + iy musia byt
nestidelitelné.

Urc€enie rieSenia
Bud z = 7{'m52 ... m* rozklad z na prvocinitele. Z rovnosti

2y = (v —iy)(x +iy) = 22 = T m L mt
a nesudelitelnosti (z — 1y), (x + iy) dostdvame x + iy = u(a + bi)? pre nejaké
a€Z,beZ au jednotku.
UvaZzujeme kladné riesenia, takze podla Vety sta¢f predpokladat u €
{1,i}.

Ak u =1, mame
x+iy = (a+bi)* = a® — b* + 2abi,

teda x = a® — b%, y = 2ab a z = a® + b?.
Ak v = i, mame

z +iy = i(a+ bi)* = i(a® — b* + 2abi),

teda x = —2ab, y = a® — b* a z = a® + b?, ¢o je ale v spore s neparnostou z.

Overenie podmienok

Pre zistenie podmienok nestdelitelnosti x,y nech p je prvoécislo, ktoré deli
a® — b%, 2ab. Potom ale nastdva bud p | (a —b), alebo p | (a +b), a zdroven bud
p|2, p|aalebop|b.

Ak p | 2ap| (a+b), potom a+ b musia byt parne a teda a,b musia byt
rovnakej parity. V ostatnych pripadoch p | a alebo p | b a zaroven p | (a —b) alebo
p | (a+b), z ¢oho nutne plynie, ze p | a a aj p | b.

Preto z,y st nesidelitelné len vtedy, ked a,b si nestidetelitelné a naviac
opacnej parity.

Jednoznaénost riesenia

Predpokladdme z > 0, y > 0, z > 0, teda aj a®> — b* > 0 a 2ab > 0. Z 2ab > 0
plynie, Ze a,b maji rovnaké znamienko. Pripad a,b < 0 ale uvazovat nemusime,
pretoze vedie k rovnakému rieSeniu pre x,y,z ako pripad a,b > 0. Z a®> — b* > 0
nasledne plynie, ze a > b > 0.

Dostédvame riesenia v tvare x = a? — b, y = 2ab, z = a®> +b*, kde a > b > 0 st
nestdelitelné a opacnej parity. Naviac x +z = (a* —b%) + (a* +V?) = 2d%, 2 —z =

(a® +b*) — (a®* — b*) = 2b%, teda pre a,b kladné, a = /&2, b = /%52, Vidime,

ze a,b si urcené jednoznacne, teda najdené rieSenia si vzajomne disjunktné.
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Zhrnutie

Tymto sme ukazali, Zze pre Tubovolné ¢ > 0 vsetky kladné celociselné dis-
junktné riesenia danej rovnice (az na zamenu z,y) si:

r = (a* — V),
y = 2abc,
z = (a® + b%)c,

kde a > b > 0 st nestdelitelné a opacnej parity.

4.2 Siudelitelnost faktorov

V tejto sekcii ukdzme riesenia rovnic, pri ktorych bude existovat netrivialny
spolo¢ny delitel faktorov v okruhu celistvych prvkov Z[i], na ktoré sa vzdy jedna
strana prislusnej rovnice rozklada.

4.2.1 Rovnica 2> +4 = 3

Priklad 4.2.1. RieSme rovnicu
? +4 = >

Elementarne uvahy, parita

Ak by ktorékolvek z ¢isel z,y bolo nulové, zjavne nemame celociselné riesenie
rovnice. Dalej predpokladajme z # 0, y # 0.

Zaroven zrejme x,y si bud obe pédrne, alebo obe nepdrne. Tieto moznosti
postupne rozoberieme separatne.

Rozklad v éiselnom telese

Pracujme v ¢iselnom telese Q(). Okruh celistvych prvkov tohto telesa tvoria
podla Vety Gaussove celé ¢isla, t.j. obor Z[i], v ktorom existujui jednoznacné
rozklady prvkov na prvocinitele a norma vseobecného prvku a + bz je

N(a+ bi) = a® + b*
Nésledne vieme rovnicu prepisat do tvaru
2+ 4= (v +20)(z — 2i) = 1>

Nepéarne z,y — nestidelitelnost faktorov

Predpokladajme najskor, Ze x,y st obidve neparne. Nech 7 je taky prvocinitel,
ze m | (x + 21),(x — 2i). Potom

| ((x +2i) + (x — 21)) = 2z,
7| ((x+ 2i) — (x — 21)) = 44,
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N(7) | N(2z) = 427,
N(m) | N(4i) = 16.
KedZe predpokladdme x nepérne, z poslednych dvoch rovnosti nutne
N(rm) | 4.
Naviac vsak plati
N(m) | N(z +2i) = 2° + 4,

¢o znamena, ze
N(r) | 2%,

no v takom pripade N(7) = 1, ¢o je spor uvazovanym 7 ako prvocinitelom. Preto
T+ 2i, x — 2i s v Z[i] nestdelitelné a vzapéiti

x +2i ~ (a+ bi)?

pre nejaké a,b € Z, nakolko (z + 2i)(z — 2i) = y>.

Neparne z,y — rieSenie

Podla Vety [3.1.5]st jednotkami Z[i] prvky u € {&1, &i}. Kazdy prvok u z tejto
mnoziny sa da vyjadrit ako tretia mocnina nejakej (nie nutne roznej) jednotky,
t.j. u = v3 pre v € {£1,+i}. Preto ich v rozklade nemusime uvazovat a rovno
dostavame

r+2i = (a+ bi)>.

Roznésobenim ziskavame
r+2i = (a+bi)* = a® + 3ia®b — 3ab® — ib?,
nasledne porovnanim koeficientov
r = a(a® — 3b%),

2 = b(3a® — b?),

z ¢oho zrejme b € {£1, £2}, nakolko hladdme Z-rieSenia.

Pre b € {—1,2} celociselné riesenie druhej z rovnic nemame.

Pre b = 1 dostdvame a = £1 a dalej x = +2, no to je v spore s predpokladom
neparneho z.

Nakoniec pre b = —2 mame takisto a = +1, ale z tohto uz plynie x = +11 a
dosadenim do povodnej rovnice aj y = 5.

Zistili sme teda, ze (x,y) = (£11,5) je rieSsenim danej rovnice.

Parne 2,y — spoloéné delitele

Zostava sa venovat pripadu, ked z,y st parne ésla. Polozme x := 221, y := 2y,
a povodnt rovnicu upravme na tvar

(271 + 2i) (22, — 24) = 8y,
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nasledne
2]+ 1= (21 +i)(z — i) =295,

KedZe prava strana rovnice je zjavne parne ¢islo, £, musi byt nutne nepérne.
Lavd strana je potom kongruentnd 2 (mod 4), ¢ize aj y; musi byt nepdrne.
Dalej nech 7, je prvocinitel, pre ktory plati m | (z1 +4),(z1 — 7). Potom

m | 2i a N(m) | 4.

Zéroveni N(my) | (x5 4+ 1), ¢o vsak nie je delitelné styrmi, teda N () = 2.
Jediny prvok Z[i] normy 2 az na nasobok jednotkou je m; ~ 1+14, teda rovnicu
vieme upravit do tvaru

Qy% .3 l’1+i .’El—i
= iy} = . - .
(1+414)? 1+ 1+1

141 Ty —1 - 5 :
Potom | = +, , L) uz st nutne nesudelitelné, pretoze ak by existoval
141 141

prvocinitel 7y, ktory by bol ich spoloénym delitelom, muselo by platit

21
141

N(7r2)|N< ):N(1+z’):2

a N(ms) | N(y1)® = y$ nepdrne, ¢o je spor s predpokladom 7y ako prvocinitela.

Parne x,y — rieSenie

Nakolko —i = i3 je tretia mocnina jednotky, mézme ju zahrnit do vseobecného
prvku. Potom dostavame

$1+’i
141

= (a+ bi)’ = a® + 3ia®b — 3ab® — ib®
pre nejaké a,b € Z, teda
r1+i=(14+14)a® — (3 —3i)a’b — (3 + 3i)ab* + (1 —4)b>
a porovnanim koeficientov ziskavame
r1 = a® — 3a®b — 3ab® + %,

1 =a®+ 3a®b — 3ab® — b* = (a — b)(a* + 4ab + b?).

Preto a — b = +1 a z uvedenych rovnic musi byt (a,b) = (0, — 1) alebo (a,b) =
(1,0), z ¢oho plynie 7 = £1, x = +2 a y = 2.

Zhrnutie

Vsetky celociselné riesenia zadanej rovnice si

(x,y) = (£11,5) a (x,y) = (£2,2).
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4.2.2 Rovnica 2?4+ 4 = 33

Priklad 4.2.2. RieSme rovnicu

22 +4 =33
V tomto priklade vyuzijeme znalosti z predchadzajiceho vypoctu na rieSenie
podobnej rovnice.

Elementarne uvahy, parita, rozklad

Analogicky ako v Priklade predpokladajme nenulové z,y € Z rovnakej
parity a rovnicu prepisme do tvaru

(z + 26)(x — 2i) = 3g°.

Neparne 7,y — nestdelitelnost faktorov

Najskor uvazujme z,y nepdrne. Vieme, zZe jediny mozny spolocny delitel fak-
torov x + 24, x — 2i je prvok normy 2, t.j. 1 + ¢ a jeho nésobky jednotkami, no

zrejme 4 = 32 & 7). Cize x + 2i, © — 2i st nestdelitelné a nastava bud

(1+9)2 — 2i

x+2i = (a+ bi)?
alebo
x+ 2i = 3(a + bi)?

pre nejaké a,b € Z, nakolko 3 je v Z[i] nerozlozitelné.

Neparne z,y — rieSenie

Ak by nastal pripad x +2i = (a + bi)3, potom z riesenia Prikladu vieme,
7e x = £11, no potom by muselo platit 3y% = 125, ¢o Z-rieSenie nem4.

Ked by nastal druhy pripad x + 2i = 3(a + bi)3, nutne musf nastat z — 2i =
(a — bi)? a spor dostdvame obdobne.

Parne x,y — spolocné delitele

Teraz uvazujme x,y obe parne, opit polozme x = 2z, y = 2y; a povodnid
rovnicu upravime na
423 + 4 = 24y}

a nasledne
71+ 1 =6y,

Cislo 1 je neparne, pretoze druhé strana rovnice je parna. Zaroven y; musi byt
. ’ . Y ’ ’ . .

takisto neparne, inak by sa lava a prava strana rovnice nerovnali modulo 4.
Rozlozme vyraz 2 + 1 na

7+ 1= (z1 + 1) (z, — i)
a uvazujme rovnicu v tvare
(w1 + i) (zy — i) = 6y;.
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Opit analogicky ako v Priklade je prvok 1 + 4 spoloénym delitelom (x; +
i),(z1 — 1), ¢o znamena, Ze rovnicu vieme prepisat do tvaru

3’)1—’—7, [El—i . 3
:—3
(1+¢)(1+¢> 2k

kde (22 +,Z : 7)) s Z[i] nesudelitelné.
1+ 1+

Parne z,y — rieSenie

Preto plati bud

$1+Z N3
=3 b
G
alebo
ZL‘l—i N3
=3 b
I CRaL))

pre nejaké a,b € Z.
Ak by nastala prva moznost, potom

z1+1i=3(1+1)(a+bi)® =3((a® - 3ab* — 3a®b + b*) + i(a® — 3ab® + 3a%b — b?)),

z ¢oho by plynulo
1 =3(a — b)(a* + 4ab + b?),

¢o vSak nema Z-riesenie.
Rovnako nedostdvame riesenie ani pri druhej moznosti a tym sme ukazali, ze
zadand rovnica ziadne celociselné rieSenia nema.

4.2.3 Rovnica 22+ 36 = y3

Priklad 4.2.3. RieSme rovnicu
22 +36 = o>

Pri rieseni tejto rovnice znovu vyuzijeme vysledky predoslych prikladov.

Elementarne tvahy, parita

Zrejme v pripade nulového x ¢i y rovnica Z-rieSenie nema, takze predpokla-
dajme dalej z # 0 a y # 0.

Opit mozme predpokladat, Ze x,y st rovnakej parity a pracovat v ¢iselnom
telese Q(7), kde rovnicu prepiSeme na

(z + 66)(x — 6i) = ¢°.
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Neparne z,y — spolocné delitele

Uvazujme z,y neparne. Ak o € Z[i] je spolotnym delitelom x + 6i, x — 64,
potom
a | 12i,
N(a) | 144 = 232,
N(a) | (#* + 36) = y* neparne.
7 toho plynie
N(a) € {1,9},

nakolko rovnica a? + b* = 3 nem4 celo¢iselné riesenie a teda prvky normy 3 v Z|[i]
neexistuju.

Pokial N(«a) = 9, potom «a ~ 3 je spolo¢ny delitel x + 6i, z — 6i. V takom
pripade a | z, a | y a mdézme pouzit substiticiu z := 3z, y := 3y;, pricom z,y;
zostavaju neparne.

Rovnicu nésledne dostavame do tvaru

922 + 36 = 27y}
a teda
o] +4 = (11 + 2i)(z; — 2) = 37,

no z Prikladu vieme, ze celoc¢iselné riesenie tejto rovnice neexistuje. Preto
a ~ 3 nemoze byt spolotnym delitelom prvkov x + 6i, x — 6i a tie st v Z][i]
nestdelitelné.

Neparne z,y — rieSenie

V takom pripade
z+6i = (a+bi)® = a® + 3ia®b — 3ab® — ib®

pre nejaké a,b € Z a porovnanim koeficientov v imaginarnej zlozke ziskavame
rovnost

6 = 3a2b — b® = b(3a2 — b?).

To vsak znamend, ze b € {£1,+2, £3, 46}, no pri ziadnej z moznosti nedostdvame
celociselné riesenie pre a, teda ani pre z,y.

Parne z,y — spolocné delitele

Zostava predpokladat, Ze x,y st parne. Nech x := 2x,, y := 2y,. Rovnicu
prepiSme do tvaru
4x3 + 36 = 8ys,

respektive
x5+ 9 = (29 + 3i) (29 — 3i) = 245,

pricom s, uZz musia byt obidve nepdrne, inak rovnica o¢ividne nemd riesenie
modulo 4.
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Kedze prava strana rovnice je parna a ani jeden z clenov zy & 3i nie je de-
litelny dvomi, prvok 1 + ¢ musi opit byt spoloénym delitelom x5 + 3i, x5 — 3i.

Prenasobenim celej rovnice vyrazom > Ju dostavame do tvaru

(1+1)

—23— ZE2+3Z ZEQ—SZ
2=\ 14+i )

$2+3Z ,$2—3i

Ak (8 € Z][i] deli prvky T T , potom
67
=3(1+:
Bt =3(1+i)
N(B) | 18 = 32,
2
9
5]%; € Z nepérne.

Z toho plynie bud 8 ~ 3 alebo 8 ~ 1.
Predpokladajme najskor

To+ 31 9 — 31
1447 1+

V takom pripade 3 | —iy3, ¢ize 3 | y2, a potom aj 3 | z5. Substitticiou zo = 3z3 a
Yo = 3y3 dostavame rovnosti

o= (557) (55,

. .'173+'l l’g—i
— 38 =
s <1+i)<1+z’)’

uz musia byt nestdelitelné.

B~3]

r3+1 x3—1
1 _|— Z‘ , 1 + Z’ . 7’ .. 7’ . . 7 .
No to sme znovu v situdcii z Prikladu [£.2.2] ¢ize ani tdto vetva nevedie

k celoéiselnému rieSeniu povodnej rovnice. Zostdva uvazovat 3 ~ 1, teda Ze prvky
To + 3t To — 3t

14+¢ " 141

kde

st nestdelitelné.

Parne z,y — rieSenie

Potom mame
To + 31
1479

pre nejaké a,b € Z a dostdvame

Ty +3i = (1 +i)a® — (3 — 3i)a*b — (3 + 3i)ab® + (1 — i)b°.

= (a+ bi)® = a® + 3ia®b — 3ab® — ib®

Porovnanim koeficientov ziskavame rovnosti
Ty = a® — 3a®b — 3ab® + b,
3 =a" + 3a%b — 3ab® — b* = (a — b)(a® + 4ab + b*),

teda a —b € {£1, 42, +3}, no ani jedna moznost nevedie k celo¢iselnému rieseniu
druhej z rovnosti, a preto ani k rieSeniu povodnej rovnice.
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Zhrnutie

Dokézali sme, Ze ani rovnica 22 + 36 = y* Ziadne Z-riesenia nema4.

4.3 Rovnica o troch premennych

V tejto sekcii uvedme priklad rovnice troch premennych, pri ktorej rieseni
vyuZijeme postupy z predchddzajicich tloh a problém sidelitelnosti faktorov
eSte viac zovSeobecnime.

Priklad 4.3.1. RieSme rovnicu

Elementarne tvahy

Ak z = 0, rovnica m4 ocividne riegenia (z,y,z) = (0,a®,a®) pre vietky a € Z.
Symetricky v pripade ked y = 0, rieSenia st v tvare (z,y,2) = (a*,0,a?). Dalej
predpokladajme x # 0, y # 0 a nasledne nutne z > 0.

Rovnicu budeme d'alej riesit postupne v zavislosti na spoloénom deliteli z,y.

4.3.1 Rovnica 2% + y? = 2% s nestidelitelnymi z, y

Najskor vyriesme rovnicu v pripade, Ze x,y si nesidelitelné.

Parita

Z nestdelitelnosti priamo vyplyva, Ze z,y nemozu byt obe parne (mali by
spolo¢ného delitela 2), zdroveri nemézu byt ani obe nepéarne, pretoze potom by
22+ y? = 2 (mod 4), ¢o pre z* nemoze nastat. Teda x,y st opacnej parity, 2z je
neparne, z = 1 (mod 4).

Rozklad, nestdelitelnost faktorov
Pracujme opit v okruhu celistvych prvkov Z[i] a napiSme rovnicu v tvare

(z +yi)(x —yi) = 2°.

Ak 7 je prvocinitel a 7 | (z + yi),(x — yi), potom 7 | 22,2yi a teda bud 7 | 2,
alebo 7 | z,y. Druhd moznost avsak nastat nemoze, pretoze z,y st nesidelitelné.
Kedze 2 ~ (1 +4)?, © ~ 1+, no N(mw) = 2, ¢o nedeli z* nepdrne. Preto si
x + yi, v — yi nesudelitelné.

Urcenie rieSenia

Jednotky Z[i] st podla Vety {£1, i} a kazd4 z nich sa d4 napisat v
tretej mocnine, t.j. v tvare v pre v nejakd z jednotiek. Preto v rozklade x + yi
nemusime jednotky uvazovat a dostdvame

x+yi = (a+ bi)* = a® + 3iba® — 3ab® — ib*,
kde a,b € Z. Z toho plynie x = a®—3ab* = a(a*—3b*) ay = 3ba*—b> = b(3a*—b?),
nasledne
2>+ = 2° = a® + 3a'V? + 3a’b" +V° = (a® + %),
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Overenie podmienok

Pre zistenie podmienok nesidelitelnosti z,y nech ¢ je prvoéislo, pre ktoré
q | a(a® — 3b%),b(3a* — b?). Potom bud ¢ | a alebo ¢ | (a® — 3b*) a sucasne ¢ | b
alebo ¢ | (3a® — b?).

Nastdva teda bud ¢ | a,b alebo q | a,(3a® — b?) (respektive q | b,(a* — 3b?)), ¢o
vsak vedie opit k ¢ | a,b. Poslednou moznostou je ¢ | (a* — 3b%),(3a® — b?), z ¢oho
plynie ¢ | (3a® — 9b?),(9a* — 3b*) a nésledne ¢ | 8a?,8b%, teda ¢ = 2 alebo q | a,b.
Pripad ¢ = 2 vedie k tomu, Ze a® — 3b? je parne, a potom a,b musia byt rovnakej
parity.

Dostévame riesenia zadanej rovnice v tvare x = a(a® — 3b%), y = b(3a® — b?) a
z = (a® + V%), kde a,b € Z nestidelitelné, opacnej parity.

Jednoznacnost riesenia
Ak by (a,b) # (a1,by) viedli k rovnakému rieseniu, nastalo by
z+yi = (a+bi)® = (ay + byi)’.

a+bi

artbii La

\3
Potom (%) = 1, no taky prvok Z[i] rozny od 1 neexistuje, teda

nutne a = a1,b = by.

4.3.2 Rovnica 22 +1? = 2%, kde NSD(z,y)= p"

Dalej skiisme vyriesif rovnicu v pripade, ze NSD(z,y) je p*, p prvoéislo, k > 0.

Zjednodusenie, parita

Ak k=0 (mod 3), potom rovnicu vieme napisat v tvare

Pt + i) = p*,
kde z = p*x1, y = pPy1, 2 = p*/32,. Teda dostdvame rovnicu z2 + 32 = 2}, kde
21,71 nesudelitelné, no rovnicu v tomto tvare sme uz vyriesili vyssie.
Ak k=1 (mod 3),
P (af + i) = p*
kde z = pFz1,y = pPyr,z = p@F+tD/321 a z1,y1 nesidelitelné.
Ak k=2 (mod 3),
P ) = P
kde z = pFaq, y = pFyr, z = p®*+2/32, a x4,y nestdelitelné.
Zostava teda vyriesit rovnice tvaru

Pyt =pP
pre z,y nesudelitelné a j € {1,2}.

Vsimnime si, Ze 2 mus{ v oboch rovniciach zostat neparne, inak by x, y neboli
nestdelitelné.
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Spolocné delitele

Ak 3 je spolocny delitel x + iy,  — iy, potom 3 | 2z,2yi, N(B) | 4z% 4y?. Ale
z,y st nesudelitelné, teda N(3) | 4.

Ak by N(B) = 4, potom 4 | N(xz + z)
s nestudelitelnostou z,y. Takze N(3) € {1,2
nejaku jednotku wu.

= 2% + 9%, ¢o je opif v spore
, b ~1+ialeboﬁ:upre

Spoloény delitel normy 2

Méme N(B) =2 (t.j. B ~ 1+1). Nakolko z je neparne a 2 = N(3) | N(p’2?%),
p musi byt nutne 2. Rozdelme teraz tito tlohu na dve vetvy podla hodnoty
Je {12},

1. Ako prvii riesme rovnicu 2% + y? = 223, kde 1 + i je spoloény delitel x +
iy, x — 1y. Kvoli predpokladu nestidelitelnosti musia byt .,y obe nepérne.
Urcenie rieSenia

Prenasobenim rovnice vyrazom ﬁ ziskavame

3 . - .
21:—2.23: I—l—yl z yZ ,
27 141 141

kde %,% musia byt nestidelitelné (inak by norma spolo¢ného delitela

musela byt 2 a 2 nedeli 2® nepdrne).

Dalej prvok —1 vieme napisat v tvare v®, kde v = —1 je jednotka, ¢ize
dostavame i
T+ yi 3
- = (a+bi
1+ ( )

pre nejaké a,b € Z a teda
x4 yi = a® + 3iba* — 3ab® — ib® + ia® — 3ba* — 3iab® + b
Z toho plynie
r = a’ — 3ab® — 3ba® + b* = (a + b)(a® — 4ab + b*),
y = 3ba* — b* + a® — 3ab® = (a — b)(a* + 4ab + v?),
22 + 9% = 2a° + 6a’b* + 6a%b* + 20° = 223,
2 =a’®+ b2

Overenie podmienok

Pre zistenie podmienok nesudelitelnosti x,y nech ¢ je prvocislo, ¢ | (a +
b)(a® —4ab+b*),(a—0b)(a*+4ab+b?). Potom q | (a+b) alebo (a® —4ab+ b?)
a sucasne q | (a — b) alebo (a* + 4ab + b?).

Ak q | (a +b),(a —b), potom q | 2a,2b, t.j. ¢ | 2 alebo q | a,b. Pokial ¢ | 2,
a — b musi byt parne a a,b st rovnakej parity.

o7



Ak q | (a+0),(a* + 4ab+ b?), potom q | a* + 2ab + b* a teda q | 2ab. Pripad
q | 2 je rovnaky ako vyssie a pokial ¢ | ab, ¢ musi delit a aj b siicasne,
nakolko ¢ | (a + b).

Pripady q | (a—b),(a®—4ab+b?), respektive ¢ | (a® —4ab+b?),(a*+4ab+1?),
vedu k identickému vysledku.

Zistili sme teda, Ze rieSenia zadanej rovnice si v tvare
r = (a+0b)(a® — dab + b*),

y = (a —b)(a® + 4ab + b?),
z=a*+ b

kde a,b € Z nestdelitelné, opacnej parity. Z rovnakého dovodu ako vyssie
su tieto rieSenia urcené jednoznacne.

2. Ked j = 2, t.j. rovnica je v tvare 22 + y? = 423, dostdvame spor, pretoze
72 + y* = 0 (mod 4) plat{ len vtedy, ak z,y st stdelitelné.

Spoloény delitel normy 1
Mdme N(B) =1 (t.j. 8 ~ 1). Rozdelme tlohu na 3 pripady:
1. p parne prvocislo, p = 2,
2. p=3 (mod 4), ¢ize p je prvocinitel aj v Z][i],
3. p=1 (mod 4), ¢ize p sa v Z[i] rozkladé na (c + di)(c — di).
Postupne prejdime jednotlivé pripady zvIast.

1. p parne prvocislo, p = 2:

(a) j =1, t.j. 22 + y* = 22%
Pokial z + yi = 2(a + bi)3, plati x = 2(a® — 3ab?), y = 2(3a®b — ib?),
teda 2 je spoloénym delitelom x,y, ¢o je spor s ich nestdelitelnostou.
Ak by z +yi = (1 +1i)(a + bi)?, musi nastat x — yi = (1 +4)(a + bi)3,
¢o je spor s nestidelitelnostou x + yi, x — vi.
Ak nastane poslednd moznost, ¢ize x +yi = (a + bi)3, potom x — yi =
2(a + bi)? a sme znova v situdcii, ze 2 je spoloénym delitelom z,y.

(b) j =2, tj. 22 +y* = 42%
Rovnakym argumentom ako vyssie, teda x? + y?> = 0 (mod 4) len
v pripade, ak z,y su stdelitelné, dostdvame spor.

2. p=3 (mod 4):
(a) j=1,t.j. 22 +9* = pz*
Musf platit bud = + iy = p(a+ bi)? alebo x — iy = p(a+ bi)3. V oboch

pripadoch vsak x,y si ndsobkami p, teda stdelitelné, ¢o je spor.

o8



(b) 7 =2, t.j. 2% +y* = p?z>:
V pripade, Ze z+iy = p*(a+bi)3, ,y si ndsobkami p, teda sidelitelné.
V pripade x + iy = p(a + bi)*® dostdvame spor s nesidelitelnostou
(z +1y),(z — iy) ihned.
A pokial x + iy = (a + bi)3, potom z — iy = p?(a + bi)3, teda opit z,y
su nasobkami p.

3. p=1 (mod 4), ¢ize p =2 +d? = (c+ di)(c — di)

(a) j =1, t.j. 22 +9* = pz*

Urc€enie rieSenia
Ak z+iy = p(a+bi)?, respektive x+iy = (a+bi)?, dostdvame obdobne

ako vyssie spor s nestdelitelnostou z,y.
Ak z + iy = (c+ di)(a + bi)3, potom

z = a’c — 3ab*c — 3a*bd + b3d,

y = 3a’bc — bPc + a’d — 3ab?d.

Nasledne
2?4+ y? = (a® + 07 (® + &?) = (P + d*) 2P,
2 =a%+ .

Pripad = + iy = (¢ — di)(a + bi)? je symetricky.

Overenie podmienok

Pre ziskanie podmienok na nestdelitelnost x,y predpokladajme, Ze g
je prvocislo, ¢ | x,y. Potom q | (x + yi) = (c + di)(a + bi)3, kde ¢ + di
je prvocinitel Z[i].

Ak ¢ = 3 (mod 4), q je prvocinitel v Z[i], ¢ | (a + bi)3. Nésledne
q|(a+bi)aq]|apb.

Ak g =1 (mod 4), ¢ = (¢1 + di1)(c1 — dqi) | (¢ + di)(a + bi), z ¢oho
plynie bud ¢ | a,b (pripad ¢ + di # ¢; + dyi), alebo (¢ — di) | (a + bi)
(inak).

Zostava uvazovat ¢ = 2. Potom ¢ = 2 = (1 +14)? | (¢ + di)(a + bi)?,
teda (141) | (a + bi), o znamend, Ze a,b si rovnakej parity (inak by

“£% nebol prvok Z[i]).

Teda aby x,y nemali spoloéného delietela, musi platit, Ze a,b st opacénej
parity, nestdelitelné a naviac (¢ — di) 1 (a + bi).

(b) j =2, tj. 22 +y* = p2>:
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Urcenie rieSenia
Ak x + iy = (c + di)*(a + bi)?, potom
r = a’c® — 3ab*c® — 6a*bed + 20%cd — a*d? + 3ab*d?,
y = 3a*bc? — b’c? 4 2a’cd — 6ab*cd — 3a*bd* + b*d*.
Dostdvame z? + y? = (¢® + d?)?*(a® + b*)3, z oho 2z = a® + °.
Pripad x + iy = (¢ — di)*(a + bi)? je opét analogicky.

Vsetky ostatné moznosti musia obdobne ako vyssie viest k stidelitelnym
z,y (pripadne x + iy, T — iy), ¢o nemoze nastat.

Overenie podmienok

Pre ziskanie podmienok na nesidelitelnost x,y znovu predpokladajme,
ze q je prvocislo, ¢ | x,y. Potom q | (z + yi) = (¢ + di)?*(a + bi)?, kde
(¢ + di) je prvocinitel Z][].

Ak ¢ = 3 (mod 4), potom ¢ je prvocinitel v Z[i], ¢ | (a + bi), a preto
q | (a+ bi) a nasledne ¢ | a,b.

Ak ¢ =1 (mod 4), ¢ = (c1 + dyi)(cy — dq3) | (¢ + di)(a + bi), z ¢oho
opét plynie bud

q|ap, v pripade, ze ¢+ di # ¢, + dyi, alebo
(¢ —di) | (a+bi), inak .

Pokial ¢ = 2, dostavame q = (1 +1)? | (¢ + di)*(a + bi)3, teda (1 +1) |
(a + bi) a a,b s nutne rovnakej parity.

Jednoznac¢ne urcené riesenia tejto rovnice su teda
r = a’c® — 3ab*c® — 6a’bed + 2b%cd — a®d? + 3ab*d?,
y = 3a°bc® — b3c® + 2a’ed — 6ab*ed — 3a*bd® + VP2,
2z =a®+ 17,

kde a,b st nesidelitelné, opacnej parity a (¢ — di) { (a + bi).

4.3.3 Rovnica 2 + y?> = 2% vo vSeobecnom tvare

Zostava vyriesit pripad, kedy spoloény delitel z,y je nejaké vseobecné éislo
[1p%. Pririeseni uz nebudeme postupovat tplne detailne, ale odvoldme sa na rov-
naké postupy pouzité v tivahach v predchadzajicich krokoch.

Rovnicu vieme analogicky prepisat do tvaru

2yt = (x4 yi) (e —yi) = HpT""z?’ =: 2923,

kde x,y st nestudelitelné, k. € {0,1,2}, j € {0,1,2}.

Pouzitim obdobnych dvah ako vyssie je zrejmé, Ze pokial j = 2, dostdvame
spor s nesudelitelnostou x,y. Rovnako dostdvame spor v pripade, ked p, = 3
(mod 4) pre akékolvek s.
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Zaoberajme sa teda uz len pripadmi, kedy ziadna z tychto moznosti nenastane
a vsetky p, | d st v tvare (¢, + d,i)(c, — d,1).

Ako prvy rozmyslime pripad j = 0. Opit dostdvame jednoznacéne uréené
rieSenia v pripade

r+iy = H(CT +id, ) (a4 bi)?,
2z =a* + b7,

kde a,b si nestdelitelné, opacnej parity, a zéroven pre vsetky r plati (¢, — d,7) 1
(a + bi).

Druhou moznostou je j = 1. V pripade, Ze © — iy, x — iy si nesidelitelné,
dostdvame spor rovnako ako vyssie. Ak 1+ je ich spoloénym delitelom, rovnicu

vieme prepisat do tvaru
_ids ) T — Yl
1+ 1+

ateda z +iy = di(1 +i)(a+ bi)?, kde d; | d.
Znovu analogicky dostdvame riesenia rovnice, ked
v+iy = [[(er +id)* (1 + i) (a + bi)?,
z=a*+ b,

kde opét a,b st nestdelitelné, opacnej parity, a stucasne pre vetky r plati (¢, —
d.i) 1 (a+ bi).

4.4 Netypicky okruh celistvych prvkov

Dalej ukdzeme dva priklady rovnic, pri rieseni ktorych budeme musief praco-
vat vo vypocetne narocnejsich okruhoch celistvych prvkov.

4.4.1 Rovnica 2?43 =3

Priklad 4.4.1. RieSme rovnicu

22 +3 =y

Elementarne tvahy, parita

Ak by jedno z ¢isel x alebo y bolo nulové, rovnica zjavne nema celocislené
riesenie, t.j. predpokladajme x # 0 a y # 0.

Ak z, y st rovnakej parity, potom 2?2, 3® st tieZ rovnakej parity a x? + 3 # 1.
Pokial je y pdrne, y> = 0(mod8), z ¢oho plynie, Ze x> = 5 (mod 8), ale 5 nie je
kvadraticky zvy$ok mod 8. Teda moézme d'alej predpokladat, Ze y je neparne a x
parne.

Rozklad v ¢éiselnom telese

Dalej pracujme v algebraickom ¢iselnom telese Q(y/—3), respektive v jeho

okruhu celistvych prvkov, ktorym je podla Sekcie Euklidov obor Z[w], kde

14+v/-=3
2

2 4+3=(x—vV-3)(z+vV=3)=(z— (=14 2w))(z + (-1 +2w)) = ¢*.

w = , a rovnicu prepisSme do tvaru
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Nestidelitelnost faktorov

Bud 7 € Z|w] prvocinitel, ktory deli z — /=3 a x + v/—3. Potom
7| 2z,

7| 2v -3,

teda 7 | 2 alebo 7 | #,4/—3. Minimalny polyném f(z) zo Sekcie je modulo 2
ireducibilny, teda podla Vety je 2 prvocinitel Z[w]. Potom ale pripad 7 | 2
vedie k sporu, pretoze m = 2 by muselo delit 3, ktoré je neparne.

Méame 7 | /=3 = —1+ 2w, teda N(7) | N(—1+42w) = 1 —2+4 = 3. Nakolko
7 je prvocinitel, uréite N(7) = 3 a nasledne m ~ 1 + w, pretoZe iny prvok normy
3 neexistuje (konjugovany prvok 1 + w = 2 —w je takisto len nasobok jednotkou).

Aleked (1+w) | (x—+v/=3), (z++v/=3), nutne (1+w)? =3w ~ 3 | 23+3 = 33
a teda 3 | x,y. Substiticiou = := 3z; a y := 3y; rovnicu dostdvame do tvaru

972 + 3 = 27y},

ktora nema rieSenie modulo 9 a nésledne ani Z-rieSenie.
Takze neexistuje predpokladany prvocinitel 7 s normou rovnou 3, teda x —

V=3 a x + v/—3 musia byt nestidelitelné.
Urcenie rieSenia
Z rovnice
P43 = (e = V3w +V=3) = (2 - (14 2w))(w + (-1 4+ 20)) = 4
dostavame
T+V-3=x+(-1+2w) =ula+bw)’ =
= u(a® + 3(—1 + w)ab® + 3wa®b — b*)

pre nejaké a,b € Z a jednotku u € {l,w,w?} (ostatné jednotky z Vety
nemusime uvazovat samostatne, nakolko —1 = (—1)?).
Ak v = 1, mame
r—1=a*—3ab® - 1?,

2 = 3ab® + 3a’b,

no pretoze % nie je celé ¢islo, tento systém rovnic nema Z-riesenie.
Ak u = w, dostavame

T+ (=14 2w) = wa® — 3ab® + 3(w — 1)a®b — wb®,
r — 1= —3ab® — 3a’b,
2=0a’+3a’b -1’

pricom druhd rovnica nemé rieSenie modulo 9, takze opit celociselné rieSenie
neexistuje. Rozbor modulo 9 overime prikazom

Table[Mod[a"3 + 3ab~3 - b~3, 9], {a,0,8}, {b,0,8}].
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Ak u = w?, rovnica je v tvare
T+ (=14 2w) = (w—1)a® — 3wab® — 3a*b — (w — 1)b*,

¢im dostavame
r—1=—a®—3a’b+ b,

2 =a® — 3ab® — b
a ani v tomto pripade druhd rovnica nie je riesitelnd modulo 9, teda nie je
riesitelnd ani v Z.
Zhrnutie

Dokazali sme, Ze rovnica 2% + 3 = y® nem4 ziadne Z-riesenie.

4.4.2 Rovnica 22+ 7 =3

Priklad 4.4.2. RieSme rovnicu
2+ 7 =19

Elementarne tvahy, parita

Ak by jedno z cisel x alebo y bolo nulové, rovnica zjavne nema celoc¢islené
riesenie, t.j. © # 0 a y # 0.

Ak z, y st rovnakej parity, potom 22, 3/® st tiez rovnakej parity a x2 +7 # 1.
Preto mozme predpokladat, Ze x, y maju paritu opac¢nti.

Rozklad v ¢éiselnom telese

Dalej pracujme v algebraickom ¢fselnom telese Q(+/—7), respektive v jeho

okruhu celistvych prvkov Z[w], kde w = HT‘E podla Sekcie . Vieme, Ze obor
Z|w] je Euklidov, preto rovnicu prepisme do tvaru

P4 T7=(-V-TN+V-T7) = (- (-1+2w))(z+ (-1 +2w)) = ¢>.
Spoloéné delitele faktorov
Nech 7 € Z[w] je prvocinitel, ktory deli z — /=7 a x + y/—7. Potom

T | 2z,

|2V -7,
z ¢oho plynie bud 7 | 2 alebo 7 | x,v/—7. Ak 7 | /=7, musi platit

N(m)=7|N@x+V-T) =22 +7=1>

Tento pripad avSak vedie k sporu, nakolko 7 | 4* implikuje 7 | y a ndsledne 7 | z,
z ¢oho substiticiou x := 7x; a y := Ty, rovnicu dostavame do tvaru

727 + 1 = 49y;,
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ktord nema rieSenie modulo 7 a néasledne ani v Z.
Takze nutne 7 | 2. Minimalny polyném zo Sekcie f(z) = myo(z) sa
modulo 2 rozklad4d na

f(z)=2—2+2=2(1+2) mod 2,
teda podla Vety
(2) = (2) (2w +1).

Zjavne (2w) = (w) a Euklidovym algoritmom dostdvame (2w + 1) = (1 — w),
¢ize 2 sa v Z[w| rozkladd na 2 = w(1l — w).

RiesSenie pre parne x

Najskor vyriesme pripad, kedy = je pdrne a y neparne. Ak 7 | 2, potom
N(m) =2 | 3 nepédrne, ¢o je spor, preto x — /=7, ¥ + /=7 st nestidelitelné.
Nakolko w? = w—2, w?® = —2—w a pre jednotky plat{ £1 = (£1)3, dostdvame

T+vV-T=2—142w=(a+bw)=a’+3a’bw + 3ab’w — 6ab* — 2b°> — wb®

pre nejaké a,b € Z.
Nésledne
2 = 3a?b + 3ab® — b* = b(3a* + 3ab — b*),

teda b € {£1,42}, no pre tieto pripady neexistuje celo¢iselné a, ktoré rovnicu
splna.

RieSenie pre neparne x

Uvazujme dalej x neparne a y parne. Polozme y := 2y; a uvazujme rovnicu
v podobe
22+ 7= (2y) = 8y

Nakolko z je neparne a teda Ii(ﬁ) - xi@;—l) c7

[w], dostavame 2 | (z £
v/=7) a rovnicu mozme prepisat na

() (=) e

kde ”\F,“”_‘ﬁ uZ zjavne musia byt nestdelitelné.

Riesme jednotlivé mozné pripady samostatne:

1. Ak
V=T — 142
x+2 _z 2+ w:(a+bw)3:
= a® + 3a*bw + 3ab*w — 6ab® — 26> — Wb,
potom

r—1=2a%—12ab* — 45,
1 = 3a®b + 3ab? — b* = b(3a® + 3ab — b?),

t.j. b € {£1} a ndsledne (a,b) = (0, — 1) a (a,b) = (1, — 1), z ¢oho ply-
nie z = £5. Dosadenim tychto x do povodnej rovnice vSak nedostavame
celoCiselné rieSenie pre y, a preto ani v tomto pripade celociselné riesenie
rovnice nemame.
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2.

Ak
3:+\/—7_a:—1+2w
2 N 2

a:—\/—7_x—|—1—2w
2 - 2

= 2(a + bw)?,

potom

= (a + bw)®

r+1=2a>— 12ab* — 4b°,
—1 = 3a’b + 3ab® — b* = b(3a® + 3ab — b*),
z ¢oho dostavame mnozinu rieseni druhej rovnice

(a,b) = (—1,1),(0,1)

a nésledne opit x = 45, teda analogicky rieSenia originalnej rovnice ne-
dostavame.

Ak g;+\/—_7:a:—1+2w:w(a+bw)3:
2 2
= a*w — 6ab’w — 2b°w + w(3a®b + 3ab® — b*) — 2(3a*b + 3ab® — b*) =
= —6a’b — 6ab* + 2b° + w(a® — 3ab® + 3a®b — 3b%),
potom

1 = a® — 3ab® + 3a®b — 3b°,
x =1+ 4> — 12a%b — 12ab>.

Prva z vyslednych rovnic je Thueho rovnica, ktorej celo¢iselné riesenia
ziskané prikazom

Solve[l == a"3 - 3ab”2 + 32”2 b - 3b"3, {a,b}, Integers]

su (a,b) = (1,0),(—2,3). Z druhej rovnice potom dostdvame = € {1,181},
nésledne z povodnej rovnice (z,y) = (1,2), respektive (z,y) = (181,32).

Ak

V=T —14+2

2 2
potom

o Ve 1-2

T —/ 7:x+ w:w(a+bw)3

2 2

a

= —1+4b> — 12a®b — 12al?,
—1=da’ - 3ab®* + 3a’b — 3b°.
Opit dostdvame Thueho rovnicu a mnozinu jej rieseni
(a7b> = (2a - 3)7 (_170)7
z coho dalej plynie x € {—181, —1} a finélne (z,y) = (—181,16), respektive
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Zhrnutie

Rovnica 2% + 7 = y> m4a Z-rieSenia

() = (£1,2),(£181,32).

4.5 Nekonecna grupa jednotiek

Nasleduje priklad rovnice rieSenej v redlnom kvadratickom telese s nekoneé¢nou
jednotkovou grupou.

4.5.1 Rovnica 2?2 —2 =3

Priklad 4.5.1. RieSme rovnicu

v?—2 =1y

Elementarne tvahy, parita

Znovu mozme trividlne predpokladat x # 0, y # 0.

Ak by z, y boli roznej parity, potom 22 —2, y3 st tieZ roznej parity a nerovnaji
sa. Ak st obe parne, > = 0 (mod 4), no pre 2 — 2 to nikdy nenastane. TakZe
mame z, y obe neparne.

Rozklad v éiselnom telese

Rozlozme rovnicu v algebraickom ¢iselnom telese Q(v/2) a jeho okruhu ce-
listvych prvkov, ktorym je podla Sekcie Gaussov obor Z[v/2], ¢m ju vy-
jadrime ako

P 2= (o V) - V) =i
Nestidelitelnost faktorov
Nech 7 € Z[v/2] je prvoéinitel, ktory deli # — /2 a = + v/2. Potom
7| 2z,

T 2v2

a nasledne 7 | 2 alebo 7 | v/2,2. Jedinym takym prvocinitelom moze byt m ~ /2,
no potom N(7) = —2 | 2%, ¢o je spor, pretoZe x uvazujeme neparne.
Takze © — /2 a 2 + /2 st nestdelitelné a dostdvame
T4+ V2 = u(a+ bv2)>?
pre nejaké a,b € Z a u € U(Z[V2]) = {£(1 ++/2)", n € Z}.
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Urcenie rieSenia
Sta¢f ndm vyriesit len 3 rozne pripady
we{(1+v2), je{-101}},

kedZe vietky ostatné jednotky vieme napisat v tvare uv?, kde u je jedna z troch
uvazovanych a v bude sti¢astou vieobecného (a + bv/2)3.

1. Ak
4+ V2= (a+bv2)* = d® + 3a°bV2 + 6ab* + 2v/2b°,

porovnanim koeficientov dostdvame rovnost
1 = 3a%b + 2b® = b(3a® + 2b%),
ktora zjavne nema celociselné riesenie.

2. Ak
z+ V2= (1+V2)(a+bvV2)?

dostavame rovnice
1 = a® + 3a®b + 6ab® + 2b°,

z = a® + 6a%b + 6ab® + 4b°
a rieSenim Thueho rovnice
Solve[l == a"3 + 3a"2 b + 6ab”2 + 2b"3, {a,b}, Integers]
ziskavame riesenie (a,b) = (1,0), potom = 1 a nésledne y* =1 -2 = —1,
Cize y = —1.
3. Na zdver pokial

r+V2=(1+V2)a+b0v2)?

ziskavame

(=1 +V2)(a + bV2)?,

1 = a® — 3a®b + 6ab® — 2b°,
r = —a® + 6a®b — 6ab® + 4b°,
a analogicky (a,b) = (1,0), z = —lay = —1.

Zhrnutie
Rovnica 2% — 2 = y3 m4 Z-riesenia

(x,y) = (£1,-1).

4.6 Netrivialna triedova grupa

V prikladoch tejto sekcie budeme klast doraz na hladanie triedovej grupy a
nasledné pocitanie s idedlmi prislusnych okruhov celistvych prvkov. Za¢neme rov-
nicou riesenou v &selnom telese Q(y/—5), kde algoritmus pre hladanie triedovej
grupy nacrtnuty v uvodnych kapitolach pouzijeme len v zjednodusenej podobe,
no na nu nadviazeme rovnicami v telesach Q(v/58) a Q(v/79), ktoré uz budu
vyzadovat vyuzitie vybudovanej tedrie spolu s netrivdlnymi vypoétami v plnej
miere.
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4.6.1 Rovnica 22+ 5 =13

Priklad 4.6.1. RieSme rovnicu

v? +5 =1y

Elementarne tvahy, parita

Ak by jedno z ¢isel x alebo y bolo nulové, rovnica celocislené riesenie nema,
teda mame x # 0 a y # 0.

Ak z, y st rovnakej parity, potom 22, 3® st tiez rovnakej parity a x2 +5 # 1.
Pokial je y pdrne, y*> = 0(mod8), z ¢oho plynie, Ze x*> = 3 (mod 8), ale 3 nie je
kvadraticky zvySok mod 8. TakZe mozme predpokladat, Ze y je neparne a x parne.

Rozklad v ¢iselnom telese

Pracujme v algebraickom ¢iselnom telese Q(y/—5), teda podla Sekcie m
v okruhu celistvych prvkov Z[/—5], kde rovnicu vyjadrime ako

2> +5= (v —V=5)(r +v-5) = >

Obor Z[v/—5] ale nie je Gaussov, ireducibilné prvky nie st nutne prvocinitele,
teda nemame zaruéeni jednoznacnost faktorizacie prvkov okruhu. Nakolko ale je

to okruh celistvych prvkov ¢iselného telesa Q(v/—5), podla Vety ide o De-
dekindov obor, a preto rozklad idedlov okruhu na prvoidedly uz jednoznaény je.

Komaximalita faktorov
Bud @ € Z[v/—5] prvoidedl, ktory deli (x —+/=5) a (z + /—5). Potom
Q| (22),

Q| (2v-5),
N(Q) | N(x ++/=5) = 2® + 5 neparne a
N@Q) =7, j<[QW=5):Q] =2

Z toho plynie, ze N(Q) | 42% a N(Q) | (225) = 20, teda N(Q) = 5 (ostatné
delitele 20 st parne, alebo je to 1, ¢o by bol spor s definiciou @) ako prvoidedlu).

Predpokladajme preto N(Q) = 5. Nakolko N(Q) | 42%, N(Q) musi delit aj
r? a aj z. Potom ¢ = 22 + 5 = 0 (mod 5), teda y = 0 (mod 5). Ale 5 = y> — 22
je ndsobok 25, ¢im dostdvame spor, a preto idedly (z — +/=5) a (z + v/—5) st
komaximaélne.

Zostavenie stistavy rovnic

Z komaximality idedlov (x — +/—5) a (z + +/—5) a rovnosti (r —+/—5)(x +
v/=5) = I? pre nejaky ideal I dostavame, Ze

(x+v/=5) = J3,
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kde J je takisto nejaky idedl Z[y/—5]. Stcasne kedze |CI(Z[v/=5])| = 2, J? je
hlavny ideal. Nakolko ale J? aj J* st hlavné, potom z Vety 2.4.3| aj J musi byt
nutne hlavny ideal.

V takom pripade ale

T+ V=5 = ud?,

kde u € {£1} je jednotka Z[v/—5] a § € Z[/—5]. Nakolko ale +1 = (£1)3, ud?
vieme napisat v tvare v3, pre nejaké v = a + bv/—5 € Z[v/—5]. Rozndsobenim
dostavame

x4+ +v—=5 = (a® + 3a*by/—5 — 15ab* — 5b°/—5) =
= (a® — 15ab®) + v—5(3a’b — 5b%),
z ¢oho plynu nutné podmienky na rieSenie povodnej rovnice:

zr = a® — 15ab?,

1 = 3a%b — 5b° = b(3a* — 5b%).

Urcenie rieSenia

Nakolko 3a% — 5 # £1 v Z, vidime, ze druha podmienka je v Z nesplniteln4,
teda ani povodna rovnica 2% + 5 = 33 Ziadne celo¢iselné riesenie nemsé.

4.6.2 Rovnica 2% — 58 = 3

Priklad 4.6.2. RieSme rovnicu

r? — 58 = .

Elementarne tvahy, parita

Ak by x alebo y bolo nulové, rovnica jasne nema celocislené riesenie, ¢ize x # 0

ay #0.

Ak by z, y boli réznej parity, aj 22 — 58 a y® st rovnako roznej parity a dana
rovnica nema riesenie. Ak by z a y boli obe parne, 2> —58 = 2 (mod 4), no y* = 0
(mod 4), takZe ani tento pripad nemoze nastat, a preto mézme predpokladat z,y
neparne.

Rozklad v ¢éiselnom telese

Rovnicu prepisme do tvaru
2 — 58 = (v — V/58)(x + V58) = ¢°

v okruhu celistvych prvkov Z[v/58] ¢iselného telesa Q(v/58), ktory ma podla Sek-
cie m triedové ¢islo h(Q(v/58)) = 2.
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Komaximalita faktorov

Bud' Q prvoidedl, ktory delf (z 4+ v/58) a (z — v/58). Potom
Q| (2¢),(2V58)

a z definicie prvoidealu bud @ | (2) alebo Q | (z),(v/58).

Po zohladneni noriem je zrejmé, ze @ 1 (2), nakolko inak by N(Q) | 4 a
zaroven N(Q) | N((y?)) = y° nepdrne, ¢o je spor.

Takze Q | (v/58) a N(Q) | N((v/58)) = 58.

Opit zrejme N(Q) # 2, pretoze sticasne N(Q) | y® nepérne, takze zostdva
uvazovat N(Q) = 29.

Kedze 29 | 4% 29 | y a nédsledne aj x. Potom ale rovnicu vieme prepisat
do tvaru

(2921)% — 58 = (29,)*

pre x = 29z, a y = 29y, t.j. ekvivalentne
20977 — 2 = 29%y°,

¢o nema4 riesenie modulo 29 a teda ani v Z.

Teda ideély (z + v/58) a (x — /58) musia byt komaximélne a
(z +V58) = J°3

pre nejaky ideal J.

Zostavenie suistav rovnic a urcenie rieSenia
Vidime, ze J? je hlavny idedl a ked'Ze rdd triedovej grupy je 2, J? musi byt tiez
hlavny ideél. No v takom pripade z Vety je nutne aj J hlavny a dostavame

I'OVl'lOSt,
z + V58 = u(a + bv/58)3,

kde u € {£(99+13v/58), k € Z} je jednotka Z[+/58] a a+b\/58 véeobecny prvok
tohto okruhu.
Dalej staéf uvazovat rovnicu

2 + V58 = (99 + 13v/58)"(a + bv/58)?

prea,b € Z a k € {—1,0,1}, nakolko ostatné pripady si zahrnuté v tretej mocnine
vSeobecného prvku a + bv/58.
Rozdelme teda tilohu na tri pripady.

1. V pripade ¥ = 0 mame rovnost
x4+ V58 = (a+ bV/58)% = a® + 3a®bV/58 + 3ab®58 + b>58V/58,

teda po tprave
r = a® + 174ab?,

1 = 3ab + 58b° = b(3a® + 58b%).
Z toho plynie, Ze b = +1, no potom 3a* = —57 (alebo —59) nem4 celociselné

riesenie.
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2. Ak k =1, dostavame
x4+ V58 = (99 4 13v/58)(a + bv/58)° =

= 99a® + 13a3V/58 + 2262a2b + 297a%b\/58+
+17226ab? + 2262ab*V/58 + 43732b° + 57426°/58

a nasledne
x = 99a® + 2262a%b + 17226ab* + 437320°,

1 = 13a® + 297a%b + 2262ab* + 57426,

Ked sa na vyslednti Thueho rovnicu pozrieme modulo 9, vieme ju prepisat
do tvaru

1 = 4a® + 3ab® = a(4a® + 3b%) (mod 9)

a ta rieSenie nema. Preto neexistuje jej rieSenie ani v Z, a teda ani v pripade
k =1 celociselné riesenie povodnej rovnice nedostavame.

3. Finalne pripad k = —1 vedie k
z + V58 = (=99 + 13v/58)(a + bv/58),

z ¢coho obdobne ako vyssie dostavame rovnosti
r = —99a® + 2262a%b — 17226ab* + 437320°,

1 = 13a® — 297ab + 2262ab* — 57420°.
Vysledna Thueho rovnica je modulo 9 rovnaka ako v predoslom pripade,
takze ani teraz existenciu nejakého celociselného rieSenia neziskavame.
Zhrnutie

Dokézali sme, Ze rovnica 22 — 58 = y3 nem4 celo¢iselné riesenie.

4.6.3 Rovnica 22 — 79 = y3

Priklad 4.6.3. RieSme rovnicu

22— 79 =

Elementarne tvahy, parita

Ak by niektoré z ¢isel x alebo y bolo nulové, rovnica celocislené riesenie nema,
tj.x#0ay#0.

Ak by x, y boli rovnakej parity, > — 79 a y> st opacnej parity a rovnica
takisto nem4 rieSenie. Ak by x bolo neparne, potom z? — 79 = 2 (mod 4), no
pre y parne plati 4> = 0 (mod 4), takZe ani tento pripad nemoéze nastat. Preto
mozme predpokladat, Ze = je parne a y nepérne.
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Rozklad v ¢iselnom telese

Ciselnému telesu Q(v/79) nélezi podla Sekcie okruh celistvych prvkov
Z[\/79], takze v fiom rovnicu prepisme do podoby

2 =79 = (x — V79)(z + V79) = 1°.

Komaximalita faktorov

Bud Q prvoidedl, ktory deli (z 4+ v/79) a (z — v/79). Potom Q | (2x),(2v/79)
a z definicie prvoidealu bud @ | (2) alebo Q | (z),(v/79).

Po zohladneni noriem je zrejmé, ze @ 1 (2), nakolko inak by N(Q) | 4 a
zaroven N(Q) | N((y?)) = y° nepdrne, ¢o je spor.

Takze Q | (v/79) a N(Q) | N((v/79)) = 79. Nakolko 79 je prvocislo, N(Q) =
79 | 4°. Potom ale 79 | y a nasledne aj 79 | .

Tym padom vieme rovnicu prepisat do tvaru

(7921)* = 79 = (T9y1)°
pre x = 79z, a y = 79y;. Ekvivalentne
7923 — 1 = 79%?,

¢o oc¢ividne nema rieSenie modulo 79 a teda ani v Z, ¢im dostavame spor.

Teda ideély (z + v/79) a (x — v/79) musia byt komaximélne a
(z +V79) = J°

pre nejaky ideal J.
Vidime, Ze mocnina 3 na idedle .J je sudelitelnd s velkostou triedovej grupy
h(Q(v/79)) = 3, teda o J nevieme povedat, ¢i je hlavny alebo nie.

Rozbor idealov

V takom pripade vezmime reprezentantov tried idedlov, konkrétne (1),P,PZ,
pricom Py = (3,2++/79), uvazujme («) hlavny idedl generovany « ako vseobecnym
prvkom telesa a postupne rozoberme tri pripady, ktoré mozu nastat:

1. J = (a) je hlavny idedl, t.j. (x +/79) = J° = (a?),
2. J = Pyla), tj. (x+V79) = J? = P}a?),
3. J = P}a), t.j (x+79) = J> = (P?)3(?).

Dalej oznacme u € {£(80 + 9v79)*, k € Z} jednotku Z[/79], polozme a =

@ pre a,b,c € Z (« nie je nutne celistvy prvok), pricom ¢ > 0 a NSD(a,b,c)= 1.
Pripomenme, ze Py = (3,2 4+ V/79), P$ = (=17 + 2V/79).

Zrejme « je celistvy prave vtedy, ked ¢ = 1. V opa¢nom pripade, nakolko
z4+/79 je celistvy, rozmyslime, ze ¢ moze v jednotlivych pripadoch v skutoénosti

nadobtdat len niekolko hodnot:
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1 (z+ \/ﬁ) — (a?;) — <a+bcx/ﬁ)3 — (a3+3a2bm+2§7ab2+79b3m)’ teda,

A | a(a® + 237b%)

a sucasne

A | b(3a® + 79%).
Bud ¢ Tubovolné prvocislo, ktoré deli ¢ (nutne ¢ | ¢).

(a) Ak by q | a,b, potom by ¢ bol spolo¢ny delitel a,b,c, ¢o z definicie a
nemoze nastat.

(b) Ak q | b,a® + 2370, potom ¢ | a® a nésledne ¢ | a, ¢o opit vedie
k stdelitelnym a,b,c.

(c) Ak q | a,3a® + 790%, potom ¢ | 79v* a bud ¢ | 79 alebo ¢ | b. Druh4d
moznost by znamenala sidelitelné a,b,c, takze ¢ = 79 t b. Nakolko
793 = @3 | A | b(3a® + T9b?), potom 79? | (3a® + 79b?). Pretoze zdroven
79 | @, nutne 79% | 790 a teda 79 | b, ¢o vSak neplati.

(d) Findlne ak q | a®4237b%, 3a®+79b%, q deli aj jejich linedrne kombin4cie,

t.j. q | 3(a® +237b%) — (3a® + 79b*) = 2379h?, z ¢oho plynie ¢ = 2 alebo
q="19.
V pripade ¢ = 2 je zrejmé, 7e a,b st obe neparne (inak bud 2 = ¢ |
a,b,c, alebo 2 1 a(a® + 237b%)) a nésledne a® + 237ab?, 3a® + 7903 st
modulo 23 nenulové pre Tubovolné a,b, ¢o je spor. Teda ¢ = 79. No
kedze 79 | 3a? + 79b%, rozhodne 79 | a, ¢im sa dostdvame do situdcie
v predchadzajicom bode, ktora viedla k sporu. To znamend, ze ¢ = 1
a « je nutne celistvy.

Sice celistvost prvku a rovnako ako vo vsetkych predchddzajicich tilohdch
bola v tomto pripade zrejmé (v rozklade sa nevyskytoval ¢len P), no ove-
renie sme uviedli ako ilustraciu toho, ¢o bude nasledovat v d'alsich dvoch
pripadoch. Tam uvidime, Ze ¢ méZe nadobtidat aj inych hodnét a na tento
postup sa niekolkokrat odvoldme.

2. (x4+79) = P(a?) = (—17 4+ 2V/79) (/D)3 ¢ 5.
A | ry = —17a® 4 474ab — 4029ab* + 12482b°,
A | 51 := 20 — 51a”b + 474ab® — 1343b°.

Potom
¢ | 2ry + 17s; = 27b(3a” + 79b%),

A | 17ry + 158s; = 27a(a® + 237b%).

To ale znamend, Ze jediny prvoéiselny delitel ¢ je ¢ = 3, kedZe ostatné
pripady si rovnaké ako v predchadzajicom bode, kde sme ich vylucili.

Naviac pokial by ¢ = 3%, k > 2, dostdvame
(3%)% | 27b(3a® + 79b%), 27a(a® + 237b?),

z ¢oho nutne
3 | b(3a® + 79b%), a(a® 4 237b%),

no opéit z predchddzajiceho bodu vidime, Ze takd situdcia nemoze nastat.
TakZe jedinou moZnostou je ¢ = 3.
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3. (z+V79) = (P2)*(0®) = (605 — 68+/79) (/T3 ¢ 5,
¢ | ro := 605a” — 16116a°b + 143385ab® — 424388b°,

A | 89 := —68a” + 1815a*b — 16116ab* + 47795b°.

Potom
c® | 68ry + 60555 = 3°b(3a® + 79b%),

c® | 6057y 4 537255 = 3%a(a” + 237b%)
a analogicky ¢ € {3!,3%}.

Zostavenie sustav rovnic a urcenie rieSenia

Pozorujme, Ze znovu staci uvazovat u € {1,80+9v/79, (80 +9v/79)7'}, ked'ze
ostatné jednotky budu zahrnuté v tretej mocnine vseobecného prvku. Jednotlivé
pripady potom vedu k nasledovnym stistavam rovnic:

1. 2+ 79 = u(a + b\/79)

(a) u=1:
r = a® + 237ab?,

1 = 3ab + 790 = b(3a® + 790%).
Druha rovnica zjavne celoc¢iselné rieSenie nema.
(b) u =804 9v/79:
x = 80a” + 2133a?b 4 18960ab’® + 56169b°,
1 = 9a® + 240a%b + 2133ab* + 63200°.

Thueho rovnica mé riesenie (a,b) = (—19,2), t.j. dostdvame riesenie
povodnej rovnice x = —302 a y = 45.

(¢) u=80—979:
z = 80a® — 2133a%b + 18960ab® — 561695,

1 = —9a> + 240ab — 2133ab® + 63200°.

Thueho rovnica ma riesenie (a,b) = (19,2), t.j. = 302 a nasledne
y = 45.
2. 4+ V79 = u(—17 + 2/79) ()3 ¢ ¢ {1,3}
(a) u=1:

cx = —17a® + 474a%b — 4029ab* + 1248203,
c = 2a® — 51a’b + 4T74ab* — 134303,

(b) u = 80 + 9v/79:
cr = 62a® + 1659a%b + 14694ab® + 436870,

¢ = Ta® + 186a%b + 1659ab® + 4898b°.
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(¢) u=_80—979:
cx = —2782a® + 74181a%b — 659334ab® + 19534335,
¢ = 313a® — 8346a°b + 74181ab* — 219778b3.

Vsetky vysledné rovnice si Thueho rovnice, no modulo 9 nemaju riesenie,
a preto nemaju riesenie ani v celych ¢islach.

3. 4+ V79 = u(—17 + 2V/79)2(“/)3 ¢ ¢ {1,3,9}

(a) u=1:
cx = 605a® — 16116a°b + 143385ab* — 424388b°,

c = —68a® + 1815a%b — 16116ab® + 47795b.
(b) u =80+ 9v/79:
cx = 52a® + 1185a%b + 12324ab® + 312050°,
¢ = 5a® + 156a%b + 1185ab* + 4108b°.
(c) u=80—979:
cx = 96748a> — 2579745a%b + 22929276ab* — 67933285b°,
c = —10885a® 4+ 290244ab — 2579745ab* + 76430920°.

Tieto rovnice zasa nemaju rieSenie modulo 27, t.j. ani teraz celoc¢iselné
rieSenie neexistuje.

Zhrnutie

Rovnica 2? — 79 = y m4 dve celociselné riesenia (z,y) = (£302,45).

4.7 Rozklad v kubickom telese

Na zaver sa pozrime na Diofantickt rovnicu trochu iného typu, ktord budeme
riesit rozkladom v kubickom éiselnom telese, ¢o sa ukaze ako rddovo ndrocnejsi
problém.

4.7.1 Rovnica 23+ 2z + 1 = ¢?

Priklad 4.7.1. RieSme rovnicu
420+ 1 =972

Parita

Ak by z, y boli rovnakej parity, aj 2 + 22 a y? st rovnakej parity a rovnica
nem4 riesenie. Takze dalej uvazujme z a y opacnej parity.
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Rozklad v ¢iselnom telese

Uvazujme teleso zo Sekcie dané redlnym korenom 6 polynému f(z) =

23 + 22 + 1, jeho okruh celistvych prvkov Z[f] a rovnicu prepisme do tvaru
P r2r+l=(a-0)(z—0)x—0)=(z—0)(2*— (0 +0)x+ (00)) =,

kde @' a 6 € C st neidentické konjugécie 6.

Porovnanim koeficientov v rovnosti

P r2r4+l=(—-0)(z—0)(z—-0)=
=2° — (04+ 0 +0)2* + (00 + 00 +00)x — (000"
dostavame B
0 +0 = -0,
00 =2—-00 —00 =2—00 +0) =2+ 6

a povodnt rovnicu vieme vyjadrif v tvare
P42 +1=(2—0)(2®— (0 +0)x+ (00)) = (x — 0)(2* + 0z + (6> +2)) = ¢°,

teda s koeficientami z okruhu celistvych prvkov Z[d].

Spolo¢ny delitel faktorov
Vieme, ze h(Q(6)) = 1, teda podla Vety je Z[0) Gaussov obor. Bud
a € Z[0] spolocny delitel z — 6 a 2> + 0z + 2 + 0. Potom
al(r—0)(—z+0)=—2*+ 20z — 0%
a| (2% + 0z + 0> +2) + (=2 + 20z — 6%)) = 30z + 2,

dalej o | —=30(z — 0) a teda a | ((—30x + 36%) + (30z + 2)) = 36* + 2.
7 toho plynie

N(a) | N(36% +2) = 2° + 3% + 72 — 48 = 59,
¢o je prvocislo, ¢ize a je bud jednotka alebo prvocinitel Z[6)].
Reprezentanti tried prvkov s normou 59 bez ohladu na ndsobky jednotkami
st podla
NumberFieldNormRepresentatives[Root[1 + 2 # 1 + # 173 &, 1], 59]
prvok 362 +2 ~ 303 + 20 = —3 — 40 ~ 3 + 460 a prvok 3 — 26.

Zostavenie rovnic

Tym z povodnej rovnice, ktori mame v tvare
2?4+ 2r +1=(z —0)(2* + 0z + (0° +2)) = ¢°,

vieme vyjadrit rovnosti

x—0=%(2+60*)"(3 4 40) (a + b0 + cH?)?
alebo

T —0 =42+ 60%)"3 —20)"(a+ b0 + ch?)?,
kde +(2+6%)% reprezentuje mozné jednotky okruhu celistvych prvkov, (3+46) ¢i
(3—260)" mozného spolo¢ného delitela a (a+b+c6?)?* druhti mocninu vieobecného

prvku Z[0]. Zjavne staci uvazovat k,! € {0,1}, nakolko ostatné mocniny budu
zahrnuté v prvku (a + b0 + c6?)2.
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Urcenie rieSenia

Postupne rozoberme jednotlivé pripady. Zac¢nime variantom bez spolo¢ného
delitela, t.j. [ = 0.

1. k=0:

Mame
+(r —0) = (a+ b0+ ch?)* =

= a® + 2abf + b*0* + 2ach? + 2bc(—1 — 20) + (0 — 26%) =
= a* — 2bc + 0(2ab — 4bc — *) + 6*(b* + 2ac — 2¢7),

¢o vieme prepisat na
+2 = a® — 2bc,

F1 = 2ab — 4be — 2,
0 = b% + 2ac — 2¢°.

Poslednti z rovnosti upravme tak, Ze ju prendsobime b, druhi rovnost zase
¢ a od¢itajme jednu od druhej. Dostavame

+c = b 4 2bc? + &3,

z ¢oho vyplyva, ze ak akékolvek prvocislo ¢ deli ¢, potom nutne g | b. To
viak ddva spor s rovnicou F1 = 2ab—4bc—c?, a preto ¢ € {+1}. Doriesenim
sustavy ziskavame

(a,b,c) = (£1,0, £ 1),
nasledne x =1 a y = +2.

2. k=1:

Méme
+(z —0) = (24 6%)(a + bl + ch?)* =

= (24 6%)(a® + 2abf + b°0* + 2ach® + 2bc(—1 — 20) + *(—0 — 20%) =
= (2a* — 2ab + *) + O(—b* + 2ac + 2¢%) + 6*(a® — 2bc),

teda dostédvame sustavu rovnic

+2 = 2a* — 2ab + 2,

F1 = —b* — 2ac + 2¢2,

0= a® — 2bc,
ktord ma urcite rieSenia
(a,b,c) = (0, +1,0),(£2, £ 1, £ 2),

nésledne (z,y) = (0, £ 1) a (8, £23), no Standardnymi metédami nevieme
postidit, ¢i tato mnozina rieSeni je kompletn4.

Pokrac¢ujme pripadom, ked spoloény delitel je (3 + 46).
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1. k=0:

Méme
+(zx—0)=(3+40)(a+ bl + 002)2 =

= 3a% — 4% — 8ac — 6bc + 8¢ + 4a%0 + 6abh — 8b*0 — 16ach — 20bchH+

+13¢%6 + 8abb? + 3b%0* + 6ach? — 16bch* — 10c°6?,

takze
+2 = 3a® — 4b* — 8ac — 6bc + 8¢2,
F1 = 4a® + 6ab — 8b* — 16ac — 20bc + 13¢2,
0 = 8ab + 3b* + 6ac — 16bc — 102
2. k=1
Mame
+(x—0) = (24 0%)(3 +40)(a + b0 + c0*)* =
= 2a% — 6ab + 8bc + 3¢ — 8abh — 3b*0 — Gach + 16bcH+
+10¢20 + 3a%60% — 4b%6% — 8ach? — 6bchH* + 8262,
teda

+2 = 2a* — 6ab + 8bc + 3¢?,
T1 = —8ab — 3b* — 6ac + 16bc + 10¢?,

0 = 3a% — 4b*> — 8ac — 6bc + 8¢2.

V tychto dvoch pripadoch riesenia vyslednych sistav rovnic najst nevieme.

Zostavalo by ndm skiimat moznost, ked spoloény delitel je (3 — 26), avsak
analogickym postupom by sme ziskali len sistavy rovnic, na ktorych riesenie
nemame algoritmus.

Zhrnutie

Nasli sme celoc¢iselné rieSenia zadanej rovnice
(x,y) = (1, £ 2),(0, £ 1),(8,+23),

no nami skiimanou metédou nevieme dokézat pripadni existenciu alebo neexis-
tenciu nejakych dalsich.

Vidime, Ze tato metdda rieSenia Diofantickych rovnic uz pri kubickych algeb-
raickych ¢iselnych telesich vedie k stistavam rovnic, ktoré vieobecne riesit ne-
vieme, no stale ndm moze pomoct niektoré netrividlne rieSenia najst a povodny
problém previest na iny.
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Suvislost s tedriou eliptickych kriviek

Vsimnime si vSak eSte, ze naSa rovnica je eliptickou krivkou, dokonca vo We-
ierstrassovom tvare. Tym sa javi zaujimavé prepojenie s tedriou eliptickych kri-
viek a vysledok C. L. Siegela, viz [Sil09], ktory hovori, ze mnozina bodov (z,y)
na eliptickej krivke, kde x je celociselné, je konecné.

Toto tvrdenie znamend nie len istotu konecného poctu rieseni nasej Diofan-
tickej rovnice, ale s pomocou dalsej analyzy ddva aj hranicu na ich maximalnu
moznt velkost. Ak Weierstrassova rovnica nejakej krivky mé celociselné koefi-
cienty ohrani¢ené konstantou B, suradnice (x,y) bodu danej krivky pre x,y € Z
vzdy spfﬁajﬁ

max(|z],Jy|) < exp([10°B]'"").

Tymto sa zo Siegelovho vysledku stava algoritmus na riesenie vybraného typu

Diofatickych rovnic. V nasom pripade prikazom

Solve[x"3 + 2x + 1 == y~2, {x,y}, Integers]

ziskavame riesenia

(xy) = (1,£2),(0, £ 1),(8,423),

¢im sme overili, Ze iné rieSenia okrem tych, ktoré sme nasli Standardnym postu-
pom, neexistuju.

Finalne zmienme, ze ako dosledok dostavame aj fakt, ze elementarne ne-
rieSitelné sistavy Thueho rovnic, na ktoré sme v priklade narazili, v skuto¢nosti
nemo6zu mat iné riesenia. Toto pozorovanie budeme podrobnejsie skiimat v na-
sledujicej kapitole, kde sa ho poktsime zobecnit a aplikovat na vicsiu mnozinu
rovnic.
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Kapitola 5
Pouzitie p—adickych cisel

Ako je z doterajsieho priebehu prace patrné, na ¢iastotné alebo tplné riesenie
Diofantickych rovnic je nezriedka vyuzivand moduldrna aritmetika. Nakolko p—
adické ¢fsla ddvaji moznost skiimatf moduld mocnin prvoéisel stihrnne, aplikdcii
nasej metédy riesenia rovnic na overovanie existencie rieSenia prave v okru-
hoch p—-adickych celych ¢isel je venovand posledna kapitola. Zopar elementarnych
vlastnost{ p—adickych ¢isel je zosumarizovanych na tivod v Sekcii [5.1], Sekcia
zase obsahuje niekolko verzif Henselovho lemma, ktoré si uzitoéné pri sktimani
riesitInosti rovnice 22 — dc® = y™ za roznych podmienok. Teoretickd ¢ast cerpa
najmé z [TMKI0].

Dalej venujeme pozornost Thueho rovniciam, pricom uvazujeme nasledovny
problém. Polozme si otdzku, ¢i vieme najst rovnicu tvaru 22 — dc? = y", n > 2,
ktora modulo nejaki mocninu prvoéisla p* zjavne nemé riesenie - a teda nemé
ani celo¢iselné rieenie, ale z nej plynica Thueho rovnica uz rieenia modulo ¢
mé& pre vietky prvocisla ¢ a lubovolné | € Z-(. Ak by sme boli uspesni, takymto
sposobom by sme vedeli posudzovat neriesitelnost niektorych netrividlnych Thu-
eho rovnic, pretoZe tie za stanovenych podmienok mat celo¢iselné riesenie nemozu.
No za urcitych predpokladov v Sekcii tejto kapitoly ukazeme, ze v skutocnosti
je najst takd rovnicu nemozné. Na zdver si v Sekcii overime, ze predpoklady
dokazanych tvrdeni boli nutné.

5.1 Zaklady prace s p—adickymi ¢islami

Definicia 5.1.1. (p-adické cisla)

Bud p prvocislo. Mnozina p-adickych ¢isel Q, je mnozina vsetkych formélne
nekonecnych suctov Y oo, bip', kde k € Z, by #0 a b; € {0,1,....p— 1} Vi > k.
Jednotlivé prvky Q, si p-adické éisla.

Ak p-adické ¢islo ma nulové koeficienty b; pre vsetky zaporné i, hovorime
o p-adickom celom ¢isle. Mnozinu p-adickych celych c¢isel znacime Z,,.

Nasledujice tvrdenie hovori, Ze Z, je okruh, ktorého podokruhom su celé
¢isla. Scitanie a nasobenie v okruhu p-adickych celych ¢isel funguje podobne ako
pri celych cislach v ststave o zaklade p. Invertibilné prvky okruhu Z, su vsetky
také, kde by # 0.

Veta 5.1.2. (Viastnosti p—adickijch celjch cisel)

1. Mnozina p—adickyjch celych cisel Z,, tvori okruh.
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2. 7.C 7.

Dalsie tvrdenie je jedno z kldcovych v zmysle prechodu medzi p-adickymi
¢islami a modulenim.

Veta 5.1.3. Polynom f(xy,xq,...,2,) s celoc¢iselngmi koeficientami md koren
v Z, prdve vtedy, ked md korerni modulo p’ pre kazdé j > 1.

5.2 Riesitelnost ?—dc® = y" v p—adickych é&islach

Veta 5.2.1. (Henselovo lemma — zdkladnd verzia)

Nech f(z) je polyndm s koeficientami v Z. Predpokladajme, Ze existuje celé
¢islo ay, Ze f(ag) = 0 mod p’ a f'(aj) £ 0 mod p. Potom existuje celé ¢islo
ajp1 = o mod p?, ktoré spliia f(ojer) =0 mod pitt.

Veta 5.2.2. (Henselovo lemma — verzia pre polyndm viaceryjch premenngjch)

Nech f(x1,xs,...,xmy) je polyndém s celociselngmi koeficientami. Ak existuje pr-
vok (1, Qjoy .o Q) € Z™, Ze f(aj1, oy ..., i) =0 mod pP a zdroven plati
Vil ajo,...,05m) % (O,Q, ...,0) mod p, potom 3 (ji11,®j112,. .. ,aj+17m)
= (aj,17 Ajo,. .. ,CY]"m) mod pj, tak, ze f(aj-l—l,l; Ojt1,2y .- ,Oéj+17m) =0 mod p]+1.
Dokaz. Vezmime premennu x;, pre ktora plati g—é(aﬂ, Qjo, ..., Q) # 0 (kvoli

. . . _ (of of of 4 {
nenulovosti celého gradientu Vf = (a_gm Bagr %) v danom bode taka musi

existovat). Za ostatné premenné x; dosadme o pre vsetky i’ # i a aplikujme
zékladnu verziu Henselovho lemma, z ¢oho tvrdenie ihned plynie.
d

Dalej uvazujme 0 # ¢ € Z lubovolné celé &slo, 0 # d € Z Tubovolné
bezstvorcové celé ¢islo a blizsie sa pozrime na rovnicu 22 —dc? = y" pre celociselné
n > 1.

Tvrdenie 5.2.3. Ak n je nepdrne, rovnica x? — dc® = y™ md riesenie v Zs.

Dékaz. Ak dc? je neparne, (0,1) je rieSenie danej rovnice modulo 2. V opaénom
pripade mame riegenie (1,1). Kedze %‘j_yn)(a,l) = —nl1"! =12 0 mod
2 (a € {0,1}), pouzitim Henselovho lemma pre polyném viacerych premennych
dostdvame existenciu rieSenia modulo 22. Naviac toto rieSenie je v tvare (a +
27,1+ 2r), no —8(362_;;2_21”)(
Henselovho lemma dostdvame existenciu rieSeni modulo 27 pre vietky j € Zwq,

nasledne z Vety aj v Zs. .

a+ 2r,14 2r) # 0 mod 2, teda opakovanym pouzitim

Tvrdenie 5.2.4. Nech p # 2. Ak p | ¢ alebo p | d, potom x* — dc* = y™ md
riesenie v L.

Dékaz. Ak p|d, d=prax?—dc* =x? —prc® = y™ m4 rieSenie (1,1) mod p.
Gradient (2z,ny" 1)(1,1) = (2,n) # (0,0) mod p, nakolko p # 2. KedZe gradient je
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modulo p nenulovy aj pre prvky (1+47p,1+sp), opakovanym pouzitim Henselovho
lemma pre polyném viac premennych ziskame rieSenie modulo p’ pre vietky j €
Zio. Nésledne z Vety mdme riesenie v Z,.

Pripad p | ¢ je analogicky.

3

Veta 5.2.5. (Henselovo lemma — p-adickd verzia)

Nech f(x) je polynom s koeficientami v Z,. Predpokladajme, Ze existuje p—
adické celé ¢islo oy, Ze f(a1) =0 mod pZ, a f'(a1) # 0 mod pZ,. Potom existuje
p-adické celé ¢islo o = oy mod pZ,, pre ktoré f(a) = 0.

Veta 5.2.6. (Henselovo lemma — p—adickd verzia pre polyném wviacerych pre-
mennyjch)

Nech f(x1,z2,...,2m) je polynom s koeficientami v Z,. Ak existuji p—adické
celé ¢isla oq,0, ..., ay, také, Ze f(a1,a9,...,00,) = 0 mod pZ, a sucasne plati
Vi(a,ag, ... am) # (0,0,...,0) mod pZ,, potom ezistuji p-adické celé cisla
al,al, .ol také, Ze (o),0h,. .. alh) = (a1,Q9,...,00,) mod pZ, a zdroven

Y m?’

flag,ah, ... al) =0.

Dokaz. Dokaz je analogicky ako v pripade Henselovho lemma v Z, viz Veta[5.2.2]
H

Ak d € Z, potom prvok § € Z, taky, ze 6° = d v Z,, nazyvame druhou
odmocninou z d v Z,. Tento prvok nemus{ nutne existovat a nie je urceny jed-
noznac¢ne, nakolko korene polynému z? — d mozu byt dva. Nevieme ich vsak
navzajom rozlisit, preto Tubovolny pevne zvoleny koren budeme dalej znacit v/d.
Naviac ak v/d existuje v Q,, nutne lez{ v Z,.

Ak taky prvok neexistuje, potom budeme v d'alsich sekcidch pracovat s kvad-
ratickym rozsirenim K/Q,, kde

K = Qy(x)/(2* — d) = Q,(9)
pre & spliiajice 6% = d. Takyto prvok & oznacime opéf ako v/d.
Tvrdenie 5.2.7. Nech p je nepdrne prvocislo a d € Z také, Ze p 1 d. Potom prvok
Vd e Z, existuje prdve vtedy, ked d je kvadratické reziduum modulo p.
Dokaz. Majme polyném
P(z) = 2* — d.

Ak d je kvadratické reziduum modulo p, potom existuje Vd e 7.]pZ tak, ze
P(v/d) = 0 mod p a zaroven P'(v/d) = 2v/d # 0 mod p, kedze p # 2 a p 1 d.
Nésledne z p-adickej verzie Henselovho lemma plynie existencia v/d € L.

Ak d je kvadratické nereziduum modulo p, P(z) nemd koren modulo p. No
vzhladom na Vetu m polyném mé koren v Z, prave vtedy, ked mé korent mo-
dulo p’ Vj > 1. Preto P(x) nemd koren ani v Z,.

d

Veta 5.2.8. Ak ezistuje \/d v Z,, p # 2, potom x> — dc® = y* md v 7, riesenie.
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Dékaz. 7 Tvrdenia pokial by p | ¢ alebo p | d, riesenie rovnice 2 — dc? = y"
v Z, existuje. Predpokladajme dalej p t ¢,d a znovu uvazujme polyném

P(z) = 2* — d.

Nech existuje vd € Z,. Potom z Tvrdenia mame d kvadratické rezi-
duum modulo p, no v takom pripade 22 — dc? = y™ ma riesenie (C\/C_Z,O) modulo p
a aplikovanim Henselovho lemma pre viac premennych dostavame riesenia mod
p’ Vj > 1. Pouzitim Vety dostédvame koren aj v Z,. Nakolko p # 2 a pf ¢,d,
2¢v/d + pr # 0 mod p a teda Henselovo lemma je pouzité korektne. .

5.3 Thueho rovnice v p—adickych ¢islach

Predpokladajme, ze sme pri rieSenf rovnice 22 —dc? = y" rozkladom v &selnom
telese K = Q(v/d), respektive okruhu celistvych prvkov Ox = Z[V/d] alebo
Z[%g], dospeli k rovnosti  + ¢v/d = ua™, kde u € U(Ok) je jednotka. Vzapiti
sme ziskali nejaki Thueho rovnicu

1

T(xy) = apr" + ayx™ 'y + -+ ap12y" ' + a,y" — dc =0,

kde a; € Z a 6 € {1,2} v zdvislosti na okruhu celistvych prvkov.

Veta 5.3.1. Nechp #2 aptc, ptn. Ak existuje | € Z~q, Ze T(x,y) md riesenie
modulo p', potom T(z,y) md riesenie aj v Z,.

Dokaz. Nech existuje | € Zso také, ze T(x,y) ma riesenie (a, 3) mod p'. No
potom toto riesenie je urcite riesenim 7'(z,y) aj modulo p a aj modulo pZ,, t.j.
T(a, f) = 0 mod pZ,. Pre pouzitie p-adickej verzie Henselovho lemma pre po-
lyném viacerych premennych treba overit predpoklad nenulového gradientu mo-

dulo p.
Ked'ze
T(zy) = Z(aﬂn*iyi) — dc,
i=0
potom
oT
— = aonxnfl 4 (n _ 1)0/1.1'”723./ et anilynfl _
ox
= Z(n _ i)aixnfiflyi’
i=0
oT
a—y = a1x"_1 + 2a2x”_2y + -t (n — 1)an_1xy”_2 + annyn_l =

n
= 5 @'aix"_zy’_l.
i=0
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_qor or |
Vieme, ze <%> 8_3/) (e, B) = (0,0) mod pZ,, no potom aj
a5 (a,f) = ai(n —i)aa" R = zn:(n — {)a;a" B = 0
0z o z = Z -
5?9—T(0475) =B iaa"FT =) iaa" B = 0.
4 =0 i=0

To znamena

n

Z((n —i)a;a" " BY) + zn:(z'aia”_iﬁi) =n z": a; 0" B = ndc = 0,
i=0 i=0

1=0

¢ize p | ndc a nasledne p | n, p | ¢, alebo p = 2, ¢o z predpokladu nemdze nastat.

3

Dalsim tvrdenim sa dostavame k vzfahu medzi p-adickymi rieseniami povodne;
rovnice z2 — dc® = y™ a z nej plynticej Thueho rovnice T'(x,y).

Veta 5.3.2. Nech K = Q(\/d) je ¢iselné teleso, NSD(h(K)n) = 1, kde h(K) je
triedové ¢islo K, x+cvV/d, x—c\d si nesidelitelné v prislusnom okruhu celistvijch
prvkov Ok a v pripade, Ze n je pdarne, N(u) =1 pre vietky jednotky u € U(Ok).
Ak T(z,y) md riesenie v Z,, potom aj rovnica x*> — dc® = y™ md riesenie v Z,.

Dékaz. Nech T'(x,y) ma riesenie (o, 3) v Z,. Dosadenim tohto rieSenia do rov-
nosti = + ev/d = wa® v Z,[v/d) (pripadne Z,[2£/4)) dostivame o? — dc* =
(a + eVd)(a — ev/d) = utiaa® = £(aa)” = £B", kde @, a st konjugécie u,
respektive a, v Og. Pripad o? — dc? = —/" moéZe nastat len pokial n je parne
a N(u) = —1, ¢o podla predpokladu nie je mozné, ¢im sme dokdzali, Ze urcite
existuje rieSenie rovnice 2% — dc? = y" v Z,.

d

Spojenim doteraz dokédzanych tvrdeni ziskame zaujimavy vysledok, ktory ho-
vori, 7ze pokial rovnica 22 — dc® = y™ nemd rieSenie modulo nejakd mocninu
prvocisla, potom ani z nej vyplyvajica Thueho rovnica rieSenie nemé. Predpo-
kladom, za ktorych toto tvrdenie plati, sa budeme venovat separatne v Sekcii

5.4l

Désledok 5.3.3. Nech K = Q(v/d) je éiselné teleso, NSD(h(K),n) = 1 a nech
ezistuje prvocislo p, Ze rovnica x®> — dc® = y™, n > 2, nemd riesenie modulo p*
pre nejaké k € Zwg. Dalej nech x + c\/d, x — ev/d si nesidelitelné v prislusnom
okruhu celistvych prvkov Ok a v pripade, Ze n je pdrne, N(u) = 1 pre vsetky
jednotky u € U(Ok).

a) Potom ezistuje | € Z~q, Ze vyplyvajica Thueho rovnica T(x,y) nemd riesenie
modulo p'.

b) Pokial p 1 n, potom dokonca pre vsetky | € Z~q plati, Ze vypljvajica Thueho
rovnica T(z,y) nemd riesenie modulo p'.

85



Dokaz.

a) Pre spor nech Thueho rovnica T'(x,y) m4 rieSenie modulo p’ pre kazdé j € Z-,.
Potom z Vety existuje rieSenie tejto rovnice aj v Z,, a priamou aplikaciou
Vety [5.3.2 dostdvame, ze v Z, existuje riesenie z* — dc* = y". Opétovnym
pouzitim Vety [5.1.3| vSak dostdvame rieSenia rovnice 2% — dc? = ™ modulo p’
pre kazdé j € Z-o a tym aj spor s jej neriesitelnostou mod p*.

b) Ak by p = 2, potom n by bolo nutne neparne, inak nastéava spor s predpokla-
dom p 1 n. Nésledne z Tvrdenia dostéavame rieSenie 2% — dc? = y" v Zo.
7 Vety[5.1.3 vsak existuje riesenie rovnice 2% — dc? = y™ modulo 2¥, ¢o je opit
spor, a preto p # 2.

Analogickym pouzitim Tvrdenia dostdvame p 1 ¢ a d'alej postupujme
sporom.

Nech existuje j € Z-q, pre ktoré Thueho rovnica T'(x,y) mé rieSenie mod
p’. Potom z Vety T(x,y) m4 riesenie v Z, a rovnakym postupom ako
v pripade a) dostavame spor s neriesitelnostou rovnice z* — dc* = y™ modulo

P

3

Zéaverecny dosledok sa opiera o Cinsku vetu o zvyskoch a zovseobecnuje predoslé
tvrdenie z mocniny prvocisla na lubovolné m € Zs.

Désledok 5.3.4. Nech K = Q(v/d) je éiselné teleso, NSD(h(K),n) = 1 a nech
existuje m € Zwg, Ze rovnica v2—dc® = y", n > 2, nemd riesenie modulo m. Dalej
nech © + cv/d, © — c\/d si nesidelitelné v prislusnom okruhu celistvyjch prukov
Ok a v pripade, Ze n je pdarne, N(u) = 1 pre vSetky jednotky u € U(Ok).

a) Potom existuje prvocislo p | m a l € Zwo, Ze vyplyvajica Thueho rovnica
T (z,y) nemd riesenie modulo p'.

b) Ak NSD(m,n) = 1, potom existuje prvocislo p | m, Ze vyplgvajica Thueho
rovnica T(z,y) nemd riesenie modulo p' pre vsetky | € Zy.

Dokaz. Bud m = Hlepf" prvociselny rozklad m. Pre spor predpokladajme,
7e dand Thueho rovnica T'(z,y) m4 riesenie modulo vietky pl, i < s, | € Zsg
(respektive, ze existuju l; € Z~g, @ < s, pre ktoré rovnica ma rieSenie mod pﬁ’)
Z jednotlivych krokov dokazu Dosledku viak vidime, Ze nech zoberieme
ktorékolvek p;, j € {1,... s}, rovnica 2* — dc* = y" ma v Z/p?jZ vzdy rieSenie.
Néslednym pouzitim Cinskej vety o zvyskoch musi maf 22 — dc? = y” rieenie aj
v Z/mZ, ¢im dostdvame spor.

d
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5.4 Analyza predpokladov

Nestdelitelnost faktorov

Jednym z predpokladov vysledného Désledku a je nestidelitelnost
prvkov z + ¢v/d, x — ¢v/d. Teraz ukdzme, preco bol tento predpoklad nevyhnutny
a dajme priklad rovnice, ktora zjavne nema rieSenie modulo 5, no z nej vyplyva
viacero Thueho rovnic, z ktorych jedna celoc¢iselné rieSenie ma.

Uvazujme rovnicu 22+3 = y* a chvilu ignorujme fakt, Ze nem4 rieSenie modulo
5 a skiisme aplikovat standardny postup rieSenia.

Zjavne x musi byt nepdrne a y parne (inak je dokaz neriesitelnosti este jed-
noduchsf modulo 2, respektive 4). Kedze —3 = 1 mod 4, pracujeme v okruhu
celistvych prvkov Z[w], kde w = %j?’

Podla Vety @ je prvok w jedna z jednotiek.

Napisme teda rovnicu v tvare (z +v/=3)(z — v-=3) = (z — 1 + 2w)(z — 1 —
2w) = y*. Nakolko z je nepdrne, v danom okruhu celistvych prvkov je zrejme 2
spolo¢nym delitelom (z — 1 4 2w),(x — 1 — 2w).

Rovnicu teda moéZme napisat ako

r—1+2w r—1-2w y? 4
:—:4y17
2 2 4

kde uz prvky #, % nestdelitelné s, a preto uréite
r—142w
—s = u(a + bw)*,

kde za u zvolme w a A € {1,2,4}.
Z toho nasledne (bez detailnejsicho skimania) plyni 3 Thueho rovnice

1= Ma* + 4a®b — 4ab® — b*).

Napriek neriesitelnosti povodnej rovnice, v pripade, Ze A = 1, Thueho rovnica
ma celociselné riesenia (a,b) = (£1,0). Z toho potom plynie = 1, no dosadenim
do povodnej rovnice 12 4 3 = 4 = y* skutoéne nedostdvame celoéiselné riesenie.

Takze vseobecne pri rieseni rovnic, kde moze existovat netrividlny spolo¢ny
delitel = + ¢V/d, x — ¢V/d, nas postup zvycajne vedie k viacerym Thueho rovni-
ciam, a preto neplati ekvivalencia riesitelnosti povodnej rovnice a Iubovolnej z nej
plyntcej Thueho rovnice.

Jednotky s kladnou normou

Dalsim predpokladom v tvrdeni je pouzitie jednotky s normou 1 pre ziskanie
Thueho rovnice v pripade, ze n je parne. Ukazme priklad, ze aj tento predpoklad
je pre platnost tvrdenia nevyhnutny.

Rovnica 22 — 32 = y* je zjavne neriesitelnd modulo 5. No skisme na nu
aplikovat Standardny postup rieSenia, ak uvazujeme x,y obe neparne (v pripade,
7e x,y st parne, je 2 spoloénym delitelom = + 4v/2, x — 4v/2 a vtedy tvrdenie
platif nemusi z dovodu uvedeného vyssie).

Ak by a bol spoloény delitel z+4v/2, . —4v/2 v Z[v/2], potom « | 22,8v/2, t.j.
o |2 a 2|y neparne. To znamend, ze = + 4v/2, x — 44/2 s nutne nestidelitelné
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ax+4V2 = u(a + b\/§)4, kde za u zvolme jednotku 1 + /2 s normou —1.
Roznédsobenim dostavame Thueho rovnicu

4 = a* + 4a3b + 12a%* + 8ab® + 4b*,

ktora ma riesenia (a,b) = (0,+£1), z coho by néasledne vyplyvalo x = 4, no tym by
sme dostali spor s predpokladom neparneho x. Ako je z dokazu tvrdenia patrné,
x = 4 je skutoéne riesenim rovnice 22 — c?d = 2% — 32 = —y*.

Kazdopadne tymto spésobom sme dostali Thueho rovnicu, ktora mé celo¢iselné
rieSenia, hoci povodna rovnica rieSenie zjavne neméd ziadne, a preto je aj tento
predpoklad tvrdenia nutny.

Triedové ¢islo

Uvodny predpoklad nestidelitelnosti n s velkostou triedovej grupy je zrejmy,
nakolko ndm podla Vety umoziuje pracovat len s hlavnymi idealmi daného
okruhu celistvych prvkov.

Pozndmka.

e Predpoklady tvrdeni sa potencidlne daji este trochu oslabit pouzitim sil-
nejsej verzie Henselovho lemma, viz [Shul2].

e V tvode kapitoly sme chceli najst trividlne neriesietelni rovnicu tvaru

22 —dc? = y", n > 2, z ktorej plyntica Thueho rovnica by uz rieSenia modulo
¢’ mala pre vietky prvocisla g a Tubovolné [ € Z-. Zistili sme, Ze pokial je
povodnd rovnica neriesitend modulo nejaki mocninu prvoéisla, takd Thu-
eho rovnicu sa ndm néjst nepodari. Otdzkou vsak zostdva, ¢i by sme tieto
zaujimavé pripady nevedeli ziskat v pripade neriesitenosti povodnej rovnice
v Z dokazanej nejakou inou metédou, podobne ako sa to podarilo v Kapi-
tole [] v stvislosti s rovnicou rozkladanou v kubickom telese a eliptickymi

krivkami.
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Zaver

V préci sme popisali nastroj algebraickej tedrie cCisel na riesenie urcitého
typu Diofantickych rovnic a demonstrovali ho na vzorovom stbore tloh odlisne;j
naroc¢nosti. Popisali sme mozné tuskalia, ktoré metdda rozkladu v ¢iselnom telese
so sebou prindsa, ¢fm sme pokryli niekolko rozdielnych typov rovnic a pripravili
navod na rieSenie mnozstva dalsich.

Naviac sme zistili, ze rieSenie rovnic zavisi aj na znalosti triedovej grupy a
grupy jednotiek prislusného ¢iselného telesa, rovnako ako na niektorych klicovych
vysledkoch v oblasti Diofantickych rovnic z histérie, napriklad zndmych algorit-
mov na rieSenie Pellovej a Thueho rovnice. Niekoré skupiny Thueho rovnic sme
skimali aj v p—adickych c¢islach, pricom sme sa snazili najméa o efektivnejsie
overenie ich neriesitelnosti. Dokézali sme, ze faktorizacia v ¢iselnom telese a
prosté modulenie na netrividlne pripady nestacia, no otazka, ¢i by princip ne-
platil pri pouziti silnejsej teodrie, zostava otvorena. Isté moznosti nam vsak ukazal
pripad rovnice rozkladanej v kubickom telese.

Pre lepsie pochopenie tejto prace odporicame citatelom aplikovat metédu
aj na d'alsie rovnice riesitelné analogickym postupom, z ktorych ako ilustraciu
uvadzame viacero moznych prikladov. Z elementarnych za zmienku stoji rovnica
x? + 2 = g3, pricom ti ako prvy vyrieil uz Pierre Fermat, dalej rovnice s ne-
kone¢nou grupou jednotiek 2% — 7 = y3, 2% — 22 = 9® alebo 22 — 158 = 33, ktoré
celociselné riesenia nemaju.

Naopak nejaké rieSenia existuju pri rovniciach 22 + 13 = y3, 2% + 193 = o3
a x? + 74 = y3, ale u tych najskor treba spravne uré¢it triedovi grupu éfselného
telesa. Zlozitejsia je rovnica x? + 31 = y3, nakolko triedové ¢islo Q(v/—31) nie
je nestidelitelné s exponentom pri . Vhodnym prikladom rovnice o troch pre-
mennych je 2*+y* = 22 a rovnice s rozkladom v kubickom telese 2% —4x+2 = 212
Vyssie mocniny zasa treba brat do tvahy v rovniciach 22 +1 = o5, 22 — 7 = ¢°
alebo % + 13 =y,

Na pracu by sa dalo nadviazat vytvorenim a implementdciou vSeobecného
algoritmu na rieSenie rovnic tvaru z? — de? = y" skiimanou metédou, pripadne
hlbsou analyzou rovnic iného typu. Takisto by sa v téme dalo pokracovat rozbo-
rom niektorych rovnic vyssich stupnov a rozkladom v cyklotomickych telesach.
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Znacenie

mnozina prirodzenych éisel, {1,2,...}

okruh celych éisel, {0, £1,+2,...}

okruh p—adickych celych cisel

teleso racionalnych cisel

teleso p—adickych ¢isel

teleso realnych cisel

teleso komplexnych ¢isel

okruh celoé¢iselnych zbytkov modulo m, {0,1,...,m — 1}
okruh celistvych prvkov telesa K

H(K), Cl(Ok) triedova grupa telesa K

h(K)
U(Ok)
d(K)

My

a =bmod p
a=~b

[a]

| M|

triedové ¢islo telesa K

grupa jednotiek telesa K

diskriminant telesa K

Minkowského hranica pre teleso K
prvok a je kongruentny prvku b modulo p
a je priblizne rovné b

trieda ekvivalencie obsahujica prvok a
velkost (kardinalita) mnoziny M
absolutna hodnota ¢isla m

a deli b, t.j. dc také, ze ac = b
najvicsi spoloény delitel prvkov a,b

Legendrov symbol m nad p

Eulerova funkcia ¢ celého ¢isla m
stupen polynému f
derivécia funkcie g

gradient (%, aa—xi, o a%") funkcie g(z1, 9, ..., x,)
ak R je podobor S, ay,...,a, € S, Rai,...,a,] je najmensi

podobor S obsahujici R a {ay,...,a,}

ak K < L je rozsirenie telies, a,...,a, € L, K(ay,...,a,) je
najmensie podteleso L obsahujice K a {ay,...,a,}
minimélny polyném prvku a nad telesom K

a = ub, kde u je nejaka jednotka

hlavny idedl generovany prvkom a

norma prvku a (respektive idedlu I)

faktorgrupa grupy G podla podgrupy H

velkost faktorokruhu R/I, kde R je okruh a I jeho idedl
stupen telesového rozsirenia L nad K
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