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Úvod

Jedním z hlavních cíl· a motivací analytické teorie £ísel je studium funkce π, která pro
reálné x ur£uje po£et prvo£ísel men²ích neº toto x a jejíº p°ibliºným vyjád°ením se zabývá
známá prvo£íselná v¥ta. Obecn¥ji se dá °íct, ºe analytická teorie £ísel je matematická
disciplína, ve které se zkoumají vlastnosti funkcí, které n¥jakým zp·sobem popisují ur£i-
tou vlastnost spo£etné mnoºiny, typicky mnoºiny p°irozených £ísel nebo v²ech prvo£ísel
a které nelze vyjád°it jednoduchým zp·sobem pomocí známých funkcí z matematické
analýzy. Nej£ast¥ji takové funkce vyjád°íme jako sou£et známých funkcí a chybového
£lenu, jehoº hodnotu dokáºeme pomocí známých funkcí odhadnout seshora. P°i studiu
analytické teorie £ísel se setkáme s pojmem Dirichletova charakteru, který spadá do
oboru obecné algebry. Dirichletovým charakterem se rozumí libovolný homomor�smus
χ : G→ C× a jedná se o jeden z úst°edních pojm· této práce.

Hlavním cílem a p°ínosem práce je zobecn¥ní výsledk· od Dummita, Granvilla a
Kisilevského. V jejich nedávném £lánku [2] se poda°ilo ur£it explicitní odhad hustoty

#{pq ≤ x : χ(p) = χ(q) = 1}
#{pq ≤ x}

=
1

4
+

1

4

Lχ + o(1)

log log x
.

kde χ zna£í kvadratický charakter, který nabývá hodnot z mnoºiny {0, 1,−1} a Lχ
zna£í konvergentní °adu

∑
p
χ(p)
p . Hlavním p°ínosem a p·vodním výsledkem je zobecn¥ní

explicitního odhadu z [2] na p°ípad obecného Dirichletova charakteru ve v¥t¥ 3.2.1. Nej-
prve ov²em podrobn¥ vyloºíme teorii pot°ebnou k d·kaz·m zmín¥ných výsledk·.

Kapitola 1 je v jistém smyslu stavebním kamenem pro dal²í £ásti práce. Prozkoumáme
v ní n¥které obecné vlastnosti aritmetických funkcí (zobrazení N → C), vlastnosti ope-
rací de�novaných mezi aritmetickými funkcemi (nap°. Dirichlet·v sou£in) a uvedeme
n¥které konkrétní p°íklady aritmetických funkcí, jeº najdou uplatn¥ní ve zbytku práce.
V posledních sekcích se budeme v¥novat jiº zmín¥ným Dirichletovým charakter·m a
zavedeme asymptotickou notaci.

Podstatnou £ástí kapitoly 2 je odvození asymptotických vyjád°ení
∑

p≤x
log p
p a

∑
p≤x

1
p ,

které dále v kapitole najde vyuºití p°i odvození asymptotiky po£tu sou£in· dvou pr-
vo£ísel nep°evy²ujících reálné x. Dále v kapitole odvodíme asymptotické vyjád°ení pro∑

p≤x
χ(p) log p

p a
∑

p≤x
χ(p)
p , kde χ nyní zna£í netriviální Dirichlet·v charakter. Tyto
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asymptotiky najdou aplikaci v d·kazu p·vodního výsledku v kapitole 3. Na konci 2 . kapi-
toly odvodíme asymptotiku po£tu sou£in· k prvo£ísel men²ích neº reálné x.

Kapitola 3 je hlavní £ástí této práce. Nejd°íve v ní dokáºeme zmín¥ný výsledek z [2]
a vyslovíme ho v siln¥j²í verzi. V d·kazu se vyuºívá p°ipravená teorie z kapitoly 2 a za
p°ínos lze povaºovat i mnohem podrobn¥j²í zpracování neº je v p·vodním £lánku. Zpra-
cování d·kazu je podrobn¥j²í i ve srovnání s výzkumným úkolem [3]. Hlavním bene�tem
je ov²em zobecn¥ní výsledku pro obecný Dirichlet·v charakter χ. Konkrétn¥ tedy ur£íme
explicitní odhad hustoty

#{pq ≤ x : χ(p) = χ(q) = c}
#{pq ≤ x}

=
1

n2
+

1

n2
· C

log log x
+O

(
log log x

log x

)
(1)

kde c je nenulové komplexní £íslo, kterého daný charakter χ pro n¥jaké prvo£íslo
nabývá, n zna£í po£et v²ech vzájemn¥ r·zných nenulových hodnot, kterých charakter
nabývá a C je konstanta, která je de�novaná pomocí nov¥ zavedené °ady. Toto zobecn¥ní
vyºadovalo dokázat n¥kolik souvisejících tvrzení ve v¥t²í obecnosti. Nejv¥t²ím úskalím
d·kazu je nutnost práce s polynomem g de�novaným vztahem (3.12). Tvar v¥ty 3.2.1
velmi zjednodu²ila skute£nost, ºe se poda°ilo ur£it koe�cienty polynomu g a dále ur£it
jeho funk£ní hodnoty v bodech χ(p), kde χ je nyní libovolný Dirichlet·v charakter a p
libovolné prvo£íslo. Pomocí t¥chto funk£ních hodnot se zjednodu²í tvar nov¥ de�nované
°ady, která vystupuje v explicitním odhadu. Dal²ím p°ínosem je zobecn¥ní (1) pro p°ípad
χ(p) = e a χ(q) = f , kde e a f jsou obecn¥ r·zná komplexní £ísla. V záv¥ru kapitoly
jsme nastínili d·kaz podobné asymptotiky pro t°i prvo£ísla.

V poslední kapitole se v¥nujeme experimentálnímu ov¥°ení výsledk· z kapitoly 3.
P°edev²ím zde porovnáváme skute£né hodnoty podílu (1) s jeho explicitním odhadem.

Z v¥ty 3.2.1 plyne, ºe chyba explicitního odhadu od skute£né hustoty je funkce zO
(

log log x
log x

)
a v práci vysv¥tlíme, pro£ nebude explicitní odhad hustoty dávat p°íli² dobré výsledky
pro taková x, pro která jsme schopni spo£ítat skute£nou hodnotu hustoty. Dále bylo
pot°eba u£init p°ibliºné výpo£ty nov¥ de�novaných °ad, které se vyskytují v explicitních
odhadech. Výpo£ty byly provedeny v jazyce C v knihovn¥ GMP, ur£ené pro práci s
velkými £ísly.
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Kapitola 1

Základní pojmy

1.1 Aritmetické funkce

V následující sekci de�nujeme pot°ebné aritmetické funkce (zobrazení z N do R) a
dokáºeme n¥kolik tvrzení, které budeme v dal²ím textu pouºívat. Následující de�nice
aritmetické funkce µ a v¥ta popisující její vlastnost pocházejí ze sekce 2.2 v [1].

De�nice 1.1.1. Möbiovu funkci µ pro n = 1 de�nujeme jako µ(1) = 1. Pro n > 1
m·ºeme psát n = pa11 . . . pakk a µ de�nujeme následujícím zp·sobem:

µ(n) = −1k pokud a1 = a2 = . . . = ak = 1,

µ(n) = 0 jinak.

V¥ta 1.1.2. Pro n ∈ N platí ∑
d|n

µ(d) =

⌊
1

n

]

D·kaz. Pro n = 1 tvrzení z°ejm¥ platí. Pro n > 1 ozna£íme n = pa11 . . . pakk . Protoºe v
sum¥

∑
d|n Λ(d) vznikají nenulové £leny pouze v p°ípad¥ d = 1 nebo pro d¥litele takových

n, které jsou sou£iny r·zných prvo£ísel.∑
d|n

µ(d) =µ(1) + µ(p1) + . . .+ µ(pk) + µ(p1p2) + . . .+ µ(pk−1pk)+

+ . . .+ µ(p1p2 . . . pk)

1 +

(
k

1

)
(−1) +

(
k

2

)
(−1)2 + . . .+

(
k

k

)
(−1)k = (1− 1)k = 0.

Dále de�nujeme Von-Mangoldtovu funkci Λ a vyslovíme v¥tu pot°ebnou v dal²ím
textu. Jako zdroj byla pouºita sekce 2.8 z [1].
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De�nice 1.1.3. Pro n ∈ N de�nujeme

Λ(n) = log p pokud n = pm, pro prvo£íslo p a m ∈ N
Λ(n) = 0 jinak .

V¥ta 1.1.4. Pro n ∈ N platí

log n =
∑
d|n

Λ(d).

D·kaz. Pro n = 1 tvrzení v¥ty z°ejm¥ platí. Uvaºujme tedy n > 1 a ozna£me

n =
r∏

k=1

pakk .

Zlogaritmováním dostaneme

log n =
r∑

k=1

ak log pk.

Protoºe v sum¥
∑

d|n Λ(d) jsou jediné nenulové £leny d¥litelé d tvaru pmk pro m =
1, 2, . . . , ak a k = 1, 2, . . . , r, m·ºeme psát

∑
d|n

Λ(d) =

r∑
k=1

ak∑
m=1

Λ(pmk ) =

r∑
k=1

ak∑
m=1

log pk =

r∑
k=1

ak log pk = log n

a d·kaz je u konce.

Následující v¥ta pro obecné aritmetické funkce má kruciální význam v odvozování
asymptotických vztah· v kapitole 2. V¥tu jsme p°evzali ze sekce 4.2 v [1].

V¥ta 1.1.5. Pro libovolnou aritmetickou funkci a poloºme

A(y) =
∑
n≤y

a(n),

kde A(y) = 0 pokud y < 1. Nech´ je dána f : R → R, která má spojitou derivaci na

intervalu [x, y], kde 0 < x < y. Pak∑
x<n≤y

a(n)f(n) = A(y)f(y)−A(x)f(x)−
∫ y

x
A(t)f ′(t)dt.
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D·kaz. Nech´ k = byc and m = bxc. Platí tedy A(y) = A(k) a A(x) = A(m) a m·ºeme
psát

∑
x<n≤y

a(n)f(n) =

k∑
n=m+1

a(n)f(n) =

k∑
n=m+1

{A(n)−A(n− 1)}f(n) =

=

k∑
n=m+1

A(n)f(n)−
k−1∑
n=m

A(n)f(n+ 1) =

=

k∑
n=m+1

A(n){f(n)− f(n+ 1)}+A(k)f(k)−A(m)f(m+ 1).

(1.1)

Druhá rovnost plyne z A(n) − A(n − 1) = a(n). Protoºe platí f(n) − f(n + 1) =
−
∫ n+1
n f ′(t)dt, výraz (1.1) je roven

−
k∑

n=m+1

A(n)

∫ n+1

n
f ′(t)dt+A(k)f(k)−A(m)f(m+ 1) =

=−
k∑

n=m+1

∫ n+1

n
A(t)f ′(t)dt+A(k)f(k)−A(m)f(m+ 1) =

=−
∫ k

m+1
A(t)f ′(t)dt+A(k)f(k)−A(m)f(m+ 1).

(1.2)

Protoºe platí rovnosti

A(y)f(y)−
∫ y

k
A(t)f ′(t)dt = A(y)f(y)−A(k)

∫ y

k
f ′(t) =

= A(y)f(y) +A(k)f(k)−A(k)f(y) = A(k)f(k)

a rovnosti

−A(x)f(x)−
∫ m+1

x
A(t)f ′(t)dt = −A(x)f(x)−A(m)

∫ m+1

x
f ′(t) =

= −A(x)f(x) +A(m)f(m+ 1)−A(m)f(x) = A(m)f(m+ 1),

k dokon£ení d·kazu sta£í p°epsat (1.2) jako

−
∫ k

m+1
A(t)f ′(t)dt+A(y)f(y)−

∫ y

k
A(t)f ′(t)dt

−A(x)f(x)−
∫ m+1

x
A(t)f ′(t)dt =

= A(y)f(y)−A(x)f(x)−
∫ y

x
A(t)f ′(t)dt.

(1.3)
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Nakonec dokáºeme obecn¥j²í v¥tu z analýzy, kterou vyuºijeme p°i d·kazu vztahu (2.1).
V¥tu £tená° nalezne v sekci 3.3 v [1].

V¥ta 1.1.6. Nech´ má funkce f : R → R spojitou derivaci f ′ na intervalu [y, x], kde
0 < y < x, pak ∑

y<n≤x
f(n) =

∫ x

y
f(t)dt+

∫ x

y
(t− btc)f ′(t)dt+

+ f(x)(bxc − x) + f(y)(byc − y).

D·kaz. Ozna£me m = byc a k = bxc. Pro £ísla n a n− 1 v [y, x] platí∫ n

n−1
btcf ′(t)dt =

∫ n

n−1
(n− 1)f ′(t)dt = (n− 1){f(n)− f(n− 1)} =

{nf(n)− (n− 1)f(n− 1)} − f(n).

Se£tením od m+ 1 do k získáme∫ k

m+1
btcf ′(t)dt = kf(k)− (m+ 1)f(m+ 1)−

k∑
n=m+2

f(n) =

= kf(k)−mf(m+ 1)−
∑

y<n≤x
f(n),

a platí tedy

∑
y<n≤x

f(n) =

∫ k

m+1
btcf ′(t)dt+ kf(k)−mf(m+ 1) =

= −
∫ x

y
btcf ′(t) + kf(x)−mf(y).

(1.4)

Integrací per partes dostaneme vztah∫ x

y
f(t)dt = xf(x)− yf(y)−

∫ x

y
tf ′(t)dt,

jehoº kombinací s (1.4) dokon£íme d·kaz v¥ty.

1.2 Dirichlet·v sou£in

Mezi aritmetickými funkcemi lze de�novat r·zné operace. Díky následujícím dv¥ma
de�nicím dokáºeme d·sledek 1.2.5, který vyuºijeme v d·kazu d·leºitých asymptotik v
kapitole 2. V celé následující sekci jsou jako zdroj pouºity sekce 2.6 a 2.14 z [1].

7



De�nice 1.2.1. Pro dv¥ aritmetické funkce f a g de�nujeme Dirichlet·v sou£in jako

aritmetickou funkci h danou vztahem

h(n) =
∑
d|n

f(d)g
(n
d

)
Dirichlet·v sou£in budeme zna£it jako h = f ∗ g.

O operaci ∗ se v literatu°e £asto mluví jako o Dirichletov¥ konvoluci. Dal²í de�nice
je inspirována Dirichletovým sou£inem a v jistém smyslu ho zobec¬uje pro kombinace
reálné funkce s aritmetickou.

De�nice 1.2.2. Nech´ je dána funkce F : (0,+∞) → R taková, ºe F (x) = 0 pro

0 < x < 1. Pro libovolnou aritmetickou funkci α de�nujeme funkci α ◦ F

(α ◦ F )(x) =
∑
n≤x

α(n)F
(x
n

)
.

Následující v¥ta svazuje práv¥ de�nované operace ∗ a ◦ zajímavou rovností.

V¥ta 1.2.3. Pro dv¥ libovolné aritmetické funkce α a β a libovolnou funkci F z de�nice 1.2.2

platí

α ◦ (β ◦ F ) = (α ∗ β) ◦ F.

D·kaz. Pro x ≥ 0 platí

{α ◦ (β ◦ F )}(x) =
∑
n≤x

α(n)
∑
m≤ x

n

β(m)F
( x

mn

)
=
∑
mn≤x

α(n)β(m)F
( x

mn

)
=

=
∑
k≤x

∑
n|k

α(n)β

(
k

n

)F
(x
k

)
=
∑
k≤x

(α ∗ β)(k)F
(x
k

)
=

= {(α ∗ β) ◦ F}(x).

Následující v¥ta dává vztah pro sumu aritmetické funkce získané jako Dirichlet·v
sou£in dvou jiných aritmetických funkcí.

V¥ta 1.2.4. Nech´ jsou dány aritmetické funkce f , g, h = f ∗ g a

H(x) =
∑
n≤x

h(n), F (x) =
∑
n≤x

f(n) a G(x) =
∑
n≤x

g(n).

Pak

H(x) =
∑
n≤x

f(n)G
(x
n

)
=
∑
n≤x

g(n)F
(x
n

)
.
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D·kaz. De�nujeme funkci U jako

U(x) =

{
0 pokud 0 < x < 1,

1 pokud x ≥ 1.

V d·kazu vyuºijeme v¥tu 1.2.3, která dává do vztahu operace ◦ a ∗. Z°ejm¥ je F = f ◦U ,
G = g ◦ U a d·kaz ukon£í vztahy

f ◦G = f ◦ (g ◦ U) = (f ∗ g) ◦ U = H

g ◦ F = g ◦ (f ◦ U) = (g ∗ f) ◦ U = H.

Z v¥ty 1.2.4 plyne p°i stejném zna£ení funkcí d·sledek, který bude uºite£ný v dal²í
teorii.

D·sledek 1.2.5. Pro x ≥ 1 platí∑
n≤x

∑
d|n

f(d) =
∑
n≤x

f(n)
⌊x
n

⌋
=
∑
n≤x

F
(x
n

)
(1.5)

D·kaz. Ve v¥t¥ 1.2.4 sta£í poloºit g(n) = 1 pro p°irozená n a G(x) = bxc.

1.3 Charaktery

V této sekci p°istoupíme k de�nici charakteru a uvedeme n¥kolik jeho vlastností, které
jsou v této práci d·leºité.

De�nice 1.3.1. Nech´ G je kone£ná Abelova grupa. Homomor�smus χ : G → C×
nazveme charakter na G (C× zna£í multiplikativní grupu nenulových komplexních £ísel).

Protoºe pro prvek identity e z°ejm¥ platí χ(e) = 1 a pro libovolný prvek a ∈ G, a 6= 1
je an = 1, platí χ(a)n = 1. Hodnoty charakteru tedy jsou odmocniny z jedné a pro jejich
absolutní hodnotu platí |χ(g)| = 1 pro v²echna g ∈ G. Triviální charakter χ0 de�nujeme
pro g ∈ G jako χ0(g) = 1. V sekci 6.5 v [1] lze nalézt d·kaz tvrzení, ºe kone£ná Abelova
grupa G má práv¥ n r·zných charakter·. Mnoºinu v²ech charakter· na G ozna£íme
jako Ĝ. Pro libovolné dva charaktery χ1, χ2 ∈ Ĝ lze de�novat charakter χ1χ2 p°edpisem
χ1 χ2(g) = χ1(g)χ2(g) pro g ∈ G. Pro χ ∈ Ĝ je inverzní prvek χ̄ de�novaný χ̄(g) = χ(g).
Struktura s takto de�novanou operací mezi charaktery tvo°í kone£nou Abelovu grupu.
Následující v¥ta ukazuje zajímavou vlastnost charakter· a její d·kaz m·ºe být nalezen v
sekci 2.1 v [3].

V¥ta 1.3.2. Nech´ je G kone£ná Abelova grupa °ádu n. Pak platí

∑
g∈G

χ(g) =

{
n pokud χ = χ0,

0 jinak.
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v¥t²inou se nepracuje s obecnými charaktery dle de�nice 1.3.1, ale s charaktery, kdy
jako grupu G uvaºujeme multiplikativní grupu zbytkových t°íd modulo N .

De�nice 1.3.3. Nech´ d ∈ N0 a G = (Z/d)× bu¤ multiplikativní grupa zbytkových t°íd

modulo d. Ke kaºdému charakteru χ na G de�nujeme aritmetickou funkci χ̃ pro n ∈ Z
následujícím zp·sobem:

χ̃(n) = χ(n) pokud (n, d) = 1

χ̃(n) = 0 pokud (n, d) > 1.

Funkci χ̃ nazveme Dirichlet·v charakter modulo d.

Protoºe v dal²ím textu nebudeme pracovat s jiným chrakterem neº s Dirichletovým,
budeme pro Dirichlet·v charakter místo χ̃ pouºívat zna£ení χ. Z v¥ty 1.3.2 plyne platnost
d·leºité rovnosti pro libovolný Dirichlet·v charakter podle de�nice 1.3.3:

d∑
a=0

χ(g) =

{
ϕ(n) pokud χ = χ0,

0 jinak.
(1.6)

Následující jednoduché tvrzení popisuje tvar mnoºiny oboru hodnot Dirichletova
charakteru.

Tvrzení 1.3.4. Nech´ je χ libovolný Dirichlet·v charakter modulo d. Ozna£me H =
{χ(a)|a ∈ {1, . . . , d− 1}, (a, d) = 1} a n = #H. Pak platí

H =

{
exp

(
2πij

n

)
| j ∈ {1, . . . , n}

}
.

D·kaz. Uvedeme pouze stru£ný postup d·kazu. Protoºe je |χ(a)| = 1 je H podmnoºina
jednotkové kruºnice o které navíc víme, ºe je kone£ná. Vybereme α0 ∈ [0, 1), minimální
takové, ºe exp(2πiα0) ∈ H. Sporem snadno ukáºeme, ºe α0 = 1

m . Inkluze{
exp

(
2πij

n

)
| j ∈ {1, . . . , n}

}
⊆ H

plyne z uzav°enosti H na násobení. Opa£nou inkluzi ukáºeme op¥t sporem. Z°ejm¥ je
m = n.

Nyní bude následovat lemma, které je výsledkem vlastní práce a jehoº smysl se nám
ukáºe aº v d·kazu v¥ty 3.2.1

Lemma 1.3.5. Nech´ je χ libovolný Dirichlet·v charakter modulo d. Ozna£me H =
{χ(a)|a ∈ {1, . . . , d − 1}, (a, d) = 1} a n = #H. Pak charakter χj není triviální pro

ºádné j ∈ {1, . . . , n− 1}.
D·kaz. Pro spor p°edpokládejme, ºe χj je triviální charakter pro n¥jaké j ∈ {1, . . . , n−1}.
Pak pro v²echna a ∈ Z nesoud¥lná s d platí

χ(a)j − 1 = 0.

Tedy polynom xj − 1 má za ko°eny v²echny prvky z H. Ale jeho stupe¬ je j < n a to je
spor.
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Nakonec uvedeme p°íklad netriviálního Dirichletova charakteru, který vyuºijeme v
kapitole 3. Pro tento ú£el budeme pot°ebovat de�nici Jacobiho a Legendrova symbolu.

De�nice 1.3.6. Bu¤ p liché prvo£íslo. Pro (n, p) = 1 de�nujeme Legender·v symbol(
n
p

)
následujícím zp·sobem:

(
n

p

)
=

{
+1 pokud x2 ≡ n mod p má °e²ení

−1 pokud x2 ≡ n mod p nemá °e²ení .

Pokud je (n, p) > 1, de�nujeme
(
n
p

)
= 0. Nyní m·ºeme p°istoupit k de�nici obecn¥j²ího

Jacobiho symbolu. de�nujeme symbol
(
n
d

)
pro liché d ∈ N s prvo£ísleným rozkladem

d = pa11 . . . pakk jako: (n
d

)
=

(
n

p1

)a1
. . .

(
n

pk

)ak
.

Nakonec m·ºeme de�novat kvadratický charakter χ pro libovolné n ∈ Z a liché d ∈ N
jako

χ(n) =
(n
d

)
. (1.7)

Je pot°eba ov¥°it, ºe takto de�novaný charakter spl¬uje de�nici Dirichletova charak-
teru. Ov¥°ení lze nalézt v sekci 2.2 v [3].

1.4 Asymptotická notace

V celé následující sekci, budeme uvaºovat, ºe f a g jsou komplexní funkce reálné
prom¥nné. Nyní p°ipomeneme známé asymptotické zna£ení. Budeme psát

f ∈ O(g(x)),

pokud

(∃K > 0)(∃x0 ∈ R) tak, ºe ∀x > x0 platí |f(x)| < K|g(x)|. (1.8)

Pokud jsou funkce f a g nezáporné a spojité, m·ºeme v de�nici (1.8) vºdy uvaºovat
x0 = 0. P°edpokládejme, ºe (1.8) platí pro x0 > 0, protoºe |f | a |g| jsou spojité, nabývají
na kompaktu (0, x0] svého maxima a m·ºeme zvolit K tak, ºe (1.8) platí pro x0 = 0.
Podobn¥ budeme zna£it

f ∈ o(g(x)),

pokud

(∀ε > 0)(∃x0 ∈ R) tak, ºe ∀x > x0 platí |f(x)| < ε|g(x)|.
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S vyuºitím de�novaného zna£ení nakonec m·ºeme zavést zna£ení

f ∼ g,

pokud

f(x) = g(x) + o(g(x)).

Z de�nice snadno plyne vlastnost, kterou budeme v textu neustále vyuºívat. Pokud
f ∈ O(F (x)) a g ∈ O(G(x)), pak f(x) + g(x) ∈ O(F (x) +G(x)).

Nakonec uvedeme vlastnost, jenº m·ºe p·sobit vykonstruovan¥, ale kterou mnohokrát
vyuºijeme v kapitolách 2 a 3. Pokud jsou f , F reálné funkce a h rostoucí nezáporná
reálná funkce, platí

f(x) ∈ O (F (x)) =⇒
∑

p≤h(x)

f

(
x

p

)
∈ O

 ∑
p≤h(x)

F

(
x

p

) , (1.9)

kde s£ítáme p°es prvo£ísla p. Vztah (1.9) platí, protoºe m·ºeme zvolit x0 = 0 a
implicitní konstanta v O (F (x)) nezávisí na p.

Pro p°ípady, kdy budeme v de�nici f(x) ∈ O(g(x)) pot°ebovat zd·raznit hodnotu
konstanty K zavedeme zna£ení f(x) ∈ O1(g(x)) znamenající, ºe

∃x0 ∈ R tak, ºe ∀x > x0 platí |f(x)| < |g(x)|.

a budeme psát

f ∈ O1(Kg(x)).
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Kapitola 2

Aplikace prvo£íselné v¥ty

2.1 Odhady sou£t· p°es prvo£ísla

V následující sekci jsou nejd°íve dokázána tvrzení, které jsou pot°eba p°i odvozování
asymptotik pro

∑
p≤x

1
p a

∑
p≤x

log p
p . Jedná se o v¥ty 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3, které pocházejí

ze sekce 3.11 v [1] a lemma 2.1.4 ze sekce 4.6 v [1].

V¥ta 2.1.1. Pro x ≥ 1 platí ∑
n≤x

µ(n)
⌊x
n

⌋
= 1

a ∑
n≤x

Λ(n)
⌊x
n

⌋
= log(bxc!).

D·kaz. Ze vztahu (1.5) v d·sledku 1.2.5 dostaneme s vyuºitím v¥ty 1.1.2 p°ímo∑
n≤x

µ(n)
⌊x
n

⌋
=
∑
n≤x

∑
d|n

µ(d)
⌊x
n

⌋
=
∑
n≤x

⌊
1

n

⌋
= 1

a s vyuºitím v¥ty 1.1.4∑
n≤x

Λ(n)
⌊x
n

⌋
=
∑
n≤x

∑
d|n

Λ(d)
⌊x
n

⌋
= log(bxc!)

V¥ta 2.1.2. Pro x ≥ 2 platí

log(bxc!) = x log x− x+O1(2 log x) (2.1)

a ∑
n≤x

Λ(n)
⌊x
n

⌋
= x log x− x+O1(2 log x), (2.2)
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D·kaz. Ve v¥t¥ 1.1.6 poloºíme f(t) = log t a snadným výpo£tem ur£itého integrálu
získáme ∑

n≤x
log(n) =

∫ x

1
log t dt+

∫ x

1

t− btc
t

dt− (x− bxc) log x =

= x log x− x+ 1 +

∫ x

1

t− btc
t

dt+O1(log x).

Protoºe platí ∫ x

1

t− btc
t

d t = O1

(∫ x

1

1

t
d t

)
= O1(log x),

vztah (2.1) je dokázán. Platnost vztahu (2.2) plyne z v¥ty 2.1.1.

V¥ta 2.1.3. Pro x ≥ 2 platí∑
p≤x

⌊
x

p

⌋
log p = x log x+O1(5x).

D·kaz. Protoºe je Λ(n) = 0 pokud n není mocnina jednoho prvo£ísla, m·ºeme psát

∑
n≤x

⌊x
n

⌋
Λ(n) =

+∞∑
m=1

∑
p

pm≤x

⌊
x

pm

⌋
Λ(pm).

Dvojitou sumu m·ºeme p°epsat jako

∑
p≤x

+∞∑
m=1

⌊
x

pm

⌋
log p =

∑
p≤x

⌊
x

p

⌋
log p+

∑
p≤x

+∞∑
m=2

⌊
x

pm

⌋
log p

Dokáºeme, ºe druhá suma je funkce z O(x). S vyuºitím sou£tu geometrické °ady
dostaneme

∑
p≤x

log p

+∞∑
m=2

⌊
x

pm

⌋
≤ x

∑
p≤x

log p

+∞∑
m=2

(
1

p

)m
= x

∑
p≤x

log p · 1

p2
· 1

1− 1
p

=

= x
∑
p≤x

log p

p(p− 1)
≤ x

+∞∑
n=2

log n

n(n− 1)
= O(x),

kde poslední rovnost plyne z konvergence °ady
∑+∞

n=2
logn
n(n−1) .

Ukázali jsme, ºe

∑
p≤x

+∞∑
n=1

⌊x
n

⌋
Λ(n) =

∑
p≤x

⌊
x

p

⌋
log p+O(x).
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Ze vztahu (2.2) dostaneme

x log x− x+O(log x) =
∑
p≤x

⌊
x

p

⌋
log p+O(x).

Platí tedy ∑
p≤x

⌊
x

p

⌋
log p = x log x+O1(K1x),

kde

K1 = 2 + 1 +

+∞∑
n=2

log n

n(n− 1)
= 3 +

+∞∑
n=2

log n

n(n− 1)
.

Protoºe platí

+∞∑
n=2

log n

n(n− 1)
< 2,

konstantu K1 m·ºeme seshora odhadnout 5.

Lemma 2.1.4. Nech´ je (a(n))+∞
1 nezáporná posloupnost reálných £ísel taková, ºe∑

n≤x
a(n)

⌊x
n

⌋
= x log x+O1(Bx) (2.3)

pro v²echna x ≥ 1 a konstantu B > 0. Pak:

1. Pro x ≥ 1 platí ∑
n≤x

a(n) = O1(Cx), (2.4)

kde C = 2B + 4 log 2.

2. Pro x ≥ 1 platí ∑
n≤x

a(n)

n
= log x+O1(C).

D·kaz. Nejd°íve dokáºeme první bod tvrzení. Pro tento ú£el de�nujeme

S(x) =
∑
n≤x

a(n)

15



a

T (x) =
∑
n≤x

a(n)
⌊x
n

⌋
.

Nejd°íve dokáºeme nerovnost

S(x)− S
(x

2

)
≤ T (x)− 2T

(x
2

)
. (2.5)

Pravou stranu (2.5) rozepí²eme jako

T (x)− 2T
(x

2

)
=
∑
n≤x

⌊x
n

⌋
a(n)− 2

∑
n≤x

2

⌊ x
2n

⌋
a(n) =

=
∑
n≤x

2

(⌊x
n

⌋
− 2

⌊ x
2n

⌋)
a(n) +

∑
x
2
≤n≤x

⌊x
n

⌋
a(x).

Protoºe b2yc − 2byc je bu¤ 0 nebo 1, je první suma nezáporná a nerovnost (2.5)
dokazuje

T (x)− 2T
(x

2

)
≥

∑
x
2
≤n≤x

⌊x
n

⌋
a(x) =

∑
x
2
≤n≤x

a(x) = S(x)− S
(x

2

)
.

Z p°edpokladu (2.3) máme pro x ≥ 1

T (x)− 2T
(x

2

)
= x log x+O(x)− 2

(x
2

log
x

2
+O(x)

)
= O1((2 log 2 +B)x).

Z nerovnosti (2.5) plyne S(x) − S
(
x
2

)
= O(x). Pro libovolné p°irozené n tedy platí

nerovnost

S
( x

2n−1

)
− S

( x
2n

)
≤ (log 2 +B)

x

2n−1
.

Nerovnosti se£teme p°es v²echna p°irozená n a dostaneme

S(x) ≤ Kx
+∞∑
n=1

1

2n−1
= (4 log 2 + 2B)x.

Ukáºeme druhý bod tvrzení. Protoºe platí
⌊
x
n

⌋
=
(
x
n

)
+ O(1), m·ºeme s vyuºitím (2.4)

psát

T (x) =
∑
n≤x

⌊x
n

⌋
a(n) =

∑
n≤x

(x
n

+O(1)
)
a(n) = x

∑
n≤x

a(n)

n
+O

∑
n≤x

a(n)

 =

= x
∑
n≤x

a(n)

n
+O(x).
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Vyuºitím p°edpokladu (2.3) dostaneme∑
n≤x

a(n)

n
=

1

x
T (x) +O(1) = log x+O(1)

a d·kaz je u konce.

Nyní m·ºeme p°istoupit k odvození slibovaných asymptotik. Najdou vyuºití ve
v¥t¥ 2.3.3 a ve st¥ºejních v¥tách práce v kapitole 3. Tvrzení mohou být nalezena v
sekcích 4.8 a 4.9 v [1].

V¥ta 2.1.5. Pro x ≥ 1 platí ∑
p≤x

log p

p
= log x+O1(13). (2.6)

D·kaz. Dokázaný vztah z v¥ty 2.1.3∑
p≤x

⌊
x

p

⌋
log p = x log x+O(x)

m·ºeme p°epsat do tvaru∑
n≤x

Λ1(n)
⌊x
n

⌋
= x log x+O(x), (2.7)

kde Λ1 je de�novaná jako

Λ1(n) =

{
log p pokud n je prvo£íslo p,

0 jinak.

Protoºe je Λ1(n) ≥ 0 a platí vztah (2.7), z v¥ty 2.1.4 plyne∑
p≤x

log p

p
= log x+O1(K2), (2.8)

kde K2 = 2 · 5 + 4 log 2 < 13.

V¥ta 2.1.6. Existuje konstanta A tak, ºe platí∑
p≤x

1

p
= log log x+A+O

(
1

log x

)
. (2.9)
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D·kaz. Ozna£me

A(x) =
∑
p≤x

log p

p

a

a(n) =

{
1 pokud n je prvo£íslo,

0 jinak.

Pak ∑
p≤x

1

p
=
∑
n≤x

a(n)

n

a

A(x) =
∑
n≤x

a(n)

n
log n.

Poloºíme-li ve v¥t¥ 1.1.5 f(t) = 1
log t , dostaneme∑

p≤x

1

p
=
A(x)

log x
+

∫ x

2

A(t)

t(log t)2
dt.

Z v¥ty 2.1.5 máme A(x) = log x+R(x), kde R(x) = O(1). M·ºeme tedy psát∑
p≤x

1

p
=

log x+O(1)

log x
+

∫ x

2

log t+R(t)

t(log t)2
dt =

= 1 +O

(
1

log x

)
+

∫ x

2

dt

t log t
+

∫ x

2

R(t)

t(log t)2
dt.

Z°ejm¥ platí ∫ x

2

dt

t log t
= log log x− log log 2

a ∫ x

2

R(t)

t(log t)2
dt =

∫ +∞

2

R(t)

t(log t)2
dt−

∫ +∞

x

R(t)

t(log t)2
dt.

Z rovnosti R(x) = O(1) dostaneme∫ +∞

x

R(t)

t(log t)2
dt = O

(∫ +∞

x

R(t)

t(log t)2
dt

)
= O

(
1

log x

)
.

Získáme tedy rovnost dokazující tvrzení v¥ty∑
p≤x

1

p
= log log x+ 1− log log 2 +

∫ +∞

2

R(t)

t(log t)2
+O

(
1

log x

)
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Nakonec uvedeme bez d·kazu podobné asymptotiky pro prvo£ísla leºící v aritmetic-
kých posloupnostech. Tato v¥ta m·ºe být nalezena v sekci 4.3 v [4].

V¥ta 2.1.7. Nech´ a a d jsou p°irozená £ísla taková, ºe (a, d) = 1. Pak existuje reálná

konstanta D tak, ºe pro x ≥ 2 platí∑
p≤x

p≡a mod d

log p

p
=

1

ϕ(d)
log x+O(1) (2.10)

a ∑
p≤x

p≡a mod d

1

p
=

1

ϕ(d)
log log x+D +O

(
1

log x

)
. (2.11)

V d·kazech v¥t 3.1.3 a 3.2.1 budeme pot°ebovat slab²í verzi v¥ty 2.1.7, která dává
odhady ∑

p≤x
p≡a mod d

log p

p
= O(log x) (2.12)

a ∑
p≤x

p≡a mod d

1

p
= O(log log x). (2.13)

2.2 Odhady sou£t· p°es prvo£ísla s Dirichletovými charak-

tery

Nyní dokáºeme d·leºitou v¥tu, která je v podobná v¥t¥ 2.1.5 a 2.1.6, navíc ale pracuje s
netriviálními Dirichletovými charaktery. Tato v¥ta i její triviální d·sledek 2.2.3 je jeden
z pilí°· d·kazu v¥ty 3.1.3 a v¥ty 3.2.1. D·kaz pochází ze sekce 4.3 v [4]. Pro tento
ú£el je²t¥ budeme pot°ebovat známý odhad st°ední hodnoty Von-Mangoldtovy funkce,
jenº p°edstavuje následující v¥ta ze sekce 8.1 v [5]. Jsou známy i p°esn¥j²í odhady, ale
uvádíme následující d·kaz, který je zajímavý tím, ºe je elementární.

V¥ta 2.2.1. Platí ∑
d≤x

Λ(d) = O(x).

D·kaz. Nejd°íve dokáºeme, ºe pro libovolné p°irozené £íslo n platí∏
p≤n

p < 4n. (2.14)
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Pro libovolné m ≥ 1 ozna£íme

M =

(
2m+ 1

m

)
.

Máme

2M =

(
2m+ 1

m

)
+

(
2m+ 1

m+ 1

)
<

2m+1∑
k=0

(
2m+ 1

k + 1

)
= 22m+1

a tedy platí

M < 4m

Pokud je p prvo£íslo spl¬ující m+ 2 ≤ p ≤ 2m+ 1 pak p d¥lí produkt

(2m+ 1)2m(2m− 1) . . . (m+ 2).

Z°ejm¥ tedy p d¥lí M a produkt ∏
m+2≤p≤2m+1

p

také d¥lí M. Platí tedy nerovnost∏
m+2≤p≤2m+1

p ≤M < 4m (2.15)

pro v²echna p°irozená £ísla m. Dokáºeme nerovnost (2.14) indukcí na n. Nerovnost
z°ejm¥ platí pro n = 1 a n = 2. Nech´ je n ≥ 3 a p°edpokládejme, ºe (2.14) platí pro
v²echna p°irozená m < n. Pro n sudé je∏

p≤n
p =

∏
p≤n−1

p < 4n−1 < 4n.

Je-li n liché, lze ho vyjád°it jako n = 2m + 1 pro n¥jaké m ≥ 1 a s vyuºitím
nerovnosti 2.15 a induk£ního p°edpokladu m·ºeme psát∏

p≤n
p =

∏
p≤m+1

p
∏

m+2≤p≤2m+1

p < 4m+14m = 42m+1 = 4n.

tvrzení v¥ty nyní snadno získáme z nerovnosti∑
d≤x

Λ(d) =
∑
d≤n

Λ(d) = log
∏
p≤n

p < n log 4 ≤ x log 4,

kde jsme poloºili n = bxc.
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Existuje siln¥j²í verze v¥ty 2.2.1, jeº °íká, ºe∑
d≤x

Λ(d) ∼ x.

Tato verze je ekvivalentní s prvo£íselnou v¥tou ve tvaru

{p ≤ x} ∼ x

log x

a proto lze mluvit o v¥t¥ 2.2.2 jako o d·sledku prvo£íselné v¥ty. D·kaz této ekviva-
lence lze nalézt v sekci 4.4 v [1]. Nyní m·ºeme p°istoupit k cílové v¥t¥ této sekce.

V¥ta 2.2.2. Nech´ je χ netriviální Dirichlet·v charakter. Pak pro v²echna x ≥ 2 platí∑
n≤x

χ(n)Λ(n)

n
= O (1) , (2.16)

∑
p≤x

χ(p) log p

p
= O (1) , (2.17)

∑
p≤x

χ(p)

p
= b(χ) +O

(
1

log x

)
, (2.18)

kde

b(χ) =
∑
p

χ(p)

p

je kone£ná konstanta.

D·kaz. Nap°ed ukáºeme, ºe∑
n≤x

χ(n) log(n)

n
= −L′(1, χ) +O

(
log x

x

)
. (2.19)

Poloºíme-li S(x) =
∑

n≤x χ(n), dostaneme z v¥ty 1.1.5

∑
x<n≤y

χ(n) log(n)

n
= S(y)

log(y)

y
− S(x)

log(x)

x
−
∫ y

x
S(t)

1− log t

t2
dt.

Ze vztahu (1.6) plyne, ºe S je periodická a z vlastností charakteru odvodíme, ºe je
omezená konstantou ϕ(n)∣∣∣∣∫ +∞

x
S(t)

1− log t

t2
dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ +∞

x

∣∣∣∣S(t)
1− log t

t2

∣∣∣∣ dt ≤ −∫ +∞

x
ϕ(n)

1− log t

t2
dt = ϕ(n)

log x

x
.
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Z omezenosti S(y) dále plyne

lim
y→∞

S(y)
log(y)

y
= 0.

M·ºeme tedy psát rovnosti∑
n>x

χ(n) log(n)

n
= lim

y→+∞

∑
x<n≤y

χ(n) log(n)

n
= −S(x)

log(x)

x
−
∫ +∞

x
S(t)

1− log t

t2
dt =

= O

(
log x

x

)
,

kde implicitní konstanta je rovna ϕ(n) + 1. Rovnosti spolu s faktem, ºe L′(1, χ) =∑+∞
n=1

χ(n) log(n)
n dokazují (2.19).

Protoºe je log n =
∑

d|n Λ(d), levá strana vztahu (2.19) p°ejde v∑
md≤x

χ(md)Λ(d)

md
=
∑
d≤x

χ(d)Λ(d)

d

∑
m≤x

d

χ(m)

m
. (2.20)

Vnit°ní sumu m·ºeme rozepsat jako∑
m≤y

χ(m)

m
= L(1, χ)−

∑
m>y

χ(m)

m
, (2.21)

p°i£emº druhý £len odhadneme pomocí v¥ty 1.1.5 jako∑
m>y

χ(m)

m
=
S(y)

y
−
∫ +∞

y

S(t)

t2
dt = O

(
1

y

)
,

nebo´ platí odhad∣∣∣∣∫ +∞

y

S(t)

t2
dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ +∞

y

∣∣∣∣S(t)

t2

∣∣∣∣ dt ≤ K ∫ +∞

y

S(t)

t2
dt =

K

y
.

Dosazením (2.21) do (2.20) získáme

− L′(1, χ) +O

(
log x

x

)
= L(1, χ)

∑
d≤x

χ(d)Λ(d)

d
+O

1

x

∑
d≤x

χ(d)Λ(d)d

d

 =

= L(1, χ)
∑
d≤x

χ(d)Λ(d)

d
+O

1

x

∑
d≤x

Λ(d)

 = L(1, χ)
∑
d≤x

χ(d)Λ(d)

d
+O (1) ,

kde poslední rovnost plyne z v¥ty 2.2.1. Protoºe L(1, χ) 6= 0, máme∑
d≤x

χ(d)Λ(d)

d
=
−L′(1, χ)

L(1, χ)
+

1

L(1, χ)
O (1) +

1

L(1, χ)
O

(
log x

x

)
= O (1) .
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Vztah (2.17) odvodíme ze vztahu (2.16) odhadnutím rozdílu obou vztah·∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
p≤x
k>1

χ(pk) log p

pk

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
p

log p

p(p− 1)
= O (1) .

Vztah (2.18) odvodíme ze vztahu (2.17) podobným zp·sobem jako v d·kazu v¥ty 2.1.6.
Ozna£me

A(x) =
∑
p≤x

χ(p) log p

p

a

a(n) =

{
1 pokud n je prvo£íslo,

0 jinak.

Pak ∑
p≤x

χ(p)

p
=
∑
n≤x

a(n)χ(n)

n

a

A(x) =
∑
n≤x

a(n)χ(n)

n
log n.

Poloºíme-li ve v¥t¥ 1.1.5 f(t) = 1
log t , dostaneme∑

p≤x

χ(p)

p
=
A(x)

log x
+

∫ x

2

A(t)

t(log t)2
dt. (2.22)

Z dokázaného vztahu (2.17) máme A(x) = O(1). M·ºeme tedy psát∑
p≤x

χ(p)

p
=
O(1)

log x
+

∫ x

2

A(t)

t(log t)2
dt =

= O

(
1

log x

)
+

∫ x

2

A(t)

t(log t)2
dt.

Z°ejm¥ platí ∫ x

2

A(t)

t(log t)2
dt =

∫ +∞

2

A(t)

t(log t)2
dt−

∫ +∞

x

A(t)

t(log t)2
dt.

Z rovnosti A(x) = O(1) dostaneme∫ +∞

x

A(t)

t (log t)2dt = O(1)

∫ +∞

x

1

t (log t)2dt = O

(
1

log x

)
.
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V rovnosti (2.22) ud¥láme limitní p°echod x→ +∞ a získáme rovnost∫ +∞

2

A(t)

t (log t)2dt =
∑
p

χ(p)

p
= b(χ). (2.23)

Konvergence °ady plyne z konvergence integrálu na levé stran¥ rovnosti (2.23) a d·kaz
je tedy ukon£en.

Z v¥ty 2.2.2 plyne následující d·sledek, který vyuºijeme v dal²ím textu.

D·sledek 2.2.3. Platí odhad

∑
p>x

χ(p)

p
= O

(
1

log x

)
. (2.24)

Následující lemma je velmi d·leºité pro d·kaz v¥ty 3.1.3 i její obecn¥j²í verze 3.2.1.

Lemma 2.2.4. Nech´ je χ libovolný Dirichlet·v charakter modulo d. Ozna£me H =
{χ(a)|a ∈ {1, . . . , d− 1}, (a, d) = 1} a n = #H. Pak pro j ∈ {1, . . . , n− 1} platí odhad∣∣∣∣∣∣

∑
p≤
√
x

χ(p)j

p log(x/p)
−
∑
p≤
√
x

χ(p)j

p log(x)

∣∣∣∣∣∣ = O

(
1

(log x)2

)
.

D·kaz. ∣∣∣∣∣∣
∑
p≤
√
x

χ(p)j

p log(x/p)
−
∑
p≤
√
x

χ(p)j

p log(x)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∑
p≤
√
x

χ(p)j log p

p log(x/p) log x

∣∣∣∣∣∣ .
Z lemmatu 1.3.5 plyne, ºe χj je také netriviální charakter a pro p°ehlednost budeme

tento obecn¥ jiný Dirichlet·v charakter zna£it jako χ. Budeme tedy odhadovat sumu∑
p≤
√
x

χ(p) log p

p log(x/p)
.

De�nujeme-li op¥t aritmetickou funkci a jako charakteristickou funkci mnoºiny v²ech
prvo£ísel a zavedeme-li zna£ení

A(x) =
∑
n≤x

a(n)χ(n)

n
log n

a f(t) = 1
log x

n
, dostaneme z v¥ty 1.1.5 rovnost

∑
p≤
√
x

χ(p) log p

p log(x/p)
= A(

√
x)f(
√
x)−

∫ √x
1

A(t)f ′(t)dt =

=
∑
p≤
√
x

χ(p) log p

p log (
√
x)

+

∫ √x
1

A(t)

t
(
log x

t

)2dt.
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Protoºe z v¥ty 2.2.2 máme χ(p) log p
p = O(1) a ur£itý integrál m·ºeme odhadnout jako∣∣∣∣∣

∫ √x
1

A(t)

t
(
log x

t

)2dt
∣∣∣∣∣ ≤

∫ √x
1

O(1)

t
(
log x

t

)2dt ≤ O( 1

(log x)2

)∫ √x
1

1

t
dt ≤ O

(
1

log x

)
,

máme celkem ∑
p≤
√
x

χ(p) log p

p log(x/p)
= O

(
1

log x

)

a d·kaz v¥ty je u konce.

2.3 Asymptotika sou£inu dvou prvo£ísel

V následující sekci odvodíme asymptotiku pro sou£in dvou prvo£ísel. Nejprve uvedeme
prvo£íselnou v¥tu ve svém siln¥j²ím tvaru, kterou budeme dále v práci.

V¥ta 2.3.1. Platí

#{p ≤ x} =
x

log x
+O

(
x

(log x)2

)
.

D·kaz této zásadní v¥ty nebudeme pro jeho délku uvád¥t. Zájemci ho mohou nalez-
nout v sekci 6.2 v [4]. Pro ú£el odvození asymptotiky sou£inu dvou prvo£ísel budeme
pot°ebovat následující jist¥ známé lemma, které je v²ak výsledkem vlastní práce.

Lemma 2.3.2. Nech´ jsou dány j,m ∈ N, pak platí odhad∣∣∣∣∣∣
∑
p≤
√
x

1

p
(

log x
p

)m − ∑
p≤
√
x

1

p(log x)m

∣∣∣∣∣∣ = O

(
1

(log x)m

)
.

D·kaz. S vyuºitím v¥ty 2.1.6 provedeme odhad dokazující lemma∣∣∣∣∣∣
∑
p≤
√
x

1

p
(

log x
p

)m − ∑
p≤
√
x

1

p(log x)m

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∑
p≤
√
x

[
(log x)m −

(
log x

p

)m]
p
(

log x
p

)m
(log x)m

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
p≤
√
x

log p

[
(log x)m−1 + (log x)m−2

(
log x

p

)
+ . . .+

(
log x

p

)m−1
]

p
(

log x
p

)m
(log x)m

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
∑
p≤
√
x

∣∣∣∣(m− 1) log p(log x)m−1

p (log
√
x)
m

(log x)m

∣∣∣∣ =
2m(m− 1)

(log x)m+1

(
1

2
log x+O(1)

)
= O

(
1

(log x)m

)
.
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Nyní m·ºeme p°istoupit k odvození asymptotiky sou£inu dvou prvo£ísel, p°i n¥mº
vyuºijeme práv¥ dokázaného lemmatu a v¥ty 2.3.1. Tento d·kaz je inspirovaný d·kazem
slab²í asymptotiky, jejíº d·kaz je nazna£en v [4], ale jako celek je op¥t výsledkem vlastní
práce.

Tvrzení 2.3.3. Platí

#{pq ≤ x|p ≤ q} =
x log log x

log x
+O

(
x

log x

)
.

D·kaz. Z de�nice funkce π a prvo£íselné v¥ty máme

∑
p≤
√
x

∑
p≤q≤x/p

1 =
∑
p≤
√
x

π

(
x

p

)
−
∑
p≤
√
x

π(p) =
∑
p≤
√
x

 x

p log x
p

+O

 x

p
(

log x
p

)2




−
∑
p≤
√
x

(
p

log p
+O

(
p

log p

))
.

(2.25)
Platí odhad ∑

p≤
√
x

p

log p
= O

(
x

log x

)
.

protoºe ∑
p≤
√
x

p

log p
≤
∑
p≤
√
x

√
x

log
√
x
≤ 2x

log x
.

Pomocí lemmatu 2.3.2 m·ºeme nahradit sumu∑
p≤
√
x

x

p log x
p

výrazem ∑
p≤
√
x

x

p log x
+O

(
x

log x

)
a sumu ∑

p≤
√
x

x

p
(

log x
p

)2

výrazem ∑
p≤
√
x

x

p(log x)2
+O

(
x

(log x)2

)
.
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Protoºe díky vztahu (1.9) z kapitoly 1 je

∑
p≤
√
x

O

 x

p
(

log x
p

)2

 = O

∑
p≤
√
x

x

p
(

log x
p

)2

 ,

m·ºeme s pomocí odhadu z v¥ty 2.1.6 psát

∑
p≤
√
x

x

p log x
p

+O

∑
p≤
√
x

x

p
(

log x
p

)2

 =

=
∑
p≤
√
x

x

p log x
+O

(
x

log x

)
+O

∑
p≤
√
x

x

p(log x)2
+O

(
x

(log x)2

) =

=
x log log x

log x
− x log 2

log x
+O

(
x

log x

)
+O

(
x log log x

(log x)2
+O

(
x

(log x)2

))
=

=
x log log x

log x
+O

(
x log log x

(log x)2

)
.

Ale protoºe platí

x log log x

(log x)2
∈ O

(
x

log x

)
,

je d·kaz tvrzení u konce.

2.4 Asymptotika sou£inu k prvo£ísel

V následující sekci zobecníme prvo£íselnou v¥tu na sou£in k prvo£ísel. Jako zdroj je
v celé sekci pouºita sekce 9.4 z [5]. Pro tento p°ípad bude pot°eba zade�novat n¥kolik
pojm·. Nejprve de�nujeme dv¥ aritmetické funkce ω a Ω: ω(n) = k, práv¥ kdyº je £íslo
n d¥litelné práv¥ n r·znými prvo£ísly a Ω(n) = l, práv¥ kdyº je n d¥litelné l ne nutn¥
r·znými prvo£ísly. Ozna£íme-li tedy rozklad n na sou£in prvo£ísel jako n = pa11 · · · p

ak
k , je

ω(n) = k a Ω(n) = a1 + . . .+ak. Díky práv¥ de�novaným aritmetickým funkcím m·ºeme
zavést uºite£né zna£ení

πk(x) =
∑
n≤x

ω(n)=Ω(n)=k

1

a

π∗k(x) =
∑
n≤x

Ω(n)=k

1.
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Cílem této sekce je ve v¥t¥ 2.4.4 odvodit asymptotiku

πk(x) ∼ π∗k(x) ∼ x(log log)k−1x

(k − 1)! log x
.

Mnoºinu v²ech uspo°ádaných k-tic prvo£ísel budeme zna£it Pk. Jako rk(n) ozna£íme
po£et reprezentací n pomocí uspo°ádaného sou£inu k ne nutn¥ r·zných prvo£ísel:

rk(n) =
∑

(p1,...,pk)∈Pk
p1···pk=n

1.

Z°ejm¥ pro v²echna n ≥ 1 platí

0 ≤ rk(n) ≤ k!.

S takto de�novaným zna£ením vyslovíme a dokáºeme sérii lemmat, které nakonec
vyuºijeme v d·kazu kýºené asymptotiky.

Lemma 2.4.1. Nech´ k ≥ 1 a

Π∗k(x) =
∑
n≤x

rk(n) =
∑

(p1,...,pk)∈Pk
p1···pk≤x

1.

Pak

k!πk(x) ≤ Π∗k(x) ≤ k!π∗k(x) = O(x).

Pro k ≥ 2 platí

0 ≤ π∗k(x)− πk(x) ≤ Π∗k−1(x).

D·kaz. Platí

Π∗k(x) =
∑
n≤x

rk(n) ≤ k!
∑
n≤x

rk(n)>0

1 = k!π∗k(x) ≤ k!x

a

Π∗k(x) =
∑
n≤x

rk(n) ≥ k!
∑
n≤x

rk(n)=k!

1 = k!πk(x).

Nech´ k ≥ 2. Funkce π∗k(x)−πk(x) po£ítá po£et p°irozených £ísel n ≤ x, které m·ºeme
napsat jako produkt k prvo£ísel, ale ne jako produkt k r·zných prvo£ísel. Z°ejm¥ jde o
£ísla tvaru n = p1 · · · pk−2p

2
k−1, kde op¥t prvo£ísla nemusí být nutn¥ r·zná. Proto

π∗k(x)− πk(x) ≤
∑

(p1,...,pk−1)∈Pk−1

p1···p2k−1≤x

1 ≤

≤
∑

(p1,...,pk−1)∈Pk−1

p1···pk−1≤x

1 = Π∗k−1(x).
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Lemma 2.4.2. Nech´ S0(x) = 1. Pro k ≥ 1 de�nujme

Sk(x) =
∑

(p1,...,pk)∈Pk
p1···pk≤x

1

p1 · · · pk
.

Pak

Sk(x) ∼ (log log x)k

a

Sk(x) =
∑
p≤x

1

p
Sk−1

(
x

p

)
.

D·kaz. Platí

S1(x) =
∑
p≤x

1

p
∼ log log x

a tedy

S1

(
x

1
k

)
∼ log log x

1
k ∼ log log x

pro v²echna k ≥ 1. Protoºe platí odhady

(
S1

(
x

1
k

))k
=

∑
p≤x

1
k

1

p


k

=
∑

(p1,...,pk)∈Pk

pi≤x
1
k

1

p1 · · · pk
≤

≤
∑

(p1,...,pk)∈Pk
p1···pk≤x

1

p1 · · · pk
= Sk(x) ≤

≤

∑
p≤x

1

p

k

= S1(x)k,

je

Sk(x) ∼ (log log x)k.
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Z°ejm¥ platí rovnosti

Sk(x) =
∑

(p1,...,pk−1,pk)∈Pk
p1···pk−1pk≤x

1

p1 · · · pk−1pk
=

=
∑
pk≤x

1

pk

∑
(p1,...,pk−1)∈Pk−1

p1···pk−1≤ x
pk

1

p1 · · · pk−1
=

=
∑
pk≤x

1

pk
Sk−1

(
x

pk

)
a d·kaz lemmatu je ukon£en.

Lemma 2.4.3. Pro k ≥ 1 de�nujeme

ϑk(x) =
∑

(p1,...,pk)∈Pk
p1···pk≤x

log(p1 · · · pk).

Pak

ϑk(x) ∼ kx(log log x)k−1.

D·kaz. Pro ϑk(x) m·ºeme psát rekurentní vztah

kϑk+1(x) =
∑

(p1,...,pk+1)∈Pk+1

p1···pk+1≤x

k log(p1 · · · pk+1) =

=
∑

(p1,...,pk)∈Pk
p1···pk≤x

k+1∑
j=1

log

k+1∏
i=1
i 6=j

pi

 =

=
∑

(p1,...,pk+1)∈Pk+1

p1···pk+1≤x

(k + 1) log p1 · · · pk =

= (k + 1)
∑

pk+1≤x

∑
(p1,...,pk)∈Pk
p1···pk≤ x

pk+1

log p1 · · · pk =

= (k + 1)
∑
p≤x

ϑk

(
x

p

)
.

Pro k ≥ 1 poloºme

Fk(x) = ϑk(x)− kxSk−1(x).
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Pak s pouºitím lemma 2.4.2 získáme rekurentní vztah pro Fk(x)

kFk+1(x) = kϑk+1(x)− k(k + 1)xSk(x) =

= (k + 1)
∑
p≤x

ϑk

(
x

p

)
− k(k + 1)

∑
p≤x

x

p
Sk−1

(
x

p

)
=

= (k + 1)
∑
p≤x

(
ϑk

(
x

p

)
− kx

p
Sk−1

(
x

p

))
=

= (k + 1)
∑
p≤x

Fk

(
x

p

)
Indukcí dokáºeme, ºe

Fk(x) = o(x(log log x)k−1). (2.26)

Pro k = 1 máme z prvo£íselné v¥ty

F1(x) = ϑ(x)− x = o(x).

P°edpokládejme, ºe (2.26) platí pro n¥jaké k ≥ 1. Pro libovolné ε existuje x0 tak, ºe

|Fk(x)| ≤ εx(log log x)k−1

pro v²echna x ≥ x0. Platí tedy∑
p≤ x

x0

Fk

(
x

p

)
≤ εx(log log x)k−1

∑
p≤ x

x0

1

p
≤ 2εx(log log x)k

pro x ≥ x1 ≥ x0, protoºe pro tato x je∑
p≤ x

x0

1

p
≤ log log x+ ε log log x.

Protoºe jsou funkce θk a Sk−1 pro x ≥ 1 nezáporné a rostoucí, je funkce Fk(x)
omezená na libovolném kone£ném intervalu. Existuje tedy konstanta M1 = M1(ε) tak,
ºe

|Fk(x)| ≤M1

pro 1 ≤ x ≤ x1 Proto m·ºeme psát nerovnosti

k |Fk+1(x)| = (k + 1)

∣∣∣∣∣∣
∑
p≤x

Fk

(
x

p

)∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ (k + 1)

∑
p≤ x

x0

∣∣∣∣Fk (xp
)∣∣∣∣+ (k + 1)

∑
x
x0
≤p≤x

∣∣∣∣Fk (xp
)∣∣∣∣ ≤

≤ 2(k + 1)εx(log log x)k + (k + 1)M1π(x) ≤
≤ 4kεx(log log x)k + 2kM1x.
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Vyd¥lením nerovnosti k dostaneme pro dostate£n¥ velké x

Fk+1 = O(εx(log log x)k)

a vztah (2.26) je dokázán. Nyní m·ºeme s vyuºitím lemmatu 2.4.2 psát

ϑk(x) = kxSk−1(x) + Fk(x) =

= kx(log log x)k−1 + o(x(log log x)k−1)

a d·kaz tvrzení je u konce.

V¥ta 2.4.4. Pro k ≥ 1

πk(x) ∼ π∗k(x) ∼ x(log log x)k−1

(k − 1)! log x
.

D·kaz. Z de�nice ϑk(x) z°ejm¥ máme

ϑk(x) =
∑

(p1,...,pk)∈Pk
p1···pk≤x

log p1 · · · pk =
∑
n≤x

rk(n) log n.

P°ipome¬m¥, ºe z lemma 2.4.1 lze funkci Π∗k(x) odhadnout jako

Π∗k(x) =
∑
n≤x

rk(n) = O(x). (2.27)

Nyní m·ºeme aplikovat v¥tu 1.1.5 na funkci ϑk(x) a výpo£tem jednoduchého integrálu
a dosazením (2.27) dostaneme

ϑk(x) = Π∗k(x)−
∫ x

1

Π∗k(t)

t
dt =

= Π∗k(x) log x+O(x).

(2.28)

Vyjád°ením Π∗k(x) z (2.28) a aplikací lemmatu 2.4.3 získáme

Π∗k(x) =
ϑk(x)

log x
+O

(
x

log x

)
∼ kx(log log x)k−1

log x
.

Pro k ≥ 2 je

Π∗k−1(x) = o (Π∗k(x)) . (2.29)

Z lemmatu 2.4.1 máme

Π∗k(x) ≤ k!π∗k(x) ≤ k!πk(x) + k!Π∗k−1(x) ≤ Π∗k(x) + k!Π∗k−1(x).
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Z p°edchozí nerovnosti a vztahu (2.29) dostaneme πk(x) =
Π∗k(x)
k! +o

(
Π∗k(x)
k!

)
a m·ºeme

tedy psát

π∗k(x) ∼ πk(x) ∼
Π∗k(x)

k!

Nakonec ze vztahu (2.28) a lemma 2.4.3 dostaneme

Π∗k(x)

k!
∼ x(log log x)k−1

(k − 1)! log x

a d·kaz v¥ty je u konce.
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Kapitola 3

Asymptotika sou£in· prvo£ísel a
charaktery

V následující kapitole se budeme zabývat op¥t distribucí sou£in· prvo£ísel, ale nyní
budeme uvaºovat pouze prvo£ísla, které pro daný Dirichlet·v charakter nabývají dané
hodnoty. Hlavní motivací je poºadavek na p°esný odhad hustoty prvo£ísel leºících v ar-
itmetických posloupnostech. V následující sekci je podrobn¥ vysv¥tlen nedávný výsledek
pro kvadratické charaktery, který byl p°edlohou pro jeho zobecn¥ní.

3.1 Sou£iny dvou prvo£ísel a kvadratické charaktery

Následující lemma bude uºite£né v d·kazech v¥t 3.1.3 a 3.2.1.

Lemma 3.1.1. Nech´ χ je libovolný Dirichlet·v charakter modulo d. Nech´ je dána

konstanta c ∈ C, c 6= 0, pro kterou existuje a ∈ {0, 1, . . . , d − 1} tak, ºe χ(a) = c.
de�nujme H = {χ(a)|a ∈ {1, . . . , d−1}, (a, d) = 1} a mnoºinu v²ech b ∈ {0, 1, . . . , d−1},
takových ºe χ(b) = c, ozna£me jako Rc,d,χ. Pak

#H#Rc,d,χ = ϕ(d).

D·kaz. Rovnost plyne z faktu, ºe Dirichlet·v charakter nabývá kaºdé nenulové hodnoty
stejn¥krát.

V následujícím lemmatu, které je prvním p·vodním výsledkem v práci, se poprvé ob-
jevuje jiº n¥kolikrát zmín¥ná souvislost mezi charaktery a aritmetickými posloupnostmi.

Lemma 3.1.2. Nech´ χ je libovolný Dirichlet·v charakter modulo d. Nech´ je dána

konstanta c ∈ C, c 6= 0, pro kterou existuje a ∈ {0, 1, . . . , d − 1} tak, ºe χ(a) = c.
de�nujme H = {χ(a)|a ∈ {1, . . . , d− 1}, (a, d) = 1}. Pak platí

#{p ≤ x|χ(p) = c} =
1

#H

x

log x
+O

(
x

(log x)2

)
.
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D·kaz. Nech´ Rc,d,χ má stejný význam jako v lemmatu 3.1.1. Je-li χ(a) = c, pak charak-
ter χ zobrazí v²echna prvo£ísla p kongruentní s a mod d na c. S vyuºitím prvo£íselné
v¥ty pro aritmetické posloupnosti dostaneme

#{p ≤ x|χ(p) = c} =
∑

a∈Rc,d,χ

#{p ≤ x|p ≡ a mod d} =

=
∑

a∈Rc,d,χ

x

ϕ(d) log x
+O

(
x

(log x)2

)
=

x

ϕ(d) log x
#Rc,d,χ +O

(
x

(log x)2

)
=

=
1

#H

x

log x
+O

(
x

(log x)2

)
,

kde jsme vyuºili rovnosti z lemmatu 3.1.1.

Nyní m·ºeme p°istoupit k vyslovení a d·kazu v¥ty pocházející od Granvilla, Dummita
a Kisilevského, jenº m·ºe být nalezena v [2]. V¥ta nebude vyslovena ve stejném tvaru, ale
v siln¥j²í verzi (s malou odli²ností v záv¥ru d·kazu). V¥ta v této siln¥j²í verzi dává velmi
dobrý explicitní odhad hustoty sou£in· dvou prvo£ísel, pro které nabývá kvadratický
charakter hodnoty 1 nebo -1.

V¥ta 3.1.3. Nech´ je χ kvadratický charakter modulo d. Pro η = −1, 1 platí

#{pq ≤ x : χ(p) = χ(q) = η}
#{pq ≤ x}

=
1

4
+
η

4

Lχ
log log x

+O

(
log log x

log x

)
,

kde Lχ :=
∑

p
χ(p)
p .

D·kaz. Uvaºujme p°ípad η = 1, d·kaz pro η = −1 je tém¥° stejný. Pro daný kvadratický
charakter χ budeme po£ítat po£et sou£in· prvo£ísel pq ≤ x pro která je χ(p) = χ(q) = 1

S :=
∑
p≤
√
x

χ(p)=1

∑
p≤q≤x/p
χ(q)=1

1. (3.1)

V lemmatu 3.1.2 uvaºujme p°ípad kvadratického charakteru. Protoºe z lemmatu 3.1.1
máme #R1,d,χ = φ(d)

2 , snadno dostaneme asymptotický odhad

∑
q≤x/p
χ(q)=1

1 =
x

2p log x
p

+O

(
x

p(log x
p )2

)
, (3.2)

který spolu s faktem, ºe p ≤
√
x vyuºijeme v následujících úpravách∑

p≤q≤x/p
χ(q)=1

1 =
x

2p log x
p

+O

(
x

p(log x
p )2

)
−O

(
p

log p

)
=

=
x

2p log x
p

+O

(
x

p(log x)2
+

p

log p

)
.

(3.3)
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Substitucí (3.3) do (3.1) získáme

S =
∑
p≤
√
x

χ(p)=1

x

2p log(x/p)
+
∑
p≤
√
x

χ(p)=1

O

(
x

p(log x)2
+

p

log p

)
=

=
∑
p≤
√
x

χ1(p) + χ(p)

2

x

2p log(x/p)
+
∑
p≤
√
x

χ(p)=1

O

(
x

p(log x)2
+

p

log p

)
,

kde χ1(p)+χ(p)
2 = 0 pro χ(p)) 6= 1. Díky vztahu (1.9) m·ºeme op¥t zam¥nit sumu p°es

prvo£ísla a O
(

x
p(log x)2

+ p
log p

)
. Ze vztah· (2.12) a (2.13) tedy dostaneme

O

 ∑
p≤
√
x

χ(p)=1

(
1

p
+

p

log p

) = O

 ∑
a∈R1,d,χ

∑
p≤
√
x

p≡a mod d

(
1

p
+

p

log p

) = O (log log x)

a celkem tedy m·ºeme psát

S =
1

4

∑
p≤
√
x

x

p log(x/p)
+
x

4

∑
p≤
√
x

χ(p)

p log(x/p)
+O

(
x

(log x)2
log log x

)
. (3.4)

Z lemmatu 2.2.4 snadno dostaneme odhad rozdílu mezi druhou sumou a stejnou
sumou s log x místo log(x/p)

x

4

∑
p≤
√
x

χ(p)

p log(x/p)
− x

4

∑
p≤
√
x

χ(p)

p log(x)
= O

(
x

(log x)2

)
, (3.5)

M·ºeme tedy £len (3.4) nahradit £lenem x
4

∑
p≤
√
x

χ(p)
p log(x) . P°idání prvo£ísel p >

√
x je to samé jako p°idání n¥jaké funkce z O

(
x

(log x)2

)
, nebo´ pouºitím d·sledku 2.2.3

dostaneme

x

4 log x

∑
p>
√
x

χ(p)

p
= O

(
x

(log x)2

)
.

Celkem tedy máme

1

4

∑
p≤
√
x

x

p log(x/p)
+

x

log x

∑
p

χ(p)

p
+O

(
x

(log x)2
log log x

)
. (3.6)

Z d·kazu tvrzení 2.3.3 snadno plyne∑
p≤
√
x

x

p log(x/p)
= #{pq ≤ x | p ≤ q} −O

(
x

log x

)
(3.7)
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a následnou substitucí (3.7) do (3.6) dostaneme

S = #{pq ≤ x : χ(p) = χ(q) = 1} =

=
1

4

(
#{pq ≤ x | p ≤ q}+

x

log x

∑
p

χ(p)

p
+O

(
x

(log x)2
log log x

))
.

(3.8)

Z tvrzení 2.3.3 máme #{pq ≤ x | p ≤ q} = x
log x(log log x + O(1)). D·kaz ukon£íme

vyd¥lením (3.15) výrazem #{pq ≤ x | p ≤ q}:

4
#{pq ≤ x : χ(p) = χ(q) = 1}

#{pq ≤ x | p ≤ q}
=

= 1 +
1

log log x+O(1)

∑
p

χ(p)

p
+

log x
x O

(
x

(log x)2
log log x

)
log log x+O(1)

=

= 1 +
1

log log x

∑
p

χ(p)

p
+O(1) +

[
1

log log x
+O(1)

]
O

(
log log x

log x

)
=

= 1 +
1

log log x

∑
p

χ(p)

p
+O

(
log log x

log x

)
.

d·sledkem práv¥ dokázané v¥ty je fakt, ºe

lim
x→+∞

#{pq ≤ x : χ(p) = χ(q) = η}
#{pq ≤ x}

=
1

4
.

Tato konvergence by ov²em ²la dokázat jednodu²²ím zp·sobem a v¥ta 3.1.3 nám tedy
navíc dává odhad rychlosti této konvergence. V £lánku [2], ze kterého tato v¥ta pochází,
je v¥ta 3.1.3 vyslovena ve slab²í form¥

#{pq ≤ x : χ(p) = χ(q) = η}
#{pq ≤ x}

=
1

4
+
η

4

Lχ + o(1)

log log x
.

Ve slab²í variant¥ ov²em nem·ºeme povaºovat
Lχ

log log x za dobrý explicitní odhad, nebo´
nevíme nic bliº²ího o funkci z o(1). V siln¥j²í verzi je ov²em velikost neur£ené chyby

n¥jaká funkce z O
(

log log x
log x

)
a je snadno vid¥t, ºe funkce log log x

log x klesá k nule rychleji,

neº 1
log log x . Máme tedy dobrý odhad hustoty pro velmi vysoká x, pro které je skute£nou

hodnotu podílu z v¥ty 3.1.3 velmi obtíºné spo£ítat.
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3.2 Sou£iny dvou prvo£ísel a obecné Dirichletovy charak-

tery

V¥tu 3.1.3 lze zobecnit pro obecný Dirichlet·v charakter χ a její zobecn¥ní je hlavním
p°ínosem této práce. My²lenka d·kazu obecn¥j²í verze v¥ty je sice stejná jako u v¥ty 3.1.3,
nicmén¥ mnohé kroky jsou technicky náro£n¥j²í a je nutné se zaobírat více problémy.
Hlavní komplikací je nutnost pracovat s polynomem g(x) dle de�nice (3.12). Zajímavá je
spojitost polynomu g s cyklotomickými polynomy z obecné algebry. Jak dále uvidíme,
v d·kazu v¥ty 3.2.1 vznikla pot°eba zade�novat zcela novou aritmetickou funkci χ(c) pro
n¥která c ∈ C. Tato funkce je nutná k explicitnímu vyjád°ení odhadu hustoty sou£in·
dvou prvo£ísel, které nabývají pro libovolný pevný Dirichlet·v charakter dané hodnoty.

V¥ta 3.2.1. Nech´ je χ libovolný Dirichlet·v charakter modulo d. Ozna£me jeho obor

hodnot jako H = {χ(a)|a ∈ {1, . . . , d − 1}, (a, d) = 1} a n = #H. Zvolme c ∈ H, pak

platí

#{pq ≤ x | χ(p) = c, χ(q) = c, p ≤ q}
#{pq ≤ x | p ≤ q}

=
1

n2
+

1

n2 log log x

∑
p

χ(c)(p)

p
+O

(
log log x

log x

)
,

kde χ(c) je stejn¥ jako Dirichlet·v charakter de�nováno pro v²echna p°irozená £ísla pomocí

hodnot a ∈ {1, . . . , d− 1} následovn¥:

χ(c)(a) =


0 pokud χ(a) = 0,

n− 1 pokud χ(a) = c,

−1 jinak.

Nech´ jsou dány konstanty e, f ∈ H, e 6= f , pak platí

#{pq ≤ x | χ(p) = e, χ(q) = f}
#{pq ≤ x | p ≤ q}

=
2

n2
+

1

n2 log log x

∑
p

χ(e)(p) + χ(f)(p)

p
+O

(
log log x

log x

)
,

kde χ(e) a χ(f) jsou de�novány stejným zp·sobem jako χ(c)

D·kaz. Nejd°íve dokáºeme první £ást tvrzení. Rozepí²eme si £itatel jako

S := #{pq ≤ x | χ(p) = c, χ(q) = c, p ≤ q} =
∑
p≤
√
x

χ(p)=c

∑
p≤q≤x/p
χ(q)=c

1. (3.9)

Z lemmatu 3.1.2 snadno dostaneme asymptotický odhad

∑
q≤x/p
χ(q)=c

1 =
1

n

x

p log x
p

+O

(
x

p(log x
p )2

)
, (3.10)
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který vyuºijeme v následujících úpravách∑
p≤q≤x/p
χ(q)=c

1 =
1

n

x

p log x
p

+O

(
x

p(log x
p )2

)
+O

(
p

log p

)
=

=
1

n

x

p log x
p

+O

(
x

p(log x)2
+

p

log p

)
.

(3.11)

Substitucí (3.11) do (3.9) získáme

S =
∑
p≤
√
x

χ(p)=c

1

n

x

p log(x/p)
+
∑
p≤
√
x

χ(p)=c

O

(
x

p(log x)2
+

p

log p

)
=

=
∑
p≤
√
x

g(χ(p))
1

n

x

p log(x/p)
+
∑
p≤
√
x

χ(p)=c

O

(
x

p(log x)2
+

p

log p

)
,

kde g ∈ C[x] spl¬uje g(χ(p)) = 0 pro χ(p)) 6= c a g(χ(p)) = 1 pro χ(p)) = c. Polynom
g de�nujeme jako

g(x) =
∏
h∈H
h6=c

(x− h)

(c− h)
= a0 + a1x+ . . .+ an−1x

n−1. (3.12)

Polynom· spl¬ujících poºadované vlastnosti existuje samoz°ejm¥ více, pro£ jsme zvo-
lili zrovna (3.12) uvidíme v dal²ím. Budeme pot°ebovat následující lemma.

Lemma 3.2.2. Polynom g de�novaný vztahem (3.12) je tvaru

g(x) =
n−1∑
i=0

1

nci
xi.

D·kaz. Upravíme nejd°íve výraz ve jmenovateli∏
h∈H
h6=c

(c− h) = cn−1
∏
h∈H
h6=c

(1− c−1h) = cn−1
∏
h∈H
h6=c

(1− c−1h) = cn−1
∏
h′∈H
h′ 6=1

(1− h′),

kde poslední rovnost dostaneme substitucí h′ = c−1h. Protoºe podle tvrzení 1.3.4
pro mnoºinu H platí

H =

{
exp

(
2πji

n

)
| j ∈ {1, . . . , n}

}
,

m·ºeme psát ∏
h′∈H
h′ 6=1

(x− h′) =
xn − 1

x− 1
= xn−1 + . . .+ 1.
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Tedy
∏
h∈H
h6=c

(c− h) = cn−1n. Nakonec získáme

g(x) =
1

ncn−1

∏
h∈H
h6=c

(x− h) =
1

n

∏
h′∈H
h′ 6=1

(x
c
− h′

)
=

1

n

(xc )n − 1
x
c − 1

=

=

n−1∑
i=0

1

nci
xi.

Díky lemma 3.2.2 známe p°esn¥ tvar polynomu g. Pro£ jsme nevzali jiný polynom
vy²²ího stupn¥ s poºadovanými vlastnostmi se objasní v dal²ím. Ozna£íme-li h(x) =∑n−1

i=1
1
nci
xi, m·ºeme psát

S =
1

n2

∑
p≤
√
x

x

p log(x/p)
+ x

1

n

∑
p≤
√
x

h(χ(p))

p log(x/p)
+
∑
p≤
√
x

χ(p)=c

O

(
x

p(log x)2
+

p

log p

)
.

Ze vztah· (2.12) a (2.13) dostaneme

O

 ∑
p≤
√
x

χ(p)=c

(
1

p
+

p

log p

) = O

 ∑
a∈Rc,d,χ

∑
p≤
√
x

p≡a mod d

(
1

p
+

p

log p

) = O (log log x)

a m·ºeme tedy psát

S =
1

n2

∑
p≤
√
x

x

p log(x/p)
+ x

1

n

∑
p≤
√
x

h(χ(p))

p log(x/p)
+O

(
x

(log x)2
log log x

)
. (3.13)

Chceme získat odhad rozdílu mezi druhou sumou a stejnou sumou s log x místo
log(x/p). Protoºe £leny v h(χ(p)) mají vlastnost dokázanou v lemma 2.2.4 a jejich po£et
závisí na pevn¥ daném charakteru χ a modulu d, m·ºeme psát∣∣∣∣∣∣x

∑
p≤
√
x

h(χ(p))

p log(x/p)
− x

∑
p≤
√
x

h(χ(p))

p log(x)

∣∣∣∣∣∣ = O

(
x

log x

)
.

M·ºeme tedy £len (3.4) nahradit £lenem 1
nx
∑

p≤
√
x
h(χ(p))
p log(x) . P°idání prvo£ísel p >

√
x

je to samé jako p°idání n¥jaké funkce z O
(

x
(log x)2

)
. Toto dokáºeme. Protoºe £leny

v h(χ(p)) jsou podle lemma 1.3.5 netriviální charaktery, m·ºeme na n¥ £len po £lenu
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aplikovat d·sledek 2.2.3. Jejich po£et závisí pouze na zvoleném charakteru a modulu d,
proto m·ºeme psát

x

log x

∑
p>
√
x

h(χ(p))

p
= O

(
x

(log x)2

)
.

Celkem tedy máme

S =
1

n2

∑
p≤
√
x

x

p log(x/p)
+

x

log x

1

n

∑
p

h(χ(p))

p
+O

(
x

(log x)2
log log x

)
(3.14)

Ze vztahu (3.14) stejn¥ jako v d·kazu v¥ty 3.1.3 dostaneme

S =
1

n2
#{pq ≤ x | p ≤ q}+

x

log x

1

n

∑
p

h(χ(p))

p
+O

(
x

(log x)2
log log x

)
. (3.15)

Z tvrzení 2.3.3 máme #{pq ≤ x | p ≤ q} = x
log x(log log x + O(1)). D·kaz ukon£íme

vyd¥lením (3.15) výrazem #{pq ≤ x | p ≤ q}:

#{pq ≤ x | χ(p) = χ(q) = c, p ≤ q}
#{pq ≤ x | p ≤ q}

=

=
1

n2
+

1

log log x+O(1)

1

n

∑
p

h(χ(p))

p
+

log x
x O

(
x

(log x)2
log log x

)
log log x+O(1)

=

=
1

n2
+

1

log log x

1

n

∑
p

h(χ(p))

p
+O(1) +

[
1

log log x
+O(1)

]
O

(
log log x

log x

)
=

=
1

n2
+

1

log log x

1

n

∑
p

h(χ(p))

p
+O

(
log log x

log x

)
.

Nakonec pomocí vztahu pro £áste£ný sou£et geometrické °ady zjednodu²íme výraz
h(χ(p)). Pro χ(p)

c 6= 1 platí

h(χ(p)) =

n−1∑
j=1

(
χ(p)

c

)j
=

χ(p)
c −

(
χ(p)
c

)n
1− χ(p)

c

=
χ(p)
c − 1

1− χ(p)
c

= −1,

protoºe χ(p)
c = exp

(
2πki
n

)
pro n¥jaké k ∈ {1, . . . , n−1}. V p°ípad¥ χ(p)

c = 1 je z°ejm¥

h(χ(p)) =

n−1∑
j=1

1 = n− 1

a d·kaz první £ásti tvrzení je u konce. Druhou £ást tvrzení dokáºeme pomocí rozep-
sání

S′ = #{pq ≤ x | χ(p) = e, χ(q) = f} =
∑
p≤
√
x

χ(p)=e

∑
p≤q≤x/p
χ(q)=f

1 +
∑
q≤
√
x

χ(q)=f

∑
q≤p≤x/q
χ(p)=e

1.
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Na ob¥ sumy aplikujeme stejný postup jako v d·kazu první £ásti a dostaneme

S′ =
1

n2
#{pq ≤ x | p ≤ q}+

1

n2
#{pq ≤ x | q ≤ p}+

+
x

log x

1

n

n−1∑
i=1

∑
p

1

ei
χ(p)i

p
+

x

log x

1

n

n−1∑
i=1

∑
p

1

f i
χ(p)i

p
+O

(
x

(log x)2
log log x

)
.

(3.16)
Tvrzení v¥ty získáme z (3.16) stejn¥ jako v d·kazu první £ásti.

Nyní uvedeme k práv¥ dokázané v¥t¥ n¥kolik komentá°·. Nejprve je nutné pozname-
nat, ºe konvergence °ady

∑
p

χ(c)(p)

p
=
∑
p

h(χ(p))

p

plyne z konvergence °ady ∑
p

χ(p)

p
,

kterou jsme dokázali ve v¥t¥ 2.2.2. Bez této skute£nosti by práv¥ dokázaná v¥ta
nem¥la smysl.

Budeme-li ve v¥t¥ 3.2.1 uvaºovat kvadratický charakter, zn¥ní v¥ty bude odpovídat
v¥t¥ 3.1.3. Pro kvadratické charaktery je totiº p°i pouºitém zna£ení n = 2 a χ(1) odpovídá
kvadratickému charakteru.

Dal²ím zajímavým p°ípadem zobecn¥né v¥ty jsou Dirichletovy charaktery modulo d,
které pro v²echna £ísla nesoud¥lná s d a men²í neº d nabývají navzájem r·zných hodnot.
Tyto charaktery vybírají prvo£ísla leºících v ur£itých aritmetických posloupnostech a v
t¥chto p°ípadech je z°ejm¥ n = ϕ(d). Výpo£t·m pro tyto p°ípady se budeme v¥novat v
následující záv¥re£né kapitole.

3.3 Sou£iny t°í prvo£ísel a kvadratické charaktery

V d·kazu £lánku [2] auto°i pí²í, ºe lze dokázat i zobecn¥ní výsledku z v¥ty 3.1.3 pro k
prvo£ísel

#{p1 . . . pk ≤ x | χ(pj) = 1, j = 1, . . . , k}
#{p1 . . . pk ≤ x}

=
1

2k
+

(k − 1)Lχ + o(1)

2k log log x
. (3.17)

D·kaz je oproti p°ípadu dvou prvo£ísel technicky zna£n¥ obtíºn¥j²í a uvedeme jeho náz-
nak pro k = 3, ve kterém p°esn¥ nedokáºeme v²echny odhady. Nejd°íve v²ak dokáºeme
pot°ebné lemma.
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Lemma 3.3.1. Pro netriviální Dirichelt·v charakter χ platí∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
p≤ 3√x

∑
p≤q≤

√
x
p

χ(q)

pq

1

log x
pq

−
∑
p≤ 3√x

∑
p≤q≤

√
x
p

χ(q)

pq

1

log x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = O

(
1

log x

)
.

D·kaz. P°epo£ítáním rozdílu na spole£ného jmenovatele m·ºeme dokazovat ekvivalentní
tvrzení ∑

p≤ 3√x

∑
p≤q≤

√
x
p

χ(q) log(pq))

pq log x
pq

= O(1).

Pomocí v¥ty 2.2.2 p°i ozna£ení a jako charakteristické funkce mnoºiny prvo£ísel máme

A(t) =
∑
n≤t

a(n)χ(n) log(pn))

pn
=

1

p

log p
∑
n≤t

a(n)χ(n)

n
+
∑
n≤t

a(n)χ(n) log n

n

 = O

(
log p

p

)
.

Ozna£íme-li

f(t) =
1

log x
pt

,

dostaneme z v¥ty 1.1.5

∑
p≤q≤

√
x
p

χ(q) log(pq))

pq log x
pq

= A

(√
x

p

)
f

(√
x

p

)
−A(p)f(p) +

∫ √
x
p

p
A(t)f ′(t)dt =

= O

(
log p

p

)
1

log
√

x
p

−O
(

log p

p

)
1

log x
p2

+

∫ √
x
p

p

A(t)

t
(

log x
pt

)2dt.

S vyuºitím nerovnosti p ≤ 3
√
x m·ºeme a odhadnout integrál jako∣∣∣∣∣∣∣

∫ √
x
p

p

A(t)

t
(

log x
pt

)2dt

∣∣∣∣∣∣∣ = O

(
log p

p log x

)∫ √
x
p

p

1

t
= O

(
log p

p log x

)

a op¥t s vyuºitím p ≤ 3
√
x celkem dostaneme∑

p≤q≤
√
x
p

χ(q) log(pq))

pq log x
pq

= O

(
log p

p log x

)
.
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D·kaz ukon£íme pouºitím v¥ty 2.1.5∑
p≤ 3√x

∑
p≤q≤

√
x
p

χ(q) log(pq))

pq log x
pq

=
∑
p≤ 3√x

O

(
log p

p log x

)
= O(1),

p°i£emº jsme op¥t vyuºili zám¥nu sumy p°es prvo£ísla a O
(

log p
p log x

)
ospravedln¥nou vz-

tahem (1.9).

Nech´ je χ kvadratický charakter modulo d. Pak p°i zna£ení

r(x) :=
#{pqr ≤ x | χ(p) = 1, χ(q) = 1, χ(r) = 1, p ≤ q ≤ r}

#{pqr ≤ x | p ≤ q ≤ r}

platí

r(x) =
1

8
+

1

2
· Lχ

log log x
+ o

(
1

log log x

)
,

Náznak d·kazu: Zavedeme zna£ení pro £itatel a vyjád°íme jej jako t°i vno°ené sumy

S := #{pqr ≤ x | χ(p) = 1, χ(q) = 1, χ(r) = 1, p ≤ q ≤ r} =
∑
p≤ 3√x
χ(p)=1

∑
p≤q≤

√
x
p

χ(q)=1

∑
q≤r≤ x

pq

χ(r)=1

1.

Stejným zp·sobem jako ve v¥t¥ 3.1.3 dostaneme

S =
∑
p≤ 3√x
χ(p)=1

∑
p≤q≤

√
x
p

χ(q)=1

1

2

x

pq log x
pq

+
∑
p≤ 3√x
χ(p)=1

∑
p≤q≤

√
x
p

χ(q)=1

O

(
x

pq(log x)2
+

q

log q

)
. (3.18)

Nejd°íve zkoumejme první £len v (3.18), který ozna£íme jako S1 a upravíme

8S1 = 8
∑
p≤ 3√x

1 + χ(p)

2

∑
p≤q≤

√
x
p

1 + χ(q)

2

1

2

x

pq log x
pq

=

=
∑
p≤ 3√x

∑
p≤q≤

√
x
p

x

pq log x
pq

+
∑
p≤ 3√x

∑
p≤q≤

√
x
p

χ(p) + χ(q) + χ(p)χ(q)

pq

x

log x
pq

.

(3.19)

Nejprve odhadneme 2. £len v (3.19). V lemmatu 3.3.1 jsme ukázali, ºe m·ºeme ve

jmenovateli v (3.19) pro £len s χ(q) nahradit log x
pq funkcí log x s chybou z O

(
x

log x

)
.

Pro £leny s χ(p) a χ(p)χ(q) by m¥l být d·kaz podobný.
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Po aplikaci zmín¥ných nahrazení se nyní pokusíme v získaných £lenech vytvo°it °adu
Lχ a odhadnout vzniklou chybu. Protoºe z d·sledku 2.2.3 máme∑

q>
√
x
p

χ(q)

q
= O

(
1

log x

)

m·ºeme psát

x

log x

∑
p≤ 3√x

∑
p≤q≤

√
x
p

χ(q)

pq
=

x

log x

∑
p≤ 3√x

1

p

[∑
q

χ(q)

q
+O

(
1

log x

)]
=

=
x log log x

log x

∑
q

χ(q)

q
+O

(
x log log x

(log x)2

)
.

Stejný odhad by m¥l jít provést i pro £len s χ(p) a podobným zp·sobem m·ºeme
ukázat, ºe

x

log x

∑
p≤ 3√x

χ(p)

p

∑
p≤q≤

√
x
p

χ(q)

q
=

x

log x
L2
χ +O

(
x

(log x)2

)
.

Celkem jsme tedy ukázali, ºe druhý £len v 3.19 je roven

2Lχ
x log log x

log x
+O

(
x(log log x)2

log x

)
.

Nyní se pustíme do úprav prvního £lenu v (3.19). Poznamenejme, ºe zám¥nu dvojité

sumy s O
(
f
(
x
pq

))
p·jde pro reálnou funkci f jist¥ dokázat podobným zp·sobem jako

v p°ípad¥ jednoduché sumy v (1.9). S pomocí prvo£íselné v¥ty snadno dostaneme

x

pq log x
pq

= π

(
x

pq

)
−O

 x

pq
(

log x
pq

)2

− π(q) + π(q) =

=
∑

q≤r≤x
p

1 + π(q) +O

 x

pq
(

log x
pq

)2


a m·ºeme první £len na pravé stran¥ rovnosti (3.19) rozepsat jako

∑
p≤ 3√x

∑
p≤q≤

√
x
p

x

pq log x
pq

=#{pqr ≤ x | p ≤ q ≤ r}+
∑
p≤ 3√x

∑
p≤q≤

√
x
p

O

 x

pq
(

log x
pq

)2

+

+
∑
p≤ 3√x

∑
p≤q≤

√
x
p

π(q).

(3.20)
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Te¤ postupn¥ odhadneme £leny ve vztahu (3.20). Jist¥ lze dokázat platnost odhadu∑
p≤ 3√x

∑
p≤q≤

√
x
p

π(q) = O

(
x

log x

)
.

Podobným zp·sobem jako v d·kazu lemmatu 3.3.1 dostaneme

∑
p≤ 3√x

∑
p≤q≤

√
x
p

O

 x

pq
(

log x
pq

)2

 = O

(
x(log log x)2

(log x)2

)
.

Celkem jsme tedy ukázali, ºe první £len v 3.19 je roven

#{pqr ≤ x | p ≤ q ≤ r}+O

(
x

log x

)
.

Nakonec vy²et°íme druhý £len v (3.18), který ozna£íme jako S2. Máme

S2 = O


∑

a∈R1,d,χ

∑
p≤ 3√x

p≡a mod d

∑
b∈R1,d,χ

∑
p≤q≤

√
x
p

q≡b mod d

[
x

pq(log x)2
+

q

log q

] .

Pro pevné a a b m·ºeme psát odhady∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
p≤ 3√x

p≡a mod d

∑
p≤q≤

√
x
p

q≡b mod d

1

pq

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

∑
p≤x

p≡a mod d

∑
q≤x

q≡b mod d

1

pq
=

=

[
1

ϕ(d)
log log x+O(log log x)

] ∑
p≤ 3√x

p≡a mod d

1

p
= O((log log x)2)

a ∑
p≤ 3√x

p≡a mod d

∑
p≤q≤

√
x
p

q≡b mod d

q

log q
= O

(
log log x

log x

)
.

Celkem tedy máme

S2 = O

(
x

log x

)
.
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S vyuºitím v¥ty 2.4.4 máme

#{pqr ≤ x | p ≤ q ≤ r} =
x(log log x)2

2 log x
[1 + o(1)]. (3.21)

Celkov¥ jsme pro £len S dostali vztah

S =
1

8
#{pqr ≤ x | p ≤ q ≤ r}2

8
· x log log x

log x
· Lχ +O

(
x

log x

)
. (3.22)

Vyd¥lením (3.21) vztahem (3.22) získáme

S

#{pqr ≤ x | p ≤ q ≤ r}
=

1

8
+

2

8
· x log log x

log x
·
∑
q

χ(q)

q
· 1
x(log log x)2

2 log x [1 + o(1)]
+

+
1

x(log log x)2

2 log x [1 + o(1)]
O

(
x

log x

)

a protoºe platí 1
1+o(1) = 1 + o(1), kone£n¥ je

S

#{pqr ≤ x | p ≤ q ≤ r}
=

1

8
+

1

2
· Lχ

log log x
+ o

(
1

log log x

)
.
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Kapitola 4

Výpo£ty

Provedeme výpo£ty £lenu

∑
p

χ(c)(p)

p
(4.1)

pro n¥kolik speciálních p°ípad· v¥ty 3.2.1. P°edpokládejme, ºe grupa G = (Z/d)× je
cyklická. Je známo, ºe tato grupa G je cyklická, práv¥ kdyº d je 1, 2, 4, pk nebo 2pk, kde
p je liché prvo£íslo a k ≥ 1. Ozna£íme-li generátor grupy (Z/d)× jako a, m·ºeme zavést
p°irozené zna£ení χd,k+1 pro explicitní charakter jako

χd,k+1(aj) = exp

(
2πikj

ϕ(d)

)
,

pro k = 0, . . . , ϕ(d) − 1 a j ∈ Z. S vyuºitím de�novaného zna£ení pro Dirichlet·v

charakter p°ezna£íme funkci χ(c) z v¥ty 3.2.1 na χ
(c)
d,k+1. Nejd°íve si ukáºeme metodiku

výpo£tu a pak znázorníme výsledky v p°ehledné tabulce. P°i zna£ení ω = exp
(
πi
3

)
obsahuje tabulka 4.1 v²echny Dirichletovy charaktery modulo 7:

Tabulka 4.1: Dirichletovy charaktery modulo 7

n 1 2 3 4 5 6

χ7,1(n) 1 1 1 1 1 1
χ7,2(n) 1 ω2 ω −ω −ω2 −1
χ7,3(n) 1 −ω ω2 ω2 −ω 1
χ7,4(n) 1 1 −1 1 −1 −1
χ7,5(n) 1 ω2 −ω −ω ω2 1
χ7,6(n) 1 −ω −ω2 ω2 ω −1

Zkoumejme £len (4.1) pro charakter χ7,2 a c = ω. Pro tento charakter je p°i zna£ení

z v¥ty 3.2.1 z°ejm¥ n = 6. Funkce χ
(ω)
7,2 je pro v²echna prvo£ísla de�nována následujícím
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p°edpisem:

χ
(ω)
7,2 (p) = −1 pro p ≡ 1, 2, 4, 5, 6 mod 7

a

χ
(ω)
7,2 (p) = 5 pro p ≡ 3 mod 7.

Ozna£íme-li k-té prvo£íslo jako pk, m·ºeme zapsat výsledek p°ibliºného výpo£tu jako

107∑
k=1

χ
(ω)
7,2 (pk)

pk
≈ 1, 087.

Pro daný Dirichlet·v charakter χd,i zavedeme zna£ení

S(χd,i, c,m) =
m∑
k=1

χ
(c)
d,i(pk)

pk

a

r
(c)
d,i (x) =

n2#{pq ≤ x : χd,i(p) = χd,i(q) = c}
#{pq ≤ x}

.

P°i tomto novém zna£ení, které je vhodné pro zápis výpo£etních výsledk·, lze zformulovat
v¥tu 3.2.1 ve tvaru

r
(c)
d,i (x) = 1 +

limm→+∞ S(χd,i, c,m)

log log x
+O

(
log log x

log x

)
.

V tabulce 4.2 jsou výsledky výpo£tu S(χ7,2, c, 107) pro v²echny hodnoty c. Výpo£ty jsme
zkou²eli ud¥lat i pro v¥t²í hodnoty m neº je 107 a výsledky se na prvních 3 desetinných
místech neli²ily. Vycházíme tedy z toho, ºe se p°ibliºný výpo£et od skute£né limity na
prvních 3 místech p°íli² neli²í.

Tabulka 4.2: Výpo£ty S(χ7,2, c, 107)

c 1 ω2 ω −ω −ω2 −1

S(χ7,2, c, 107) −1, 241 1, 837 1, 087 −0, 896 0, 158 −0, 946

Stejné výpo£ty je²t¥ provedeme pro charakter χ7,3. Nap°íklad pro c = −ω je

χ
(−ω)
7,3 (p) = 2 pro p ≡ 2, 5 mod 7 a χ

(−ω)
7,3 (p) = −1 pro p ≡ 1, 3, 4, 6. Výsledky pro

v²echny moºnosti hodnot parametru c shrnuje tabulka 4.3.

Tabulka 4.3: Výpo£ty S(χ7,3, c, 107)

c −ω 1 ω2

S(χ7,3, c, 107) 0, 998 −1, 093 0, 095
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Z tabulky 4.1 vidíme, ºe platí

r
(1)
7,2(x) =

36#{pq ≤ x : p ≡ q ≡ 1 mod 7}
#{pq ≤ x}

.

Stejn¥ lze z tabulky 4.1 snadno odvodit p°íslu²ející aritmetické posloupnosti k

podíl·m r
(ω2)
7,2 (x), r

(ω2)
7,2 (x), r

(ω)
7,2 (x), r

(−ω)
7,2 (x), r

(−ω2)
7,2 (x), r

(−1)
7,2 (x). Na obrázcích 4.1 � 4.6

je vykresleno srovnání pr·b¥hu skute£né hodnoty podílu r
(c)
7,2 a kone£né aproximace jeho

explicitního odhadu

1 +

∑+∞
k=1

χ
(c)
d,i(pk)

pk

log log x
. (4.2)

Rozdíl obou graf· dává blíºe neur£ený chybový £len O
(

log log x
log x

)
, který se nám po-

da°il odhadnout díky asymptotickým odhad·m v kapitolách 1 a 2. Tabulka 4.4 shrnuje
výpo£ty nejvy²²ích dosaºených odchylek odhadu (4.2) od skute£né hodnoty podílu pro
x ∈ [107, 108] vyjád°ené v procentech.

Tabulka 4.4: Procentuální chyby odhad· od skute£ných hodnot

r
(1)
7,2 r

(ω2)
7,2 r

(ω)
7,2 r

(−ω)
7,2 r

(−ω2)
7,2 r

(−1)
7,2

6, 55% 14, 21% 18, 96% 9, 21% 17, 82% 9, 45%

Vidíme, ºe p°esnost aproximace skute£né hodnoty podílu explicitním odhadem není ne-

jlep²í. Je to dáno tím, ºe neur£ený £len je °ádu O
(

log log x
log x

)
a ten je pro hodnoty

x v °ádech 108 pom¥rn¥ vysoký. Pro velmi vysoká x je skute£ná hodnota podílu
t¥ºko spo£ítatelná. Pro ilustraci v²ak m·ºeme vyuºitím v¥ty 3.2.1 u£init odhad pro

x∗ = exp(exp(10)) pro p°ípad r
(w2

1)
7,2 , ve kterém je pro napo£ítané hodnoty x hodnota

r
(ω2

1)
7,2 velmi vzdálená od 1 a explicitní odhad ²patný. Máme

r
(ω2)
7,2 (x∗) = 1 +

1

10

∑
p

χ
(ω2)
7,2 (p)

p
+ e,

p°i£emº existuje konstanta K > 0 tak, ºe chybový £len e spl¬uje nerovnost

|e| ≤ K 10

exp(10)
.

Lze p°edpokládat, ºe konstanta K je v °ádu desítek a chyba e je tedy zanedbatelná.
Pro takto vysoké x∗ je tedy explicitní odhad hustoty velmi p°esný a skute£ná hodnota

r
(ω2)
7,2 (x∗) je jiº blízko 1 + 1

10

∑
p

χ
(ω2)
7,2 (p)

p .
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Protoºe výsledky výpo£t· pro charakter χ7,2 se jeví jako zajímavé, provedeme n¥kolik
obdobných výpo£t· pro vybraný charakter modulo 11. Uvaºujme charakter χ11,2 daný

tabulkou 4.5 p°i zna£ení τ = exp
(

2πi
ϕ(11)

)
= exp

(
πi
5

)
.

Tabulka 4.5: Charakter χ11,2

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

χ11,2(n) 1 τ −τ3 τ2 τ4 −τ4 −τ2 τ3 −τ −1

Tento charakter vybírá v²echny aritmetické posloupnosti modulo 11. V tabulkách 4.6 a
4.7 se nacházejí p°ibliºné výpo£ty konstant pro explicitní odhad.

Tabulka 4.6: Výpo£ty S(χ11,2, c, 107)

c 1 τ −τ3 τ2 τ4

S(χ11,2, c, 107) −1, 141 4, 244 1, 877 −1, 290 0, 409

Tabulka 4.7: Výpo£ty S(χ11,2, c, 107)

c −τ4 −τ2 τ3 −τ −1

S(χ11,2, c, 107) −0, 831 0, 176 −0, 880 −1, 186 −1, 386

Zajímavé je, ºe pro p°ípad c = τ vychází p°ibliºný výpo£et °ady pom¥rn¥ vysoký. Poz-
namenejme, ºe pro velmi vysoká x jiº velikost konstant v odhadu nehraje p°íli² vysokou

roli. S pomocí t¥chto výpo£t· jsme vypo£ítali hodnoty r
(1)
11,2, r

(τ)
11,2, r

(−τ2)
11,2 , r

(−τ)
11,2 , jejich

explicitní odhady a vykreslili je do obrázk· 4.7, 4.8, 4.9 a 4.10. Op¥t vidíme, ºe pro
ty hodnoty x, pro které je hodnota hustoty spo£ítatelná, vychází její explicitní odhad
nep°esn¥.
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Záv¥r

V práci jsme se zabývali podrobným zpracováním výsledku z [2] a jeho zobecn¥ním
pro p°ípad obecných Dirichletových charakter·. Konkrétn¥ se poda°ilo dokázat platnost
vztahu

#{pq ≤ x | χ(p) = c, χ(q) = c, p ≤ q}
#{pq ≤ x | p ≤ q}

=
1

n2
+

1

n2 log log x

∑
p

χ(c)(p)

p
+O

(
log log x

log x

)
,

kde c je nenulové komplexní £íslo, kterého daný charakter χ pro n¥jaké prvo£íslo nabývá,
n zna£í po£et v²ech vzájemn¥ r·zných nenulových hodnot, kterých charakter nabývá a
χ(c) je aritmetická funkce de�novaná v závislosti na c pro v²echna p°irozená a jako

χ(c)(a) =


0 pokud χ(a) = 0,

n− 1 pokud χ(a) = c,

−1 jinak.

V [2] je tento výsledek dokázaný pro kvadratické charaktery. Ten je v²ak konkrét-
ním p°ípadem zobecn¥né verze pro n = 2, c = 1,−1 a explicitní odhad je v n¥m roven
1
4 +

∑
p
χ(p)
p . Aby bylo snadno poznat, co je v d·kazu obecn¥j²í varianty vlastním

p°ínosem, uvedli jsme v práci jak p·vodní d·kaz z £lánku tak jeho zobecn¥ní. Dal²ím
d·vodem byla jeho p°íli²ná stru£nost v p·vodním £lánku a oprava nep°esností ve výzkum-
ném úkolu [3], kde byl tento d·kaz citován. Ukázalo se, ºe zobecn¥ní výsledku na t°i pr-
vo£ísla je technicky výrazn¥ sloºit¥j²í a uvedli jsme tedy pom¥rn¥ dlouhý náznak d·kazu,
který by ²el jist¥ provést v celé úplnosti. Za hlavní p°ínos lze povaºovat ur£ení explicitního

odhadu 1
n2 + 1

n2 log log x

∑
p
χ(c)(p)
p , jehoº kvalitu jsme studovali v kapitole 4. Podrobn¥j²í

numerická analýza byla provedena v záv¥ru práce, v£etn¥ výpo£t· pro speciální volby
Dirichletova charakteru χ.

Zmín¥ný výsledek nabádá k zajímavé otázce, týkajícího se získaného odhadu. Pro

ur£itou volbu Dirichletova charakteru a c by se mohlo stát, ºe by °ada
∑

p
χ(c)(p)
p byla

rovna nule a to by pro tento p°ípad znamenalo °ádov¥ rychlej²í konvergenci k 1
n2 . A£koliv

se to zdá nepravd¥podobné, problém zatím z·stává otev°enou otázkou.
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