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Uvod

Jednim z hlavnich cili a motivaci analytické teorie Cisel je studium funkce 7, kterd pro
realné x uréuje pocet prvocisel mensich nez toto x a jejiz pfibliZznym vyjadfenim se zabyva
znama prvodiselnd véta. Obecnéji se da Fict, Ze analytickd teorie ¢isel je matematicka
disciplina, ve které se zkoumaji vlastnosti funkci, které néjakym zptisobem popisuji urci-
tou vlastnost spocetné mnoziny, typicky mnoziny pfirozenych ¢&isel nebo vSech prvocisel
a které nelze vyjadiit jednoduchym zpisobem pomoci znamych funkci z matematické
analyzy. Nejcastéji takové funkce vyjadiime jako soucet znamych funkci a chybového
¢lenu, jehoZz hodnotu dokdzeme pomoci znamych funkci odhadnout seshora. P¥i studiu
analytické teorie Cisel se setkdme s pojmem Dirichletova charakteru, ktery spada do
oboru obecné algebry. Dirichletovym charakterem se rozumi libovolny homomorfismus
X : G — C* a jedna se o jeden z tstfednich pojmi této prace.

Hlavnim cilem a p¥inosem prace je zobecnéni vysledki od Dummita, Granvilla a
Kisilevského. V jejich nedavném ¢lanku [2] se podafilo urcit explicitni odhad hustoty

#Hpg<z:x(p)=x(g) =1} 1 1L +o(1)

#{pq < z} 17 1 loglogz

kde x znaci kvadraticky charakter, ktery nabyva hodnot z mnoziny {0,1, -1} a L,

znadi konvergentni fadu Zp X®) lavnim prinosem a puvodnim vysledkem je zobecnéni
explicitniho odhadu z [2| na pFipad obecného Dirichletova charakteru ve vété 3.2.1. Nej-
prve ovSem podrobné vylozime teorii potfebnou k dikazim zminénych vysledki.

Kapitola 1 je v jistém smyslu stavebnim kamenem pro dalsi ¢asti prace. Prozkoumame
v ni nékteré obecné vlastnosti aritmetickych funkei (zobrazeni N — C), vlastnosti ope-
raci definovanych mezi aritmetickymi funkcemi (nap¥. Dirichlettiv soucin) a uvedeme
nékteré konkrétni priklady aritmetickych funkci, jez najdou uplatnéni ve zbytku prace.
V poslednich sekcich se budeme vénovat jiz zminénym Dirichletovym charakterim a
zavedeme asymptotickou notaci.

Podstatnou ¢ésti kapitoly 2 je odvozeni asymptotickych vyjadieni } ., 105 Padl < %,
které dale v kapitole najde vyuziti p¥i odvozeni asymptotiky pocétu soucint dvou pr-
vocCisel neprevysSujicich realné z. Déle v kapitole odvodime asymptotické vyjadieni pro

> p<a X(p)plogp a <, %, kde x nyni znac¢i netrividlni Dirichletiiv charakter. Tyto




asymptotiky najdou aplikaci v diitkazu ptivodnfho vysledku v kapitole 3. Na konci 2 . kapi-
toly odvodime asymptotiku po¢tu soudini k prvodéisel mengich nez redlné x.

Kapitola 3 je hlavni ¢asti této prace. Nejdfive v ni dokdzeme zminény vysledek z [2]
a vyslovime ho v silné&jsi verzi. V dikazu se vyuziva pfipravend teorie z kapitoly 2 a za
pfinos lze povazovat i mnohem podrobnéj$i zpracovani nez je v ptivodnim ¢lanku. Zpra-
covani diitkazu je podrobngjsi i ve srovnani s vyzkumnym tukolem [3]. Hlavnim benefitem
je ov8em zobecnéni vysledku pro obecny Dirichlettv charakter y. Konkrétné tedy uréime
explicitni odhad hustoty

#ipg<z:x(p)=x(q)=c} 1 1 C log log x
= — 4+ = . — o)
#{pq < x} n?  n? loglogx log =

(1)

kde ¢ je nenulové komplexni &fslo, kterého dany charakter x pro néjaké prvocislo
nabyva, n znaci pocet vSech vzajemné riznych nenulovych hodnot, kterych charakter
nabyva a C je konstanta, ktera je definovana pomoci nové zavedené fady. Toto zobecnéni
vyzadovalo dokazat nékolik souvisejicich tvrzeni ve véts$i obecnosti. Nejvétsim tskalim
dikazu je nutnost prace s polynomem g definovanym vztahem (3.12). Tvar véty 3.2.1
velmi zjednodusila skutec¢nost, ze se podafilo urcit koeficienty polynomu g a dale urcit
jeho funké¢éni hodnoty v bodech x(p), kde x je nyni libovolny Dirichletiiv charakter a p
libovolné prvocislo. Pomoci téchto funkénich hodnot se zjednodusi tvar nové definované
fady, ktera vystupuje v explicitnim odhadu. Dal§im pfinosem je zobecnéni (1) pro pfipad
x(p) = e a x(q) = f, kde e a f jsou obecné ruzna komplexni ¢isla. V zavéru kapitoly
jsme nastinili dikaz podobné asymptotiky pro t¥i prvodisla.

V posledni kapitole se vénujeme experimentdlnimu ovéfeni vysledkt z kapitoly 3.

Ptfedevsim zde porovnavame skute¢né hodnoty podilu (1) s jeho explicitnim odhadem.

loglog x
log z

a v praci vysvétlime, pro¢ nebude explicitni odhad hustoty davat p#ili§ dobré vysledky
pro takovd x, pro kterd jsme schopni spocitat skuteénou hodnotu hustoty. Dale bylo
potieba udinit priblizné vypodéty nové definovanych fad, které se vyskytuji v explicitnich
odhadech. Vypocty byly provedeny v jazyce C v knihovné GMP, uréené pro préci s
velkymi ¢isly.

7 véty 3.2.1 plyne, Ze chyba explicitniho odhadu od skutetné hustoty je funkce z O (



Kapitola 1

Zakladni pojmy

1.1 Aritmetické funkce

V nésledujici sekei definujeme potiFebné aritmetické funkce (zobrazeni z N do R) a
dokaZzeme nékolik tvrzeni, které budeme v dal§im textu pouzivat. Nasledujici definice
aritmetické funkce p a véta popisujici jeji vlastnost pochézeji ze sekce 2.2 v [1].

Definice 1.1.1. Mdébiovu funkci p pro n = 1 definujeme jako p(1) = 1. Pron > 1

mizeme psdat n = pi* ... p* a p definujeme ndsledugjicim zpiisobem:

p(n) = —1% pokud a1 = az = ... = aj, = 1,

Véta 1.1.2. Pron € N plati

S = ]

dln

Dikaz. Pro n =1 tvrzeni zfejmé plati. Pro n > 1 ozna¢ime n = pi* ... p/*. Protoze v
sumé 3, A(d) vznikaji nenulové éleny pouze v pFipadé d = 1 nebo pro délitele takovych
n, které jsou soudiny riznych prvocisel.

> uld) =p(1) + p(pr) + - -+ p(pr) + p(prpa) + - - + p(pr—1pk)+
dn

+ ...+ u(pip2 ... k)

Dale definujeme Von-Mangoldtovu funkci A a vyslovime vétu potfebnou v dal§im
textu. Jako zdroj byla pouzita sekce 2.8 z [1].



Definice 1.1.3. Pro n € N definujeme

A(n) =logp pokud n = p™, pro prvocislo p a m € N
An)=0 Jinak .

Véta 1.1.4. Pron € N plati

logn = Z A(d).

dln

Diikaz. Pro n =1 tvrzeni véty zfejmé plati. Uvazujme tedy n > 1 a oznacme
T
n= H P
k=1
Zlogaritmovanim dostaneme

T
logn = Z ay, log pg.
k=1

Protoze v sumé din A(d) jsou jediné nenulové cleny délitelé d tvaru p)* pro m =

1,2,...,ar a k=1,2,...,r, miZeme psat
o ag o ag T
DA =D D A =D logpr = axlogp =logn
dln k=1m=1 k=1m=1 k=1
a dikaz je u konce. O

Nasledujici véta pro obecné aritmetické funkce mé krucidlni vyznam v odvozovani
asymptotickych vztahi v kapitole 2. Vétu jsme prevzali ze sekce 4.2 v [1].

Véta 1.1.5. Pro libovolnou aritmetickou funkci a poloZme

n<y

kde A(y) = 0 pokud y < 1. Necht je dina f : R — R, kterd md spojitou derivaci na
intervalu [x,y], kde 0 < z <y. Pak



Diikaz. Necht k = |y] and m = |z]. Plati tedy A(y) = A(k) a A(x) = A(m) a miuzeme
psat

k k
> amfm)= Y a = D {A) - A -1)}f(n) =
z<nly n=m+1 n=m+1
k
= > 4 ZA fn+1) (1.1)
n=m+1
k
= 3 AW{f(n) — fn+ 1)} + AR)f(k) — A(m) f(m + 1).
n=m+1

Druh4 rovnost plyne z A(n) — A(n — 1) = a(n). ProtoZe plati f(n) — f(n+1) =
—f:H f/(t)dt, vyraz (1.1) je roven

n+1
_ Z An / F(t)dt + AR) £ (k) — A(m) f(m + 1) =

n=m+1

=— Z / tydt + A(k) f(k) — A(m)f(m+1) = (1.2)

n=m+1
_ / | AWOT @+ AR E) = Aem)fm+1),

Protoze plati rovnosti

Yy

Mwﬂw—lfﬂﬂfwﬁzA@ﬁ@%nM@ALﬂﬂz
— AW () + AR)F(k) — A(R)f () = AR)F(R)
a rovnosti
m+1 m+1
—mmﬂm—/' Awf@ﬁz—MMﬂ@—Aww/ 7ty =
— () f(x) + A(m) f(m+ 1) — A(m)f(z) = A(m)f(m + 1),

k dokonceni ditkazu sta¢i prepsat (1.2) jako

—/mkHA()f t)dt + Ay /A

m+1
—A@ﬂ@—/+fWﬁ®ﬁ= (13)

Yy
=mwﬂw—ﬂmﬂw—/fWV@Mt



N

Vétu ¢tendi nalezne v sekei 3.3 v [1]

Véta 1.1.6. Necht md funkce f : R — R spojitou derivaci ' na intervalu [y, x|, kde
0<y<x, pak

> s = [ soa+ [To-uhrwas

Yy

f@)([z] — =) + f()(ly] —v)-

Diikaz. Oznatme m = |y| a k = |z]. Pro ¢islan an —1 v [y, x] plati

[ s = [ - 0oi= - )i - fon- 1) -
(nFn) — (0= 1)f (0 = 1)} ~ S ().
Sectenim od m + 1 do k ziskdme

k
[ s = ki) - om+ 1 S

m+1 n=m-+2

=kf(k) —mf(m+1)— > f(n)

y<n<lz

a plati tedy

k
S = [ O+ kf )~ mpm o+ 1) =

ke e »
= [0+ k@) - miw).
y
Integraci per partes dostaneme vztah
[ st =zs@) - - [Carar
y
jehoz kombinaci s (1.4) dokonéime dikaz véty. O

1.2 Dirichlettiv souéin

Mezi aritmetickymi funkcemi lze definovat rtzné operace. Diky nésledujicim dvéma
definicim dokazeme disledek 1.2.5, ktery vyuzijeme v dikazu dilezitych asymptotik v
kapitole 2. V celé néasledujici sekei jsou jako zdroj pouzity sekce 2.6 a 2.14 z [1].



Definice 1.2.1. Pro dvé aritmetické funkce f a g definujeme Dirichletiv soucin jako
aritmetickou funkci h danou vztahem

n
h(n) =Y () ()
dln
Dirichletiv soucin budeme znacit jako h = f * g.

O operaci * se v literatufe ¢asto mluvi jako o Dirichletové konvoluci. Dalsi definice
je inspirovana Dirichletovym souéinem a v jistém smyslu ho zobechuje pro kombinace
redlné funkce s aritmetickou.

Definice 1.2.2. Necht je ddna funkce F : (0,4+00) — R tlakovd, Ze F(x) = 0 pro
0 <z < 1. Pro libovolnou aritmetickou funkci o definujeme funkci o F

(o F)(z) = Za(n)F (%) .

Nésledujici véta svazuje pravé definované operace * a o zajimavou rovnosti.

Véta 1.2.3. Pro dvé libovolné aritmetické funkce o a 8 a libovolnou funkci F z definice 1.2.2
plati

ao(BoF)=(axB)oF.

Diikaz. Pro z > 0 plati

{ao(BoF)}(x) =) an) Z BmF (=) = 3 ampm)F () =
= Za(n)ﬁ <fb) F (%) = Z(a*ﬂ)(k)F (%) =
k<z \ nlk k<
— {(a*B) 0 F}(x)

Nasledujici véta dava vztah pro sumu aritmetické funkce ziskané jako Dirichletiiv
sou¢in dvou jinych aritmetickych funkeci.

Véta 1.2.4. Necht jsou ddny aritmetické funkce f, g, h= fx*xg a

H(z) =) h(n),F(z) =) f(n) aG(z) =) g(n).

n<x nlx n<w

Pak

H() =Y f)G (5) =Y gmF (5).

n<x n<x



Diikaz. Definujeme funkci U jako

0 kud 0 1
Ulx) = pokud 0 < z < 1,
1 pokud z > 1.

V dikazu vyuzijeme vétu 1.2.3, ktera dava do vztahu operace o a x. Zfejmé je F' = foU,
G = go U a diikaz ukondi vztahy

foG=Ffo(golU)=(fxg)oU=H
goF =go(folU)=(g9%f)oU=H.

O]

7 véty 1.2.4 plyne pfi stejném znadeni funkci dusledek, ktery bude uziteény v dalsi
teoril.

Disledek 1.2.5. Pro x > 1 platf

S Y@ =Y T =3 F (%) (1.5)

n<z dln n<x n<x

Diikaz. Ve vété 1.2.4 stali polozit g(n) = 1 pro pfirozena n a G(z) = [z]. O

1.3 Charaktery

V této sekci pristoupime k definici charakteru a uvedeme nékolik jeho vlastnosti, které
jsou v této praci dilezité.

Definice 1.3.1. Necht G je koneénd Abelova grupa. Homomorfismus x : G — C*
nazveme charakter na G (C* znaci multiplikativni grupu nenulovijch komplexnich cisel).

ProtoZe pro prvek identity e ziejmé plati x(e) = 1 a pro libovolny prvek a € G, a # 1
je a™ =1, plati x(a)” = 1. Hodnoty charakteru tedy jsou odmocniny z jedné a pro jejich
absolutni hodnotu plati |x(g)| = 1 pro vechna g € G. Trivialni charakter o definujeme
pro g € G jako xo(g) = 1. V sekci 6.5 v [1] 1ze nalézt dukaz tvrzeni, Ze konecna Abelova
grupa G ma pravé n ruznych charakterd. MnoZinu vSech charakterna na G oznacime
jako G. Pro libovolné dva charaktery x1, x2 € G 1ze definovat charakter X1X2 predpisem
x1 x2(9) = x1(9)x2(g9) prog € G. Pro x € GJe inverzni prvek y definovany x(g) = x(9g).
Struktura s takto definovanou operaci mezi charaktery tvofi koneénou Abelovu grupu.
Nésledujici véta ukazuje zajimavou vlastnost charaktert a jeji dikaz mtze byt nalezen v
sekci 2.1 v [3].

Véta 1.3.2. Necht je G konecnd Abelova grupa Fadu n. Pak plati

n  pokud x = ¥Xo,
> x(g) = s

e 0 ginak.



vétSinou se nepracuje s obecnymi charaktery dle definice 1.3.1, ale s charaktery, kdy
jako grupu G uvazujeme multiplikativni grupu zbytkovych tfid modulo N.

Definice 1.3.3. Necht' d € Ny a G = (Z/d)* bud multiplikationi grupa zbytkovijch t¥id
modulo d. Ke kaZdému charakteru x na G definujeme aritmetickou funkci x pron € Z
ndsledujicim zpisobem:

xX(n) = x(n) pokud (n,d) =1
x(n) =0 pokud (n,d) > 1.

Funkci x nazveme Dirichletiv charakter modulo d.

Protoze v dalsim textu nebudeme pracovat s jinym chrakterem nez s Dirichletovym,
budeme pro Dirichletiv charakter misto x pouzivat znacenf x. Z véty 1.3.2 plyne platnost
dilezité rovnosti pro libovolny Dirichletiiv charakter podle definice 1.3.3:

d
n) pokud x = xo,
S x(g) = {9”( ) p (1.6)
= 0 jinak.

Néasledujici jednoduché tvrzeni popisuje tvar mnoziny oboru hodnot Dirichletova
charakteru.

Tvrzeni 1.3.4. Necht je x libovolny Dirichletiv charakter modulo d. Oznacéme H =
{x(a)|la €e{1,...,d—1},(a,d) =1} an=#H. Pak plati

n= o (25 e 1)

Diikaz. Uvedeme pouze strucny postup dikazu. Protoze je |x(a)| =1 je H podmnozina
jednotkové kruznice o které navic vime, Ze je konefna. Vybereme o € [0,1), minimaln{
takové, ze exp(2micg) € H. Sporem snadno ukaZzeme, Ze oy = % Inkluze

{exp<27:j> |j€{1,...,n}} CH

plyne z uzavienosti H na nésobeni. Opacnou inkluzi ukiZeme opét sporem. Ziejmé je
m=n. O

Nyni bude néasledovat lemma, které je vysledkem vlastni price a jehoZ smysl se nam
ukize az v dikazu véty 3.2.1

Lemma 1.3.5. Necht je x libovolny Dirichletiv charakter modulo d. Oznacme H =
{x(a)la € {1,...,d —1},(a,d) = 1} an = #H. Pak charakter X’ neni trividlni pro
Zddné j € {1,...,n—1}.
Diikaz. Pro spor predpokladejme, 7e x7 je trivialni charakter pro ngjake j € {1,...,n—1}.
Pak pro vSechna a € Z nesoudélnd s d plati

x(a)! —1=0.

Tedy polynom 7/ — 1 mé za kofeny viechny prvky z H. Ale jeho stupeii je j < n a to je
spor. ]

10



Nakonec uvedeme piiklad netrividlnfho Dirichletova charakteru, ktery vyuzijeme v
kapitole 3. Pro tento ucel budeme potiebovat definici Jacobiho a Legendrova symbolu.

Definice 1.3.6. Bud p liché prvocislo. Pro (n,p) = 1 definujeme Legenderiv symbol

(%) ndsledugicim zpisobem.:

(n) B {—1—1 pokud x> =n  mod p md Fesent
p

—1  pokud 2> =n mod p nemd FeSent .

Pokud je (n,p) > 1, definujeme <%) = 0. Nyni muZeme pristoupit k definici obecnéjsiho

Jacobiho symbolu. definujeme symbol (%) pro liché d € N s prvocislenym rozkladem

d=7pi"...p" jako:
-G
d pi) \me)

Nakonec muzeme definovat kvadraticky charakter y pro libovolné n € Z aliché d € N
jako

n
=(-). 1.7
x(m) = (%) (L.7)
Je potieba ovérit, ze takto definovany charakter spliuje definici Dirichletova charak-
teru. OvéFeni lze nalézt v sekci 2.2 v [3].
1.4 Asymptotickd notace

V celé nasledujici sekci, budeme uvazovat, Zze f a g jsou komplexni funkce realné
proménné. Nyni pfipomeneme zndmé asymptotické znaceni. Budeme psat

f € 0(g(x)),
pokud
(3K > 0)(3zo € R) tak, ze Vo > ¢ plati | f(z)| < K|g(z)|. (1.8)

Pokud jsou funkce f a g nezaporné a spojité, mizeme v definici (1.8) vzdy uvazovat
xg = 0. Predpokladejme, Ze (1.8) plati pro xg > 0, protoze | f| a |g| jsou spojité, nabyvaji
na kompaktu (0, xo] svého maxima a mizeme zvolit K tak, ze (1.8) plati pro xzy = 0.
Podobné budeme znacit

f e olg(x)),
pokud

(Ve > 0)(Jzp € R) tak, ze Vo > zq plati | f(x)| < g|g(x)].

11



S vyuzitim definovaného znaceni nakonec miZeme zavést znaceni
f~g,
pokud
f(x) = g(x) + o(g(x)).

7 definice snadno plyne vlastnost, kterou budeme v textu neustale vyuzivat. Pokud

f€O(F(x)) ageO(G(x)), pak f(x) +g(x) € O(F(x) + G(x)).

Nakonec uvedeme vlastnost, jenz muze pusobit vykonstruované, ale kterou mnohokrat
vyuzijeme v kapitolach 2 a 3. Pokud jsou f, F' redlné funkce a h rostouci nezaporna
realné funkce, plati

3 F(”;) : (1.9)

p<h(z)

f(z) € O (F(z)) = Z)f(jj) cO

p<h(z

kde s¢itame pies prvocisla p. Vztah (1.9) plati, protoze muzeme zvolit g = 0 a
implicitni konstanta v O (F'(x)) nezavisi na p.

Pro pfipady, kdy budeme v definici f(x) € O(g(x)) potiebovat zdiraznit hodnotu
konstanty K zavedeme znaceni f(z) € O1(g(z)) znamenajici, ze

dxg € R tak, ze Vo > x¢ plati | f(z)| < |g(z)].

a budeme psat

f € O1(Kg(x)).
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Kapitola 2

Aplikace prvociselné véty

2.1 Odhady soucti pres prvocisla

V nésledujici sekci jsou nejdiive dokdzéna tvrzeni, které jsou potieba p¥i odvozovani
asymptotik pro >_ . % a <y logp. Jedna se o véty 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3, které pochazeji
ze sekce 3.11 v [1] a lemma 2.1.4 ze sekce 4.6 v [1].

Véta 2.1.1. Pro x > 1 plati

St 2] 1

n<x

> Awm) || = log(L]).

n<x
Diikaz. Ze vztahu (1.5) v dtsledku 1.2.5 dostaneme s vyuzitim véty 1.1.2 pfimo
T z 1
WGIHES S WTIEESSIHES
n<x n<z dn n<x

a s vyuzitim véty 1.1.4

SoAm) 2] = DD A@ |5 = tog(la))

n<z n<z din
O
Véta 2.1.2. Pro x > 2 plati
log(|z|!) = xlogx — x 4+ O1(2log ) (2.1)
a
Z A(n) {%J =zlogx —x + O1(2logx), (2.2)

n<x

13



Diikaz. Ve vété 1.1.6 polozime f(t) logt a snadnym vypocétem uréitého integralu

ziskame
“i— [t

Zlog logt dt + " dt — (v — |x])logz =
1

n<x

Tt— |t
:xlogx—m—{—l—l—/ tHdt—l—Ol(logm).
1

Protoze plati

/1 t—tLtJd t=0 </1x %d t> = O1(log z),

vztah (2.1) je dokdzan. Platnost vztahu (2.2) plyne z véty 2.1.1

Véta 2.1.3. Pro x > 2 plats
T
Z {J logp = xlogz + O1(5z).

p<z
Diikaz. Protoze je A(n) = 0 pokud n neni mocnina jednoho prvoéisla, mizeme psat

> [r] A E:E{J

n<x

Dvojitou sumu mtzeme piepsat jako

{ Jlogp ZHlongZ{ Jlogp

p<zrm=1 p<z p<zm=2
Dokazeme, ze druhé suma je funkce z O(z). S vyuzitim souttu geometrické fady
dostaneme
1
e |5 | <SS (5) " <o S oen -
p<x p<x p<x E
logp RS logn
- _95% o
=7 Z <), n(n — 1) (),
p<:p n=2
+oo logn

kde posledni rovnost plyne z konvergence fady ) = 5 Aln=T)"

Ukézali jsme, Ze
+00
>3 m Ay =Y H logp + O(x).
p<z

p<zn=1

14



Ze vztahu (2.2) dostaneme
zlogz —x + O(logz) = Z VJ logp + O(x).
p<z p
Plati tedy

Z VﬁJ logp = zlogz + O1(K;z),

p<z

kde
= logn = logn
Ki=2+1 2" __3 5"
1 T +Zn(n_1) +Zn(n_1)
n=2 n=2

Protoze plati

X logn

> % <2

= n(n—1)

konstantu K7 miZeme seshora odhadnout 5. L]

Lemma 2.1.4. Necht je (a(n))i“’o nezdpornd posloupnost redlngjch cisel takovd, Ze
3 a(n) H = zlogz + Oy (Bx) (2.3)
n<x

pro vSechna x > 1 a konstantu B > 0. Pak:

1. Pro x > 1 platd

kde C = 2B + 4log?2.

2. Pro x > 1 plati

15



Nejdfive dokézeme nerovnost

S@Q—S(—)g]ﬁﬂ—QT(f). (2.5)

Pravou stranu (2.5) rozepiSeme jako

T@ﬂ—2T<g>:§:L%JMHY—2 [%jam):

n<x n

Protoze [2y| — 2|y| je bud 0 nebo 1, je prvni suma nezaporna a nerovnost (2.5)
dokazuje

Z predpokladu (2.3) méme pro z > 1
x T, T
T(x) — 2T <§> =zlogz + O(x) — 2 (5 log 5 + O(x)) = 01((2log2 + B)x).

Z nerovnosti (2.5) plyne S(z) — S (%) = O(z). Pro libovolné prirozené n tedy plati
nerovnost

X

$ () =5 (57) < (og2+B) 5.

Nerovnosti se¢teme pres vSechna prirozena n a dostaneme

—+00
1
S(z) < sz o1 = (4log2 + 2B)z.
n=1

Ukazeme druhy bod tvrzeni. Protoze plati |£| = (£) 4+ O(1), miZeme s vyuzitim (2.4)
psat

n<lz n<lz n<lz n<lz




Vyuzitim pfedpokladu (2.3) dostaneme

3 “E:‘) — Ly +001) = 1ogz + 0(1)

X
n<x

a dikaz je u konce.

O

Nyni miizeme pfistoupit k odvozeni slibovanych asymptotik. Najdou vyuziti ve
véteé 2.3.3 a ve stézejnich vétach prace v kapitole 3. Tvrzeni mohou byt nalezena v

sekcich 4.8 a 4.9 v [1].

Véta 2.1.5. Pro x > 1 plats

1
Z 98P _ log z + O1(13).

p<z
Diikaz. Dokézany vztah z véty 2.1.3
x
Z {J logp = xlogz + O(x)
p<z p

muzeme piepsat do tvaru

Z Ai(n) L%J =zlogz + O(x),

n<x

kde A; je definovana jako

As(n) logp pokud n je prvoéislo p,
n)=
! 0 jinak.

ProtoZe je A1(n) > 0 a plati vztah (2.7), z véty 2.1.4 plyne

1
Z o8P _ log x + O1(K2),

p<z

kde Ko =2-5+4log2 < 13.

Véta 2.1.6. Existuje konstanta A tak, Ze plati

1 1
Zzloglog$+A+O< >
D log

p<z

17
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Diikaz. Oznac¢me

Az) = Z log p

p

p<w

1 pokud n je prvocislo,

a(n) = )
0 jinak.

Pak

L_§~alm)
> =2,

p<z n<z

A(x) = Z aE:L) log n.

n<z

Polozime-li ve vété 1.1.5 f(t) = @, dostaneme

1 Az) AL
ZE ~logx +/2 t(logt)th

p<z
7 véty 2.1.5 mame A(x) = logx + R(z), kde R(xz) = O(1). Mizeme tedy psat
Zl_log:v—l—O(l) /xlogt+R(t)dt_

2

P log x t(logt)?
1 rodt T R(t)
=1+0 dt
+ (logx> +/2 tlogt +/2 t(logt)?
Ziejmé plati
rodt
—— =loglog z — loglog 2
2 tlogt

© R@#) . [*® R() o R(f)
L g2 =, g [ g

Z rovnosti R(z) = O(1) dostaneme

/;OO t(igt)ﬂdt -9 ([w t(igz)th) -9 <1;> |

Ziskdme tedy rovnost dokazujici tvrzeni véty

1 too R(t) 1
— =logl 1 —loglog?2 —— 140
Zp oglogx + og log +/2 t(logt)2 + <logx>

p<w

18



Nakonec uvedeme bez dikazu podobné asymptotiky pro prvodéisla lezici v aritmetic-
kych posloupnostech. Tato véta miize byt nalezena v sekci 4.3 v [4].

Véta 2.1.7. Necht a a d jsou pfirozend c¢isla takovd, Ze (a,d) = 1. Pak existuje redlnd
konstanta D tak, Ze pro x > 2 plati

1 1
Yy P —logz +0(1) (2.10)
R R C)
p=a mod d
a
1 1 1
Z - = loglogx—i—D—i—O( ) . (2.11)
= p eld) log z
p=a mod d

V dtkazech vét 3.1.3 a 3.2.1 budeme potiebovat slabsi verzi véty 2.1.7, kterd dava
odhady

Z lozg?p = O(log ) (2.12)

p<w
p=a mod d

Z ; = O(loglog ). (2.13)

p<z
p=a mod d

2.2 Odhady souctiti pies prvocisla s Dirichletovymi charak-
tery

Nyni dokézeme dilezitou vétu, kterd je v podobna vété 2.1.5 a 2.1.6, navic ale pracuje s

netrividlnfmi Dirichletovymi charaktery. Tato véta i jeji trivialn{ désledek 2.2.3 je jeden

z pilifa dikazu véty 3.1.3 a véty 3.2.1. Dukaz pochazi ze sekce 4.3 v [4]. Pro tento

ucel jesté budeme potiebovat znamy odhad stfedni hodnoty Von-Mangoldtovy funkce,

jenz pfedstavuje nésledujici véta ze sekce 8.1 v [5]. Jsou znamy i pFesnéjsi odhady, ale
uvadime nésledujici dikaz, ktery je zajimavy tim, Ze je elementarni.

Véta 2.2.1. Plati

> A(d) = O(x).

d<z

Diikaz. Nejdrive dokdzZeme, Zze pro libovolné pfirozené ¢éislo n plati

[Ir <4 (2.14)

p<n
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Pro libovolné m > 1 oznacime

<
[

()

Mame

2m+1
2m+1 2m+1 2m+1 9
2M = > = 22mHl
( m >+(m+1>< (k+1)

k=0

a tedy plati

M < 4™

Pokud je p prvoéislo splijici m + 2 < p < 2m + 1 pak p déli produkt

(2m+1)2m(2m —1)...(m + 2).

Ziejmé tedy p déli M a produkt
I »
m+2<p<2m+1

také déli M. Plati tedy nerovnost

II psMm<am
m+2<p<2m+1

(2.15)

pro vSechna pfirozena ¢isla m. Dokazeme nerovnost (2.14) indukei na n. Nerovnost
ziejmé plati pro n = 1 a n = 2. Necht je n > 3 a predpokladejme, ze (2.14) plati pro

vSechna pfirozend m < n. Pro n sudé je

Hp: H p<4nt < 4n

p<n p<n—1

Je-li n liché, lze ho vyjadfit jako n = 2m + 1 pro néjaké m > 1 a s vyuZitim

nerovnosti 2.15 a indukéniho predpokladu mtizeme psat

Hp: H P H p<4m+14m:42m+1:4n.

p<n p<m+1 m+2<p<2m—+1

tvrzeni véty nyni snadno ziskdme z nerovnosti

ZA(d) = ZA(d) = long < nlog4 < xlog4,

d<z d<n p<n

kde jsme polozili n = |z].
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Existuje silnéjsi verze véty 2.2.1, jez fika, ze
>_A@)
d<z

Tato verze je ekvivalentni s prvociselnou vétou ve tvaru

< ~
{p =z} log z

a proto lze mluvit o vété 2.2.2 jako o dusledku prvodciselné véty. Diikaz této ekviva-
lence 1ze nalézt v sekei 4.4 v [1]. Nyni mizeme pfistoupit k cilové vété této sekce.

Véta 2.2.2. Necht je x netrividlng Dirichletiv charakter. Pak pro vSechna x > 2 plati

ZX(")HA(”) =0(1), (2.16)

ZM —0(1), (2.17)

X(p):b(x)+0( ! > (2.18)

kde

je konecnd konstanta.

Diikaz. Napied ukdzeme, 7e

3o Ao x(n log = -I/(1,x)+ 0 (loi”C) . (2.19)

n<x

Polozime-li S(z) = anx x(n), dostaneme 7 véty 1.1.5

lo lo lo 1—10 t
Z x(n)log(n) S gy(y) log(z) / St 1—logt

z<n<ly

Ze vztahu (1.6) plyne, 7ze S je periodickd a z vlastnosti charakteru odvodime, ze je
omezend konstantou ¢(n)

+oo 1—logt oo 1—logt oo 1—logt 1
[ s = ] < [ s g - [T o = 2
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Z omezenosti S(y) dale plyne

1
lim S(y) W)
Yy—r00 Y
Mizeme tedy psat rovnosti
x(n log x(n) log(n) log log(z) /+°° 1—logt
= =-5 - S(t dt =
>l _ 5 () [ 51

n>x rz<nly

_0 (10gz> 7
T

kde implicitni konstanta je rovna ¢(n) + 1. Rovnosti spolu s faktem, ze L'(1,x) =

Sotee M dokazuji (2.19).
Protoze jelogn =3, A(d), leva strana vztahu (2.19) prejde v

s XDMUD _ 5~ XD 5 (o (2.20)

md<x d<z m<% z

Vnitin{ sumu miiZzeme rozepsat jako
x(m) x(m)
=L(1 — .
S p - S (2:21)
m<y m>y
pficemz druhy ¢len odhadneme pomoci véty 1.1.5 jako

X))

m>y

nebot plati odhad

/ym 50 )dt’ /;“'Sg)’dtgx/;“ a2

Dosazenim (2.21) do (2.20) ziskame

o (2 - g 00 o 1 o)

d<z

=110 MM 0 (15 a@ | =200 MY o),
d<z d<z d<z

kde posledni rovnost plyne z véty 2.2.1. Protoze L(1,x) # 0, méame

x(@A(d) — -L'(1,x) 1 1 gz
dzs;: d LX) +L(1,><)O(1)+L(1,><)O< x >_0(1).
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Vztah (2.17) odvodime ze vztahu (2.16) odhadnutim rozdilu obou vztaha

x(p logp log p
et E Y =0(1).
= ~p(p—1)
k>1

Vztah (2.18) odvodime ze vztahu (2.17) podobnym zpusobem jako v dikazu véty 2.1.6.
Oznalme

Z X (p logp

p<x
a
1 pokud n je prvoéislo,
a(n) = .
0 jinak.
Pak
Z x(p) Z a(n)x(n)
p<x p n<zx n
a

Alz) = Z a(n)nX(n)log n.

n<x

Polozime-li ve vété 1.1.5 f(t) = ﬁ, dostaneme

Az TA(t
Z x(p = sz +/2 t(lo(gZ)2dt' (2.22)

p<x

7 dokazaného vztahu (2.17) mame A(ac) = O(1). Muzeme tedy psat

x(p AWM L
Z logz: +/2 t(logt)zdt N

p<lzx

1 A
=0 dt
<logm) +/2 t(logt)?
Ziejmé plati

P AW Y AR e A1)
L, g2 =, g [ iciogre

Z rovnosti A(z) = O(1) dostaneme




V rovnosti (2.22) udélame limitni pfechod x — 400 a ziskdme rovnost

+oo A X
/2 —— o dt = Z (2.23)

t (logt) t

Konvergence fady plyne z konvergence integrélu na levé strané rovnosti (2.23) a dukaz
je tedy ukoncen. O
7 véty 2.2.2 plyne néasledujici disledek, ktery vyuzijeme v dalsim textu.
Disledek 2.2.3. Plat? odhad

Z x(p <10;x> . (2.24)

p>x
Nésledujici lemma je velmi diilezité pro dikaz véty 3.1.3 i jeji obecnéjsi verze 3.2.1.

Lemma 2.2.4. Necht je x libovolny Dirichletiv charakter modulo d. Oznacme H =
{x(a)|la €e{l,...,d —1},(a,d) =1} an=#H. Pak pro j € {1,...,n — 1} plati odhad

> st~ 2 ot =© ()

pgﬁplog(w/p) psﬁplog(x) log )

Diikaz.

3 x(p)? Z p)/ logp

SWEplog(?ﬁ/p) .z plog plog x/p logz |

7Z lemmatu 1.3.5 plyne, 7e x/ je také netrivialni charakter a pro piehlednost budeme
tento obecné jiny Dirichlettv charakter znaédit jako x. Budeme tedy odhadovat sumu

x(p) logp
2 ﬁplog(ﬂf/p)

Definujeme-li opét aritmetickou funkci a jako charakteristickou funkci mnoziny v8ech
prvocisel a zavedeme-li znaceni

Ax) = Z a(n)nx(n) logn

n<x

a f(t)= bg —=, dostaneme z véty 1.1.5 rovnost

M_ Z T) — v / .
o Plog(/p) = AWV(V) /1 A()f(8)dt =

x(p) log p /ﬁ Al o
1

AV Po —
pg\/}pbg(ﬁ) t(log ?)
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Protoze z vty 2.2.2 mame % = O(1) a urcity integral muzeme odhadnout jako

[7A < {(f;;fdtgo(@) /f;dtgo(b;m),

t(log %)’
x(p)logp 1
plog(z/p) © <10gw>

mame celkem
a dikaz véty je u konce. O

p<Vz

2.3 Asymptotika souc¢inu dvou prvocisel

V nésledujici sekci odvodime asymptotiku pro soucin dvou prvoéisel. Nejprve uvedeme
prvociselnou vétu ve svém silnéjsim tvaru, kterou budeme déle v préci.

Véta 2.3.1. Plati

#{p <z} = 10; +0 <(lo§x)2> '

Dtikaz této zasadni véty nebudeme pro jeho délku uvadét. Zajemci ho mohou nalez-
nout v sekci 6.2 v [4]. Pro ucel odvozeni asymptotiky sou¢inu dvou prvocisel budeme
potiebovat néasledujici jisté znamé lemma, které je v8ak vysledkem vlastni prace.

Lemma 2.3.2. Necht jsou ddny j,m € N, pak plati odhad

Y = Y e :O(acglacw)

p<yz P (1055 5) p<VE

Diikaz. S vyuzitim véty 2.1.6 provedeme odhad dokazujici lemma

I T S ey [ G N
pg\;;p(logzyn p;%p(logx)m o p(log%)m(logx)m

logp [(log )™ ! + (log x)™ 2 <log %) +...+ (log %)mil_

) p<VE p (108; %)m (log )™ :
—1)log p(log )™ ! M(m —1)
<2 ) s | = Gogat (31287 +000) =0 (Gogm )
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Nyni muZzeme pfistoupit k odvozeni asymptotiky soucinu dvou prvodéisel, pfi némz
vyuzijeme pravé dokdzaného lemmatu a véty 2.3.1. Tento diikaz je inspirovany dikazem
slabsi asymptotiky, jejiz ditkaz je naznacen v [4], ale jako celek je opét vysledkem vlastni
prace.

Tvrzeni 2.3.3. Plat7

xloglogx T
#pg<zp<qgt=—"—"-+0 :
log log =

Diikaz. Z definice funkce 7 a prvodiselné véty mame

Y Y =Y (3)- T =3 |0l

2
p<vz p<q<z/p p<VzT p<Vx p<\/x p p (log %)

B Z <logp (lo];p»'

Plati odhad

(2.25)

protoze

2x
Z gp Z - log x
péﬁ f

Pomoci lemmatu 2.3.2 mizeme nahradit sumu

Z T

xz
p<val g
vyrazem
Y ooz 0 ()
o plogx og T
a sumu
x
2 2
p<Va D (log )
vyrazem
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Protoze diky vztahu (1.9) z kapitoly 1 je

So|l—— =0 Y —F— .

2 2
p<vE  \DP (log %) p<VE P (log %)

muzeme s pomoci odhadu z véty 2.1.6 psat
x x
AP B

Tog & N
péﬁp %8 p<yz P (108; ;)
X o
2 p(logw>2+0<<logx>2> -

=y 126 +O<l ° >+O
peyal 08T o8 <
_xloglogx_xlog2+o< x >+O<xlogloga§+0< T ))_
log log log (log z)? (log z)?

_ x loglog x 40 x loglog x
log x (log z)?

Ale protoze plati

log 1
zloglogz _ (= 7
(log x)? log x
je diikaz tvrzeni u konce. O

2.4 Asymptotika soucinu k£ prvocisel

V nésledujici sekci zobecnime prvociselnou vétu na soudin k prvodéisel. Jako zdroj je
v celé sekci pouzita sekce 9.4 z [5]. Pro tento p¥ipad bude potieba zadefinovat nékolik
pojmi. Nejprve definujeme dvé aritmetické funkce w a Q: w(n) = k, pravé kdyz je &islo
n délitelné pravé n raznymi prvocisly a Q(n) = I, pravé kdyz je n délitelné [ ne nutné
riznymi prvocisly. Oznacime-li tedy rozklad n na soudin prvodisel jako n = pi* - - - pi*, je
w(n) =kaQ(n)=a+...+ak. Diky pravé definovanym aritmetickym funkcim miizeme
zavést uZitetné znaceni



Cilem této sekce je ve vété 2.4.4 odvodit asymptotiku
z(loglog)*1x
mp(x) ~ () ~ ————,
k(@) i) (k—1)!logx
Mnozinu viech uspofadanych k-tic prvocisel budeme znaéit P*. Jako 74 (n) oznadime
pocet reprezentaci n pomoci uspofddaného soucinu k ne nutné rdznych prvocisel:

rp(n) = Z 1.

(p1,--,p ) EP*
P1PE=n

Ziejmé pro v8echna n > 1 plati
0 <ri(n) <kl
S takto definovanym znacenim vyslovime a dokdZeme sérii lemmat, které nakonec
vyuzijeme v dikazu kyzené asymptotiky.
Lemma 2.4.1. Nechtk>1 a

Mi(x)=> mn)= > L

n<w (p1,--,p ) EP*
p1-PE<T

Pak
Elmg(z) < Ii(x) < klmp(x) = O(x).
Pro k > 2 plati

Diikaz. Plati
I (z) = Zrk(n) < k! Z 1 =Eklr(z) < klz

nlx nlx
Tk (’Vl) >0

Mi(x) = re(n) > k! Y 1= klm(a).

n<x n<x

ri(n)=k!

Necht k > 2. Funkce 7} (x) —my(x) pocita pocet pfirozenych ¢isel n < x, které mizeme
napsat jako produkt k prvocisel, ale ne jako produkt k rtznych prvodisel. Ziejmé jde o
¢isla tvaru n = pq - - -pk,gpz_l, kde opé&t prvocisla nemusi byt nutné rizna. Proto

mh(z) — mi(z) < >, 1<
(p1,..-Pr—1)EPFL
p1pi_ <z

< > 1 =10, (x).

(p1,..-Pr—1)EPFL
P1Pr—1<T
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Lemma 2.4.2. Necht So(x) =1. Pro k > 1 definujme

Se(z) = > 1}

g
Pak
Si(z) ~ (loglog z)*
a

wo-gh (i)

p<z

Dikaz. Plati

a tedy

S1 (x%) ~ loglogx% ~ loglog x

pro vechna k > 1. Protoze plati odhady

k

1\\* Z 1 ]
<Sl (xk)) B 5 - Z pr-c-
p<x% (P1,--,pk ) EPF
- 1
pisTk

< > .1 = Si(x) <

P11 Pk
(p1,---p)EP*
p1PE<T
k

je
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Ziejmé plati rovnosti

1
Sk(x) = > —— =
1" Pk—-1Pk
(P1,---Pk—1,PK) EPF P Ph=1p
P1Prk—1PE<ZT

-y ¥ S
o<z Pk (pl,...,pk_l)eﬂl”“* Pl Pk—1

s
p1 pk—lépk

1
“Zae ()
Pk Pk

pr<x
a dikaz lemmatu je ukondcen.

Lemma 2.4.3. Pro k > 1 definujeme

O(w) = > log(pi---pr).

1,k ) EPF
p1-Pr<T

Pak
i) ~ kz(loglog z)F L.

Diikaz. Pro ¥y (z) mizeme psat rekurentni vztah

Ko (e) = Y klog(pi-- prt1) =
(P1yee Py ) EPFHL
P1Pr+1<T
k+1 k+1

= Z Zlog sz' =

(p1,-.-px)EPF J=1 i=1
p1ppsT #

= Z (k+1)logpr - pr =

P1Pr4+15T

=(k+1) Y, > logpi-cpr =

Pk+1=% (p1,...,p ) EPF
p1pE <

Pr+1

—k+1) >0 (;)

p<z

Pro k > 1 polozme

Fi(z) = Ok (z) — kxSk_1(x).

30



Pak s pouzitim lemma 2.4.2 ziskdme rekurentni vztah pro Fj(z)

kFyyq (a?) = k¥k11 (.T) — k(k} + 1)xSk(x) =

=(k+1)) <;) —k(k+1)Y %sk_l (Z) -

p<x p<z
x kx x
( )Ig g p p ko p
—k+1)S (x>
p<z p
Indukef dokazeme, ze
Fi.(x) = o(z(loglog z)*1). (2.26)

Pro kK = 1 mame z prvociselné véty
Fi(z) =¥(x) — x = o(x).
Piedpokladejme, ze (2.26) plati pro néjaké k > 1. Pro libovolné ¢ existuje z¢ tak, ze
|Fi(z)| < ez(loglog 2)*~*
pro vSechna x > xg. Plati tedy
Z Fy, <;> < ez(loglog z)F 1 Z ! < 2ex(loglog x)*
<t Pz
pro x > x1 > g, protoze pro tato x je
Z E < loglogx + eloglog x.
<z
Protoze jsou funkce 6 a Sp_1 pro x > 1 nezéporné a rostouci, je funkce Fy(x)
omezend na libovolném kone¢ném intervalu. Existuje tedy konstanta M; = M (e) tak,
7e
|[Fio(2)] < My

pro 1 < x < x1 Proto miizeme psat nerovnosti

BI P (@) = (k+ 1) |30 Fe (;) <

S(k+1); Fk<2>‘+(k:+1)zz

x
P p
pga zo >

< 2(k + 1)exz(loglog 2)* + (k 4+ 1)Myn(x) <
< 4kex(loglog x)* 4 2k M, .
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Vydélenim nerovnosti k dostaneme pro dostatecné velké x
Fy1 = O(ez(loglog z)")
a vztah (2.26) je dokdzén. Nyni muZeme s vyuZzitim lemmatu 2.4.2 psat

I (x) = kxSk_1(z) + Fr(z) =
= kz(loglog z)F 1 + o(z(loglog )k~ 1)
a dikaz tvrzeni je u konce. O
Véta 2.4.4. Prok > 1

. z(loglog z)*~1
() ~ i (z) ~ (k—1!logz

Diikaz. 7 definice 0y (x) zFejmé méame

O(w) = Y logpi---pr= Y ri(n)logn.

(1P ) EPF n=wz
p1-pp<w

Pfipomenimé, Ze z lemma 2.4.1 lze funkci II},(z) odhadnout jako
IMj(z) = Y ri(n) = O(x). (2.27)
n<x

Nyni mizeme aplikovat vétu 1.1.5 na funkei 95 (x) a vypoctem jednoduchého integrélu
a dosazenim (2.27) dostaneme

Vi(z) =z (x) — /II Hzt(t)dt = (2.98)
= II;.(z) log z + O(x).

Vyjadfenim IT} (z) z (2.28) a aplikaci lemmatu 2.4.3 ziskame

~ Up(x) L0 < x > N kx(loglogw)kil.

I (x) =
£(@) log log log

Pro k> 2 je
I (z) = o (). (2.29)
Z lemmatu 2.4.1 mame

I (z) < Klmp(x) < Klmg(x) + KNI (x) < ID(z) + KT (x).
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7Z predchozi nerovnosti a vztahu (2.29) dostaneme 7 (z) = —4—=

tedy psat

11 (2)
k!

T () ~ m(x) ~

Nakonec ze vztahu (2.28) a lemma 2.4.3 dostaneme

i (z)  z(loglogx)*1

T (k—1)!logx

a dikaz véty je u konce.
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Kapitola 3

Asymptotika soucint prvocisel a
charaktery

V naésledujic{ kapitole se budeme zabyvat opét distribuci sou¢ini prvocisel, ale nyni
budeme uvazovat pouze prvodisla, které pro dany Dirichlettiiv charakter nabyvaji dané
hodnoty. Hlavni motivaci je pozadavek na presny odhad hustoty prvocisel lezicich v ar-
itmetickych posloupnostech. V nasledujici sekci je podrobné vysvétlen nedavny vysledek
pro kvadratické charaktery, ktery byl pfedlohou pro jeho zobecnéni.

3.1 Souciny dvou prvocisel a kvadratické charaktery

Néasledujici lemma bude uzite¢né v diikazech vét 3.1.3 a 3.2.1.

Lemma 3.1.1. Necht x je libovolny Dirichletiv charakter modulo d. Necht je ddna
konstanta ¢ € C, ¢ # 0, pro kterou existuje a € {0,1,...,d — 1} tak, Ze x(a) = c.
definuyme H = {x(a)|a € {1,...,d—1},(a,d) = 1} a mnoZinu vsech b € {0,1,...,d—1},
takovych Ze x(b) = ¢, oznacme jako Rcq,. Pak

#H#Rc,d,x = (P(d>

Diikaz. Rovnost plyne z faktu, 7ze Dirichlettiiv charakter nabyva kazdé nenulové hodnoty
stejnékrat. O

V nésledujicim lemmatu, které je prvnim pivodnim vysledkem v praci, se poprvé ob-
jevuje jiz nékolikrat zminéné souvislost mezi charaktery a aritmetickymi posloupnostmi.

Lemma 3.1.2. Necht x je libovolny Dirichletiv charakter modulo d. Necht je ddna
konstanta ¢ € C, ¢ # 0, pro kterou existuje a € {0,1,...,d — 1} tak, Ze x(a) = c.
definuyme H = {x(a)|la € {1,...,d — 1}, (a,d) = 1}. Pak plati

o< ahi) =) = gy +0 (o ).
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Diikaz. Necht R, 4, ma stejny vyznam jako v lemmatu 3.1.1. Je-li x(a) = ¢, pak charak-
ter x zobrazi vSechna prvocisla p kongruentni s a mod d na c¢. S vyuzitim prvodciselné
véty pro aritmetické posloupnosti dostaneme

#p<zlx(p)=ct= > #{p<zlp=a modd} =

aeRc,d,X

G,ERCJ,X

_1 = to( -2
~ #Hlogx (logz)? )’

kde jsme vyuzili rovnosti z lemmatu 3.1.1. O

Nyni mtizeme pfistoupit k vysloveni a diikazu véty pochézejici od Granvilla, Dummita
a Kisilevského, jenz muze byt nalezena v [2]. Véta nebude vyslovena ve stejném tvaru, ale
v silngjsi verzi (s malou odlignosti v zavéru ditkazu). Véta v této silngjsi verzi dava velmi
dobry explicitni odhad hustoty soucinti dvou prvodisel, pro které nabyva kvadraticky
charakter hodnoty 1 nebo -1.

Véta 3.1.3. Necht je x kvadraticky charakter modulo d. Pro n = —1,1 plat7

#Hpg<z:x(p)=x(@=nt 1 n_ Ly o (loglogz
#{pq < x} 4 4loglogx logz )’

kde Ly =, 2.

Diikaz. Uvazujme piipad nn = 1, dtikaz pro n = —1 je téméf stejny. Pro dany kvadraticky
charakter x budeme potitat pocet sou¢ini prvocisel pg < z pro které je x(p) = x(q) =1

s= Y 31 (3.1

p<y/x p<q<z/p
x(p)=1 x(g)=1

V lemmatu 3.1.2 uvazujme piipad kvadratického charakteru. Protoze z lemmatu 3.1.1

méame # R g, = @, snadno dostaneme asymptoticky odhad
x x
S, 2l p(log 7)
x(9)=1

ktery spolu s faktem, ze p < \/x vyuZzijeme v nasledujicich upravach

T T P
v ) o) -
2 2plog 7 (p(log p)2> log p

p<q<z/p

x(g)=1 (33)

x T P
= 10 :
2plog ¢ " <p(10g PR logp>

35



Substituci (3.3) do (3.1) ziskame

T x P
= % s T oot )
p<2\;5 2plog(x/p) 2 p(logz)?  logp

< p<\z
x(p)=1 x(p)=1
x1(p) + x(p) T < x p >
-y Y ot
o 2 2plog(x/p) p(s )ﬁ p(logz)* ~ logp
x(p)=1

= 0 pro x(p)) # 1. Diky vztahu (1.9) miZeme opét zaménit sumu pies

m + @). Ze vztahi (2.12) a (2.13) tedy dostaneme

Jr
kde ><1(;D)2 x(p)

prvocdisla a O

. 1
ol > <+1op ) =0 >, > <+lop ) - Olloglog )
pgﬁ p gp aGRl,d,X PS\/CE p gp
x(p)=1 pee modd

a celkem tedy miZzeme psat

1 x T z
S = 1 Z 7-1-1 Z ><(p)+0((logx)2 loglogas>. (3.4)

Sﬁplog(m/p) Sﬁplog(x/P)

Z lemmatu 2.2.4 snadno dostaneme odhad rozdilu mezi druhou sumou a stejnou
sumou s log z misto log(ac/p)

x oz xp) (T
Z plog fv/p 4psﬁplog(:ﬂ) © <(10g$)2>’ (3:5)

Mizeme tedy clen (3.4) nahradit clenem 73, =~ z#gp()x)' Pridan{ prvocisel p >

VT je to samé jako piidani n&jaké funkce z O (W ;

4l:ga: p;i X;p) =0 <(10gxx)2> '

nebot pouzitim dusledku 2.2.3

dostaneme

Celkem tedy mame

| v v x() x
- O +—=logl . 3.6
4 2 plog(/p) log:vz p 7 \(loga)? %87 (36)

<V p
7 dikazu tvrzeni 2.3.3 snadno plyne
T T

————~=#{pg<z|p<gq —0< > 3.7
2 plog(z/p) ¢ | ) log z (37)

p<Vz
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a naslednou substituci (3.7) do (3.6) dostaneme

S={pg<z:x(p) =x(qg) =1} =
_ 1 z x(p) x (3.8)
=1 <#{pq <z|p<gq}+ oz ;p +0 ((log:v)Q loglog:(:>> )

Z tvrzeni 2.3.3 mame #{pqg <z | p < ¢} =
vydélenim (3.15) vyrazem #{pq <z | p < q}:

#pg <z :x(p) =x(g) =1}
#{pg<z|p<q}

ez (loglogz + O(1)). Ditkaz ukon¢ime

4

logx
Z x(p 520 <(logx)2 log log x)
loglogm+0 loglogx + O(1)

1 x(p 1 loglog x
=1 1 — 1 —— | =
+ logloga:zp: P +O( )+ [loglog:z +0( )] O( log

1 x(p) loglog z
=1 Oo|——]).
+ loglog x zp: D + log

disledkem pravé dokizané véty je fakt, ze

i FPaszix(p)=x(@)=np _1

=-+o0 #{pq < x} 4

Tato konvergence by ovSem §la dokazat jednodus§im zptisobem a véta 3.1.3 ndm tedy
navic dava odhad rychlosti této konvergence. V ¢lanku [2], ze kterého tato véta pochazi,
je véta 3.1.3 vyslovena ve slabsi formé

#{pg <z:x(p)=x(@)=nt 1  nLy+o(l)

#{pg < o} ~ 1 1 logloga

PR . . Ly
Ve slabgi varianté ovSem nemtzeme povazovat foglozz logz za dobry explicitni odhad, nebot

nevime nic bliz§iho o funkci z o(1). V silngjsi verzi je ovSem velikost neurcené chyby

néjaka funkce z O (lolgo g’iz> a je snadno vidét, ze funkce lofgo 1052 }ies4 k nule rychleji,

nez w Mame tedy dobry odhad hustoty pro velmi vysoka x, pro které je skute¢nou
hodnotu podilu z véty 3.1.3 velmi obtizné spocitat.
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3.2 Souciny dvou prvocisel a obecné Dirichletovy charak-
tery

Vétu 3.1.3 lze zobecnit pro obecny Dirichlettiv charakter x a jeji zobecnéni je hlavnim
pifnosem této prace. Myslenka diikazu obecnéjsi verze véty je sice stejna jako u véty 3.1.3,
Hlavni komplikaci je nutnost pracovat s polynomem g(x) dle definice (3.12). Zajimavé je
spojitost polynomu g s cyklotomickymi polynomy z obecné algebry. Jak dile uvidime,
v ditkazu véty 3.2.1 vznikla potieba zadefinovat zcela novou aritmetickou funkei (¢ pro
néktera ¢ € C. Tato funkce je nutna k explicitnimu vyjadieni odhadu hustoty soucini
dvou prvodéisel, které nabyvaji pro libovolny pevny Dirichlettiv charakter dané hodnoty.

Véta 3.2.1. Necht je x libovolny Dirichletiv charakter modulo d. Oznacme jeho obor
hodnot jako H = {x(a)la € {1,...,d —1},(a,d) = 1} an = #H. Zvolme ¢ € H, pak
plati

n? log x

#ra<z|xp)=cx(@=cp<sqt 1 1 ZX(C)(’D)+O log log z
2 2
#{pg<z|p<q} n?  n?loglogx —~ D

kde x'©) je stejné jako Dirichletiv charakter definovdno pro vSechna pFirozend cisla pomoci
hodnot a € {1,...,d — 1} ndsledovné:

0 pokud x(a) =0,
X(c)(a) =n—1 pokud x(a) =c,
-1 Jinak.

Necht jsou ddny konstanty e, f € H, e # f, pak plati

#{pg <z |x(p)=ex(a) =f} 2 1 X9(p) + x¥ (p) log log «
#{pg<z|p<gq} _n2+n210glog:r§ +O< )

n2 P log
kde x© a x5 jsou definoviny stejngm zptisobem jako x(©
Drikaz. Nejdiive dokdzeme prvni ¢ast tvrzeni. Rozepiseme si Citatel jako

S=#pi<z|xp)=cx@=cp<g= Y Y 1L (3.9)

p<+z p<q<z/p
x(p)=c x(g)=c

7 lemmatu 3.1.2 snadno dostaneme asymptoticky odhad

21:l i +O<x>, (3.10)

z )2
oo TPlogy p(log )
x(q)=c
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ktery vyuzijeme v nasledujicich apravach

p<q<z/p
x(g)=c

1 =z

- ﬁplog%

Substituci (3.11) do (3.9) ziskame

1
> oa=lto
nplogg

(i) 0 (i) -

z b
0 (p(loga:)2 + logp> '

(3.11)

_ 1 P\
S_pgz\;i n plog a:/p Sz: < (log x)? +logp) N
x(p)=c x(p)=c
_ 1 T T P
- pgz\;ig(X(p))nplog(w/p) " %;5 “ <p(10g e logp) ’
x(p)=c

kde g € Clz] spliuje g(x(p)) = 0 pro x(p)) # ca g(x(p)) = 1 pro x(p)) = c. Polynom
g definujeme jako

(x—h) -1

=ap+arx+...+ap_12" (3.12)

heH
h#c

Polynomi spliiujicich pozadované vlastnosti existuje samoziejmeé vice, pro¢ jsme zvo-
lili zrovna (3.12) uvidime v dalgim. Budeme potiebovat nasledujici lemma.

Lemma 3.2.2. Polynom g definovany vztahem (3.12) je tvaru

n—1

9(z) = -
=0

i
nct

Diikaz. Upravime nejdiive vyraz ve jmenovateli

H (c—h)=c""1 H (1—cth)y=c"1 H (1—c'h)

heH heH heH
h#c h#c h#c

heH
h'#£1

kde posledni rovnost dostaneme substituci b’ = ¢~'h. Protoze podle tvrzeni 1.3.4

pro mnozinu H plati
2
H = {exp ( "
n

Z) |j€{1,...,n}},

miZeme psat

/ x _1_ n—1
hl;[H(x—h)_x_l =" 441
h#£1
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Tedy [[ner(c — h) = " 'n. Nakonec ziskame
h#c

1 1 z N 1(&E)"—1
o@) = o He-m=0 TL(C-#) = 5= =

heH h'eH ¢
h#c h#1

n—1

1
=2 v
i—0 nc

O]

Diky lemma 3.2.2 zndme piesné tvar polynomu g. Pro¢ jsme nevzali jiny polynom
vysstho stupné s pozadovanymi vlastnostmi se objasni v dalsim. Oznacime-li h(z) =
St gt mitzeme psét

i=1 nct
B 1 T 1 x p
T pgx;iplog(m/p) +x"pz\:fp10g %‘; 0 < (logz)? 1ogp> '
x(p)=c

Ze vztaht (2.12) a (2.13) dostaneme

1 1

ol > (+1op > =0l > X (+10p ) — O ononr)
p/E p gp a€Rcax  p<Vz P &
x(p)=c pee medd

a miZzeme tedy psét

- o)) T _loglogz
n2 Z plog ;r/p x”pggplog(x/p) +0 ((10ggc)21 glog ) . (3.13)

Chceme ziskat odhad rozdilu mezi druhou sumou a stejnou sumou s logx misto
log(x/p). Protoze ¢leny v h(x(p)) maji vlastnost dokédzanou v lemma 2.2.4 a jejich pocet
zévisi na pevné daném charakteru xy a modulu d, miZzeme psat

)~ )| (
xpgz\:/iplog(if/p) p;iplog(m) O<log:c>'

MiiZzeme tedy ¢len (3.4) nahradit ¢lenem 1a D op<iE z%ga)c% Pridani prvocisel p > /z

je to samé jako pridani néjaké funkce z O ((1% Toto dokadZeme. Protoze CEleny
og x)

v h(x(p)) jsou podle lemma 1.3.5 netrividlni charaktery, miuzeme na né ¢len po ¢lenu
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aplikovat dusledek 2.2.3. Jejich pocet zavisi pouze na zvoleném charakteru a modulu d,

proto miZzeme psat
Loy h(x(p))zo( x )
1 1 2 )
o5z 2= (log.2)

Celkem tedy mame

n2 Z z 1 hx(p) +O<(log$)2 10g10g:c> (3.14)

plog x/p logxn > D

Ze vztahu (3.14) stejné jako v ditkazu véty 3.1.3 dostaneme

1 1 hx(p) x
=n2#{pq§x!p§q}+bgm2p:p+ <(10gx)2 10g10gw>- (3.15)

Z tvrzeni 2.3.3 mdme #{pq < z | p < q} = ;7 (loglogz + O(1)). Ditkaz ukon¢ime
vydélenim (3.15) vyrazem #{pq < z | p < q}:
#Hpg <z |x() =x(@)=cp<q} _
#{pa<alp<q}

_ 1 1 1 Z h(x(p)) gz ((logx)Q log logx)

w2 loglogz + O(1) n > P * loglogz 4+ O(1)

1 1 1 h(x(p)) 1 loglog x
- 4 - SN DAY 1 1 oo )
n2+loglogxn; P +0() + loglogas+0( )0 log

N N A <loglogx> |

loglogz n " P log =

Nakonec pomoc1 vztahu pro Casteny soucet geometrické fady zjednodusime vyraz
h(x(p)). Pro X&) £ 1 plats

h(X(P))—n:<X(p) ( ) _E-r_

x 1 x(p) ’

protoze @ = exp (27”“) pro n&jaké k € {1,...,n—1}. V piipadé @ =1 je zfejmé

a ditkaz prvnf ¢asti tvrzeni je u konce. Druhou ¢ast tvrzeni dokdZeme pomoci rozep-
sani

—#pa<zxp) =ex@=r1=Y > 1+ ¥

p<+vz p<q<z/p <z q<p<z/q
x(®)=e x(a)=f x(@)=f x(p)=e
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Na obé sumy aplikujeme stejny postup jako v dikazu prvni ¢asti a dostaneme

1 1
S’:—Q#{pqﬁx!qu}+7#{pqu‘q£p}+

n—1 T
logz: n Z Z log:rn ZZ P ((10gx)2 loglogx) '

(3.16)
Tvrzeni véty ziskdme z (3.16) stejné jako v dikazu prvni ¢asti. O

Nyni uvedeme k praveé dokazané vété nékolik komentirt. Nejprve je nutné pozname-
nat, Ze konvergence rady

X9 _ 3 h(x(p))

p

p

plyne z konvergence fady

I
» p
kterou jsme dokazali ve vété 2.2.2. Bez této skutecnosti by pravé dokazana véta
neméla smysl.

Budeme-li ve vété 3.2.1 uvaZovat kvadraticky charakter, znéni véty bude odpovidat
vété 3.1.3. Pro kvadratické charaktery je totiz pfi pouzitém znacenin =2 a YU odpovida
kvadratickému charakteru.

Dalsim zajimavym p¥ipadem zobecnéné véty jsou Dirichletovy charaktery modulo d,
které pro vSechna ¢isla nesoudélné s d a mensi nez d nabyvaji navzajem rtiznych hodnot.
Tyto charaktery vybiraji prvoéisla lezicich v urcitych aritmetickych posloupnostech a v
téchto ptipadech je ziejmé n = ¢(d). Vypodtim pro tyto piipady se budeme vénovat v
nasledujici zavéreéné kapitole.

3.3 Souciny tri prvocisel a kvadratické charaktery

V diikazu ¢lanku [2] autofi pisi, Ze lze dokazat i zobecnéni vysledku z véty 3.1.3 pro k
prvocisel

#{pl---Pk<x\X(Pj):1 j=L.. k1 (k—DIy+o(1) (3.17)

#{p1...pr <} 2k 2k log log

Dtkaz je oproti pfipadu dvou prvoéisel technicky zna¢né obtiznéjsi a uvedeme jeho néz-
nak pro k = 3, ve kterém piesné nedokazeme vSechny odhady. Nejdfive v8ak dokizeme
potiebné lemma.
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Lemma 3.3.1. Pro netrividlni Diricheltdv charakter x plati

1
2 Z Pq 10gpq_z > pq logfv :O<10gw>'

p< \fp<q< p< fpgqg[

Diikaz. Prepocitanim rozd{lu na spoleéného jmenovatele mtizeme dokazovat ekvivalentn{
tvrzeni

Z Z x(q)log pQ))_O(l).

log £
p<Vepgge, T P

Pomoci véty 2.2.2 pii oznaceni a jako charakteristické funkce mnoziny prvocisel mame

a(n)x(n)log(pn)) 1 10gn log p
A(t)zg ()()n ( == logpg g :O< .
n<t p p n<t n<t p

Oznadime-li

dostaneme z véty 1.1.5

5 ’x 9)log(pg)) A( ﬂf)f< “”C) _A(p)f(p)+/ AW f ()t =

pqlo
p<q< gpq

:O<lo§p> logl\/g_0<lozg);p> o /pf lfg(t)) Lt

S vyuzitim nerovnosti p < /x mizeme a odhadnout integral jako

[ =0 () [ o ()

log

a opét s vyuzitim p < /x celkem dostaneme

Z x(@)log(pg)) _ (bgp>_

e pq log £ v plogx
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Ditkaz ukonéime pouzitim véty 2.1.5

X(q) log(pq)) logp \
> X - ¥ o) - o,

pqlog -
p< fpgqg\/; ba p<Vz
fitem? jsme opét vyuzili zdménu sumy pies prvodisla a O [ 2222 ) ospravedlnénou vz-
p ] pét vy y pies p e ) 0sp

tahem (1.9). O

Necht je x kvadraticky charakter modulo d. Pak pfi znaceni

#{pgr <z | x(p)=1,x(¢) =1, x(r)=1,p<q<r}
#{pgr <z|p<qg<r}

r(x) =

plati

(2) 1 n 1 L, n 1
rx)==-+--———+o0o(—— |,

8 2 loglogx log log x
Ndznak dikazu: Zavedeme znaceni pro Citatel a vyjadiime jej jako t¥i vnofené sumy

S=#{per<z|xp)=1Lx@=1Lx(N=Lp<q<ri= > Y Z 1.
p<\f <<\/7<1<’”
X

x(p)= @)= (r) 7

Stejnym zptisobem jako ve vété 3.1.3 dostaneme

q
=2 X 2pqlog@ MPIRDY (pqlogw)+1ogq>' (319

p<Yz p<Yz
x(p)=1p§qg_ x(p)= p<q<[
x(q)=1 x(q)=1

Nejdiive zkoumejme prvni ¢len v (3.18), ktery oznacime jako S a upravime

851:821_;m Z l+x(@! =

2 2pqlog;—q

PV P<q<
(3.19)
x(p) + x(a) + x(p)x(q) =
Y Y iy ¥ )0
p<fqu§f b pﬁfpﬁqé\/; pa

Nejprve odhadneme 2. ¢len v (3.19). V lemmatu 3.3.1 jsme ukazali, Ze muzeme ve

jmenovateli v (3.19) pro ¢len s x(¢q) nahradit log - funkci logz s chybou z O (logz)
Pro ¢leny s x(p) a x(p)x(¢) by mél byt dikaz podobny.
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Po aplikaci zminénych nahrazeni se nyni pokusime v ziskanych ¢lenech vytvorit fadu
L, a odhadnout vzniklou chybu. Protoze z disledku 2.2.3 mame

roles)

mizeme psat

10%“7 2 2 qu 10;6 2 1[§XEIQ)+O< 1 >]:

<o \[ <\3fp log
PSVTp<q<, /% r

_ zloglogx x(q) zloglog x

-~ logzx Zq: q +0 (logz)? )~

Stejny odhad by mél jit provést i pro ¢len s x(p) a podobnym zpusobem miuZzeme
ukazat, ze
Z x(p (9 = 2+ 0 € _
q logz X (log )2
> ac p<q<\/7

Celkem jsme tedy ukézali, Ze druhy ¢len v 3.19 je roven

2
2anzlog log = L0 z(loglog x) .
log log x

Nyni se pustime do tprav prvniho ¢lenu v (3.19). Poznamenejme, ze zaménu dvojité
sumy s O ( f (;;%)) pijde pro redlnou funkci f jisté dokdzat podobnym zplisobem jako
v pfipadé jednoduché sumy v (1.9). S pomoci prvociselné véty snadno dostaneme

x x x
——=7|— )0 | ——= | —7(g) +7(q) =
pqlog .o <pq> 2 )
Pq Pq (log E)

X
2
g<r<2 Pq (log fq)

a muZeme prvni ¢len na pravé strané rovnosti (3.19) rozepsat jako

>y T—#{pqr<w|p<q<r}+ oY ol —"— |+
p<fp<q<[pq 8 p<fp<q<[ Pq (log%)
+ Z Z (q).
pg%péqﬁ\/g
(3.20)
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Ted postupné odhadneme ¢leny ve vztahu (3.20). Jisté lze dokazat platnost odhadu

> Y r0=0()

P p<g< \/%

Podobnym zptisobem jako v dikazu lemmatu 3.3.1 dostaneme

> Y of | -o(Hlshey

2
p<¥Epses /. \PY <log ﬁ)

Celkem jsme tedy ukézali, Ze prvni ¢len v 3.19 je roven

#{pqr<:v!p<q<7"}+0<l$ >

ogx

Nakonec vySetfime druhy ¢len v (3.18), ktery oznatime jako S. Méame

T
=01 2. 2 > X [pq(logfﬁ)2 i lozq}
a€Riax  p<Yz  bER1ax p<q<\/§
p=a mod d STV
qg=b mod d

Pro pevné a a b mizeme psat odhady

DD EED VD IR

3 = pq < pq
nggﬁdd P ng\/; p=d’ mod dg=b" mod d
q=b mod d
1 1 )
= @loglongrO(loglogx) Z — = O((loglog )?)
4 p< ¥z
p=a mod d
a
S X ameo(hE)
og q og T
<3 T
ng_ﬁdd pgqg\/;

q=b mod d

Celkem tedy méme




S vyuzitim véty 2.4.4 mame

2
#loar <o p g r) = TEEL o, (3:21)

Celkové jsme pro Clen S dostali vztah

1 2 zlogl
= #lpr<wlp<q<r) DB O(

§ " logs ) . (3.22)

log

Vydélenim (3.21) vztahem (3.22) ziskame

S 1 2 zloglogx 1
_ 1 2 zloglog _ZX(Q), BN n
#{pgr<z|p<qg<r} 8 8 logx 0 USRI 4 o(1)]
1 T
t z(log log )2 [1+ 0(1)]0 <10ga;>
2logx
a protoze plati 1++(1) =1+ 0(1), kone¢né je

S _1_}_1 iﬁ- ;
#lpgr<wz|p<q<r} 8 2 loglogz = \loglogz )"
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Kapitola 4
Vypocty

Provedeme vypocty ¢lenu

p p
pro nékolik specialnich pfipadii véty 3.2.1. Pfedpokladejme, 7e grupa G = (Z/d)* je
cyklicka. Je znémo, 7e tato grupa G je cyklicka, pravé kdyz d je 1, 2, 4, p* nebo 2pF, kde
p je liché prvocislo a k > 1. Oznac¢ime-li generator grupy (Z/d)* jako a, mizeme zavést
prirozené znaceni x4 r+1 pro explicitni charakter jako

(aj)—ex 2mikyj
Xd,k+1 = exXp @(d) )

pro k =0,...,¢0(d) —1aj € Z. S vyuzitim definovaného znaceni pro Dirichletiiv
(¢)

charakter pieznatime funkei x(©) z véty 3.2.1 na y dck 41 Nejdrive si ukdZzeme metodiku

vypoctu a pak znazornime vysledky v prehledné tabulce. P#i znaceni w = exp (%)
obsahuje tabulka 4.1 vSechny Dirichletovy charaktery modulo 7:

Tabulka 4.1: Dirichletovy charaktery modulo 7

n 1 2 3
xam) 1 1 1 1 1 1
xre2(n) 1 w?  w —w —w? -1
x73(n) 1 —w w? W —w 1
Xram) 1 1 -1 1 -1 -1
x75(n) 1 w? —w —w W 1
xre(n) 1 —w —w? w? w -1

Zkoumejme ¢len (4.1) pro charakter x72 a ¢ = w. Pro tento charakter je p¥i znaceni

z véty 3.2.1 zfejmé n = 6. Funkce X(7w2) je pro vSechna prvocisla definovana nasledujicim
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predpisem:

X (p) = —1prop=1,2,4,5,6 mod 7

)

w)

X p)=5prop=3 mod 7.
Oznacime-li k-té prvocislo jako py, mizeme zapsat vysledek pfiblizného vypoctu jako

107 . (w)

Z X172 (p/c) ~1,087.
—1 Pk

Pro dany Dirichletiv charakter x4, zavedeme znacen{

szc,g (k)
Pk

S(Xdi,c,m) = Z

k=1

(©) () = WHPL S 7 Xai(P) = Xailq) = c}
#{pq < o} '

P#i tomto novém znaceni, které je vhodné pro zapis vypocetnich vysledki, lze zformulovat
vétu 3.2.1 ve tvaru

li m OOS iy &y 1 1
1 S (o)

loglog x log

V tabulce 4.2 jsou vysledky vypoctu S(x7.2, ¢, 107) pro viechny hodnoty c¢. Vypocty jsme
zkouseli udélat i pro vétsi hodnoty m nez je 107 a vysledky se na prvnich 3 desetinnych
mistech neligily. Vychazime tedy z toho, Ze se ptiblizny vypocet od skute¢né limity na
prvnich 3 mistech pfili§ nelisi.

Tabulka 4.2: Vypoéty S(x7.2,¢,107)

c 1 w? w —w —w? —1

S(x7.2,6,107) —1,241 1,837 1,087 —0,896 0,158 —0,946

Stejné vypocty jesté provedeme pro charakter x7s3. Napiiklad pro ¢ = —w je
X%‘“)(p) =2prop =25 mod7 a X%w)(p) = —1 pro p = 1,3,4,6. Vysledky pro
vSechny moZnosti hodnot parametru ¢ shrnuje tabulka 4.3.

Tabulka 4.3: Vypocty S(x73,¢,107)

c —w 1 w?

S(x73,¢,107) 0,998 —1,093 0,095
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Z tabulky 4.1 vidime, Ze plati

e (z) = 36#{pg<z:p=q=1 mod 7}
2 #{pq < x} '

Stejné lze z tabulky 4.1 snadno odvodit pfisluSejici aritmetické posloupnosti k

PRI (w?) (w) (=) (—w?) (=1 —_— _
podilim 7757 (2), 775" (), 775 (), 7757 (), 775" (), 775 (). Na obrézcich 4.1 — 4.6

je vykresleno srovnani prubéhu skuteéné hodnoty podilu rgc% a kone¢né aproximace jeho

explicitntho odhadu

oo X5 (0r)

k=1 pg
14— 4.2
+ loglog x (42)

log log x
log x

dafil odhadnout diky asymptotickym odhadim v kapitolach 1 a 2. Tabulka 4.4 shrnuje
vypolty nejvyssich dosazenych odchylek odhadu (4.2) od skute¢né hodnoty podilu pro
x € [107,10%] vyjadiené v procentech.

Rozdil obou grafi dava blize neurceny chybovy c¢len O ( ), ktery se ndm po-

Tabulka 4.4: Procentudlni chyby odhadd od skuteénych hodnot

1 w? w —w —w? -1
Tg 2) ré 2 ) T§,2) Ts 2 ) Tg 2 ) Tg,z )

6,55% 14,21% 18,96% 9,21% 17,82% 9,45%

Vidime, zZe pfesnost aproximace skuteéné hodnoty podilu explicitnim odhadem nenf ne-
log log x

Tog 2 ) a ten je pro hodnoty

jlepsi. Je to dano tim, Ze neurceny clen je Fadu O(

x v fadech 108 pomérné vysoky. Pro velmi vysokd x je skutetna hodnota podilu

tézko spocitatelnd. Pro ilustraci vSak mtzeme vyuzitim véty 3.2.1 ucinit odhad pro
2

x* = exp(exp(10)) pro piipad 7“%1), ve kterém je pro napocitané hodnoty z hodnota

(@)

r75  velmi vzdalena od 1 a explicitni odhad Spatny. Mame

(w?)
w? * 1 X7,2 (p)
T§,2)(az):1+—m§:—p +e
p

pficemz existuje konstanta K > 0 tak, ze chybovy ¢len e splhuje nerovnost

10

< K———.
el < exp(10)

Lze predpokladat, Ze konstanta K je v Ffadu desitek a chyba e je tedy zanedbatelna.

Pro takto vysoké x* je tedy explicitni odhad hustoty velmi pfesny a skutecna hodnota
2 (w?)
r$9) (@*) je jiz blizko 1+ 45 32 w2 )
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Protoze vysledky vypocti pro charakter x72 se jevi jako zajimavé, provedeme néekolik
obdobnych vypocti pro vybrany charakter modulo 11. Uvazujme charakter x112 dany

tabulkou 4.5 pfi znafeni{ 7 = exp (%) = exp (%)

Tabulka 4.5: Charakter xi1,2

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T

xi12(n) 1 3 2 A A 228

Tento charakter vybird vSechny aritmetické posloupnosti modulo 11. V tabulkach 4.6 a
4.7 se nachézeji ptiblizné vypocty konstant pro explicitni odhad.

Tabulka 4.6: Vypocty S(x11,2,¢,107)

c 1 T —73 72 4

S(X1172,0,107) —-1,141 4,244 1,877 —1,290 0,409

Tabulka 4.7: Vypoéty S(xi1.2,¢,107)

c —t —72 73 —T —1

S(x112,¢,107)  —0,831 0,176 —0,880 —1,186 —1,386

Zajimavé je, ze pro piipad ¢ = 7 vychéz{ pfiblizny vypocet fady pomérné vysoky. Poz-
namenejme, ze pro velmi vysoka x jiz velikost konstant v odhadu nehraje pfili§ vysokou
roli. S pomoci téchto vypocti jsme vypocitali hodnoty rﬁ?z, TE?Z, rﬁj), r&;), jejich
explicitn{ odhady a vykreslili je do obrazkt 4.7, 4.8, 4.9 a 4.10. Opét vidime, Ze pro
ty hodnoty x, pro které je hodnota hustoty spocitatelné, vychazi jeji explicitni odhad

nepresné.
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Zaver

V praci jsme se zabyvali podrobnym zpracovanim vysledku z [2| a jeho zobecnénim
pro piipad obecnych Dirichletovych charakteri. Konkrétné se podarilo dokizat platnost
vztahu

#paszlxp) =cx@=cp<et 1 1 ZX(%’)+O loglog
#{pg<x|p<gq} n?  n2loglogx P log ©

kde ¢ je nenulové komplexni ¢islo, kterého dany charakter y pro néjaké prvoéislo nabyva,

n znacéi pocet vSech vzadjemné riznych nenulovych hodnot, kterych charakter nabyva a

x(© je aritmeticka funkce definovana v zavislosti na ¢ pro viechna p¥irozend a jako

0 pokud x(a) =0,
y© (a) =<n—1 pokud x(a) =c,
-1 jinak.

V 2] je tento vysledek dokézany pro kvadratické charaktery. Ten je vSak konkrét-
nim piipadem zobecnéné verze pro n = 2, ¢ = 1, —1 a explicitni odhad je v ném roven
% + » @. Aby bylo snadno poznat, co je v diikkazu obecnéjsi varianty vlastnim
pfinosem, uvedli jsme v praci jak puvodni dikaz z ¢lanku tak jeho zobecnéni. Dalsim
divodem byla jeho p#lisné stru¢nost v piivodnim ¢lanku a oprava nepiesnosti ve vyzkum-
ném ukolu [3], kde byl tento dikaz citovan. Ukazalo se, Ze zobecnéni vysledku na tii pr-
vocisla je technicky vyrazné slozitéjsi a uvedli jsme tedy pomérné dlouhy naznak dikazu,
ktery by Sel jisté provést v celé uplnosti. Za hlavni pfinos lze povazovat uréeni explicitniho

(c) . . . . . .
odhadu n% + 1og1 oz Zp X p(p ), jehoz kvalitu jsme studovali v kapitole 4. Podrobné&jsi
numerickd analyza byla provedena v zavéru prace, véetné vypocti pro specialni volby
Dirichletova charakteru y.

Zminény vysledek nabada k zajimavé otazce, tykajiciho se ziskaného odhadu. Pro
. .. (c)
ur¢itou volbu Dirichletova charakteru a ¢ by se mohlo stat, 7Ze by fada Zp XT(M byla

rovna nule a to by pro tento p¥ipad znamenalo fadové rychlejsi konvergenci k 7712 Atkoliv
se to zda nepravdépodobné, problém zatim zlstava otevienou otazkou.
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