
5. vièení (27. bøezna 2008)Co jsme dìlali?Popsali jsme prvoèísla v Z[i℄. Pak jsme praovali okruhy Z[�℄, kde � je koøennìjakého monikého ireduibilního polynomu stupnì 2 s eloèíselnými koe�ienty.Tento okruh èasto nemá jednoznaèný rozklad na souèin ireduibilníh prvkù -napøíklad Z[p�5℄ ani Z[p�3℄ nejsou euklidovské okruhy a nemají jednoznaènérozklady.Oznaème ! = �1+p�32 . V Z[!℄ de�nujme N(a+ b!) = a2 � ab+ b2. Toto je oeuklidovské zobrazení, a tedy v Z[!℄ má ka¾dý prvek jednoznaèný rozklad na souèinireduibilníh prvkù.Pøíklady-1. V Z[p�5℄ platí (7+p�5)(7�p�5) = 2�37, v¹ehny faktory jsou ireduibilní.Z[p�5℄ tedy nemá jednoznaèný rozklad na souèin ireduibilníh prvkù.0. V Z[p�3℄ platí 7 � p�3 = (�2 + p�3)(�2p�3 + 3), v¹ehny faktory jsouireduibilní. Z[p�5℄ tedy nemá jednoznaèný rozklad na souèin ireduibilníh prvkù.1. Popi¹ invertibilní prvky oboru Z[!℄.2. Buï R � C obor uzavøený na konjugai (existují obory, které nejsou uzavøenéna konjugai?). Pokud �j� v R, pak �j� v R.3. Vyøe¹ rovnii x2 + 3 = y3 (pøíklad asi nejde dopoèítat).4. Vyøe¹ rovnii x3 + y3 = z3 (tento pøíklad je pomìrnì obtí¾ný).5. Uva¾ujme Z[�℄, kde � je koøen nìjakého monikého ireduibilního polynomustupnì 2 s eloèíselnými koe�ienty. Doka¾, ¾e � 7! � je automor�smus tohotookruhu.6. Buï n bezètverové pøirozené èíslo (tedy takové, které není dìlitelné druhoumoninou ¾ádného prvoèísla). Doka¾, ¾e pokud n � 1 (mod 4), je Z[�1+pn2 ℄okruhem elistvýh prvkù tìlesa Q [n℄, a ¾e pokud n � �1 (mod 4), je Z[n℄ okruhemelistvýh prvkù tìlesa Q [n℄. (Okruhem elistvýh prvkù rozumíme mno¾inu v¹ehtìh prvkù tìlesa, které jsou koøenem nìjakého monikého polynomu.)


