10. proseminaf (15. kvétna 2007)

Co jsme délali?

Mluvili jsme o nejraznéjsich ¢iselnych funkcich - p(n) udava pocet ¢isel k,1 <
k < n nesoudélnych s n; d(n) je pocet délitelt ¢isla n (ovSem jen kladnych; véetnd
1 an) ao(n) je soutet vSech délitelt n. Také jsme si Fekli, ze ¢islo je perfektni,
pokud o(n) = 2n.

Je-lin = pi" ---pp* rozklad n na soucin prvociniteld, je ¢(n) = n(1— pil) (1=
L), d(n) = (01 +1) -+ (o +1) a o(n) = [[(1+pi +p2 + -+ ).

Priklady

1. o(n) =n + 1, pravé kdyz je n prvocislo.

2. Pro kazdé k > 1 existuje nekoneéné mnoho ¢isel n takovych, 7e d(n) = k.

3. Pro kazdé k > 1 takové, 7e 2¥ — 1 je prvodislo, je ¢islo 28=1(2% — 1) perfektni.
(Plati i opa¢nd implikace: kazdé sudé perfektni ¢islo je uvedeného tvaru; tu je ale
trochu t8z81 dokazat.)

4. Je-li 28 — 1 prvodislo, je i k prvoéislo.

5. Pro kazdé n plati d(n) < 2y/n.

6. Uvazujme posloupnost n,d(n),d(d(n)),d(d(d(n))),..., n > 1. Dokaz, ze od
urcitého ¢lenu pocinaje jsou vSechny jeji ¢leny rovny 2.

7. Pro kterda n je o(n) liché &islo?

8. Najdi vSechna n takovd, ze d(n) = 10.

9. Najdi vSechna n, kterd se rovnaji souc¢inu vSech svych vlastnich délitelt (tedy
riznych od 1 a n).

Tezsi priklady
o(n!)
n!

2. Cislo n je praktické, jde-li kazdé ¢islo < n vyjadFit jako soucet nékterych
délitelit n. Dokaz, ze pro kazdé k > 1 je ¢islo 2F=1(2% — 1) praktické.
3. Existuje nekonecné mnoho lichych n takovych, ze o(n) > 2n.

1. im =00



