
2. vièení z algebry (4. bøezna 2009)Co jsme dìlali?Pøipomnìli jsme si pojem oboru integrity a jeho harakteristiky. Pak jsme pra-ovali s polynomy a formálními moninnými øadami (zejména) nad komutativnímiobory integrity.Øekli jsme si, jak hledat raionální koøeny eloèíselnýh polynomù (viz 10. pøík-lad). Nad OI jde ka¾dý polynom vydìlit monikým polynomem se zbytkem.PøíkladyVe v¹eh pøíkladeh pøedpokládáme, ¾e v¹ehny okruhy (a obory integrity) jsoukomutativní.1. Najdi v¹ehny koøeny polynomu x4 � x2 + x+ 2 2 Z[x℄.2. A» R je obor integrity, f 2 R[x℄ a a 2 R. Doka¾, ¾e f(a) = 0, právì kdy¾x� ajf(x).3. Doka¾, ¾e je-li R obor integrity, je R[x℄ také obor integrity.4. Do polynomu x4 + x3 + x2 + x + vepí¹u na volná místa v libovolnémpoøadí èísla 1, -2, 3, 4, -6. Doka¾, ¾e vzniklý polynom má v Z v¾dy koøen.5. Najdi v¹ehny raionální koøeny polynomu 2x3 � x2 + 3.6. Doka¾, ¾e polynom stupnì n nad oborem integrity má nejvý¹e n koøenù.7. Najdi okruh, kde tvrzení z 6. pøíkladu neplatí.8. Najdi okruh R a polynomy f; g nad R takové, ¾e f nejde vydìlit g se zbytkem.9. Mìjme f(x) 2 R(x). Doka¾, ¾e v¹ehny koe�ienty u lihýh monin x jsounula, právì kdy¾ pro v¹ehna x 2 R platí f(x) = f(�x). Jak je tomu u polynomùnad obeným OI?10. Neh» má f(x) = anxn + � � � + a1x + a0 2 Z[x℄; an 6= 0 raionální koøenr=s; r 2 Znf0g; s 2 N , NSD(r; s) = 1. Pak rja0; sjan.11. Doka¾, ¾e je-li R OI, je také R[[x℄℄ OI.12. Buï R nekoneèný OI. Mìjme f; g 2 R[x℄ takové, ¾e pro v¹ehna x 2 R platíf(x) = g(x). Doka¾, ¾e potom f = g.13. Najdi koneèný OI R takový, ¾e existují f; g 2 R[x℄, pro v¹ehna x 2 R platíf(x) = g(x), a pøesto f 6= g.14. Neh» má f(x) 2 Z[x℄ raionální koøen r=s; r 2 Znf0g; s 2 N , NSD(r; s) = 1.Pak pro v¹ehna elá èísla k platí r � ksjf(k).15. A» n 2 N ; n > 2. Doka¾, ¾e neexistují nenulové f; g; h 2 Z[x℄ takové, ¾efn+ gn = hn (v øe¹ení mù¾e¹ vyu¾ít velké Fermatovy vìty, která øíká, ¾e neexistujíelá èísla s uvedenou vlastností).


