Uvod do teorie grup: Cviceni 6
1. listopadu 2021

Rozmyslete si, Ze jediné dva netrividlni semidirektni souciny fadu 6 jsou Zo x Zs3 a Zs X Zo. Ukazte,
7e Lo X L3 =2 Zg a Zs X Zsy je izomorfni bud Zg, nebo S3.

. Ukaite, ze kazdé dva trojcykly jsou konjugované v A, pro n > 5.

Atn >5, N < A,. Ukazte, ze N = A, pokud plati alespon jedna z nasledujicich podminek
a) N obsahuje né&jaky trojcyklus,

(
(b
(

N obsahuje permutaci, kterd ma v cyklickém zéapise cyklus délky alespoi 4,

(c

)

) N obsahuje permutaci, kterd ma v cyklickém zapise alespon dva trojcykly,
d) N obsahuje permutaci, ktera ma v cyklickém zéapise pravé 1 trojcyklus,

)

(e) N obsahuje permutaci, ktera mé v cyklickém zéapise pouze dvojcykly.

Vyvodte z predchozich bodu, Ze pro n > 5 je A, jednoducha.

. UkaZte, ze pro n # 4 je A, jediné vlastni normalni podgrupa S,,. (Pro n = 4 je normalni jesté Ky

z cv. 2.4.)

Rozmyslete si, Ze netrividlni semidirektni soucin fadu 8 je soucinem grupy fadu 2 a grupy fadu 4
(v né&jakém poradi). Se znalosti charakterizace grup radu 2 a 4 (viz cv. 1.5) je pomoci nasledujicich
bodu vSechny charakterizujte:

(a) Ukazte, ze Zs x H vyjde pro libovolnou grupu H rovno Zg x H.
(b) Ukazte, Ze jediny netrividlni soucin Z4 X Zsg je izomorfni Dsg.

(c) Ukaite, ze viechny netrivialni souciny Z3 x Zy jsou izomorfni Dsg.

Dalsi priklady:

6.

10.

Se znalosti vSech grup fadu 2 az 6 charakterizujte vSechny netrivialni semidirektni sou¢iny radu 12:

(a) Znovu si rozmyslete, ze Zg x H vyjde vzdy trivialni.
Ukazte, Ze jediny netrivialni soucin Zg X Zo je izomorfni D1o.
Ukazte, Ze v8echny netrivialni souciny S3 X Zso jsou izomorfni D1 a rovnéz S3 X Zg = Dis.

)
()
(d) Ukazte, Ze vSechny souciny Z4 x Zs jsou trivialni.

) Ukazte, 7e viechny souéiny Z3 x Zs jsou izomorfni Ay.

) Ukazte, 7e vSechny netrividlni souciny Zg x Z3 jsou izomorfni Dis.

) UkaZte, Ze existuje jediny netrividlni souc¢in Zs x Z4. (Tato grupa ma nékdy oznaceni dicyclic
group.) DokaZte, Ze neni izomorfni zadné z predchozich grup.

Ukazte, ze As neobsahuje podgrupu fadu 30.
Necht jsou p, ¢ rizna prvocisla. V zavislosti na jejich velikostech uréete vSechny semidirektni souciny

() Zp X Zg, (b) Zy2 3 Lg, (¢)* L2 X Zyg.

. Ukazte, ze Zgo 1 Zy = Ds. |definice véncového soudinu @ viz Rottman, str. 172]

Bud n, k pfirozena ¢isla a oznaéme ty = n(n — 1)---(n — 2k + 1)/(k! - 2¥). Pro n # 6 ukaite, 7e
t1 # ti pro vSechna k > 1.

Hinty:

2. Uvazte konjugaci v 5, pripadnym pridanim transpozice ziskejte konjugaci prvkem A,,.

3. Pokud si permutaci ze zadani ozna¢ime o, tak typicky bude zajimavy prvek o ~1(6cd~1) € N pro
vhodny trojeyklus d, 3c) Pro o = (123)(456)7 uvazujte napt. § = (142), 3d) Zkuste o2.

4. Uvazujte prinik s A,.

8. Uvazte fady a délitelnosti. U a), b) vyjdou v8echny netrivialni souciny izomorfni. V (c¢) ukazte, Ze
dva semidirektni souciny jsou isomorfni pravé tehdy, kdyz jejich obrazy Z, jsou v Aut(Z%) konjugované
podgrupy.



