Uvod do teorie grup: Cviceni 10
6. prosince 2021

. Najdéte vSechny abelovské grupy ¥adu a) 15, b) 34, ¢) 100.

. Bud G abelovska grupa. Ukazte, Ze tG < G a G/tG je beztorzni.
. Popiste prvky tC*. Rozmyslete si, ze tC* = Q/Z.

. Pro v8echna prvocisla p spoctéte p-komponenty v Zsy @ Zsg.

. Pro prvoéislo p ozna¢me Z(p>) Priiferovu p-grupu.

(a) Ukazte, ze Z(p>) je abelovska a neni konefné generovana.

(b) Ukazte, ze Z(p) je Sylowova p-podgrupa tC*.

. Bud G abelovska grupa. Potom mnoZina nenulovych prvkia aq,...,a, € G je nezavisla mnoZina

pravé tehdy, kdyz (aq,...,an) ~ @(a;).

7. Bud H konetné generované podgrupa grupy Q. Pak H ~ 7Z je cyklicka.

Definice. Abelovskd grupa G se nazyvd divisibilni, pokud kaZdé prvek x € G je délitelny vsemi celymi
¢isly n > 2, tj. pro vSechna n > 2 existuje g, € G spliiugici ng, = x.

8.

9.

O nasledujicich grupach rozhodnéte, zda jsou & nejsou divisibilni: Q, Z(p*°), Z,, C*, R*.

Ukazte, ze abelovska grupa G je divisibilni, pravé tehdy kdyZ pro vSechna prirozena n plati nG = G.

Dalsi piiklady:

10.

11.

12.

* 13.

x 14.

Najdéte neabelovskou grupu G takovou, Zze mnozina tG vSech jejich prvka kone¢ného fadu nent
podgrupa.

(a) Urcete viechny podgrupy Z(p>).
(b) Ukazte, ze Z(p™) je nerozloZitelnd (nejde zapsat jako direktni soucet netrivialnich podgrup).
(c) * Ukazte, ze Z(p>°) ~ (x1,x2,...)/{(px1,pTo — T1,pT3 — T2,...).

Ukazte, ze kazda beztorzni divisibilni grupa je vektorovym prostorem nad Q.

Abelovskou grupu G nazveme injektivni, pokud pro libovolnou jinou abelovskou grupu B, podgrupu
A < B a homomorfismus f : A — G plati, Zze f jde rozsifit na homomorfismus ¢ : B — G tak, ze
f =¢oi, kde i je vnofeni A do B. Dokazte, Ze injektivni grupy jsou pravé divisibilni.

Uréete mnozinu tG L, (C).

Hinty:

3. K popisu prvki i izomorfismu se mtZe hodit uvazovat komplexni exponencialu.

5(a). Jak pfi kone¢né generovanosti vypadaji jmenovatelé zlomku v exponentu?

6. Vyjdéte z definic.

7. Popiste pomoci jmenovatelt generdtort prvky H a pak najdéte vhodny izomorfismus.

10. Funguje naprt. faktor volné grupy, ktery zajisti, aby generdtory mély kone¢ny rad ale nekomutovaly.
12. Ukazte, Ze prvek g, z definice divisibility je tady jednoznacné urcen. Z toho VP zkonstruujte.
13. Pro jednu implikaci uvazujte grupu Z a vhodnou podgrupu. Pro druhou se hodi Zornovo lemma.
14. Jordaniv kanonicky tvar.



