6.

Uvod do teorie grup: Cviceni 1
4. fijna 2021

. Popis v8echny podgrupy a uréi fady vSech prvkia v cyklické grupé Zsg.
. Najdi generatory cyklickych podgrup (60) N (18) a (60, 18)

a) grupy Z,
b) grupy Zgo.

. Bud G grupa takova, ze |G| = p pro prvocislo p. Dokaz, 7e G je cyklicka (a tedy nutné

izomorfni Z,).

. Nahlédni, ze pro libovolné téleso T je SL,(T) < GL,(T).

. a) Dokaz, ze kazdé grupa fadu 4 je izomorfni bud Z4, nebo Kleinové grupé Zs x Zs.

b) Dokaz, Ze vSechny grupy fadu nanejvys 5 jsou abelovské.

Necht v grupé G je H < G a [G : H] = 2. Ukaz, Ze H je normalni podgrupa.

Dalsi priklady:

7. Bud T téleso a a € T'. V zavislosti na a a T uréi fad prvku <(1) ?) v GLy(T) .
8. Jsou grupy (Q,+) a Q* = (Q\ {0}, -) kone¢né generované?
9. Ukaz, ze grupa C* obsahuje prvek fadu n pro vSechna p¥irozené n.

10. Bud X mnozina. Uré¢i, se kterymi z operaci N, U, A (A znagi symetrickou diferenci) miuize
potenéni mnoZina P(X) tvorit grupu. Co je v takovém piipadé jednotkovy prvek/inverz?

11. Dokaz, ze pro vSechna pfirozenéa n je A, <.5,.

12. Nahlédni, Zze vSechny podgrupy grupy kvaternioni () jsou normalni.

13. V grupé G uvazujme podgrupu H s indexem [G : H| = 2. Dokaz, 7Ze pro kazdé a € G plati
a’c H.

* 14. Bud p prvocislo. Dokaz, Ze grupa Fadu p" je cyklickd pravé tehdy, kdyz je abelovska a
obsahuje pravé jednu podgrupu fadu p.

15. Bud H, K podgrupy grupy G. DokaZ, ze mnoZina H K tvofi podgrupu pravé tehdy, kdyz
HK = KH. Specialné ukaz, Ze pokud je alespon jedna z H, K normalni v G, tak je HK
podgrupa.

16. Ukaz, Ze nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

a) G je abelovska grupa,
b) zobrazeni ¢ : G x G — G, (z,y) — = -y je homomorfismus,
¢) zobrazeni ¢ : G — G, x — x - x je homomorfismus,
d) zobrazeni ¢ : G — G, x — z~! je homomorfismus.
x 17. V dihedralni grupé Do, popisS vSechny jeji podgrupy a ur¢i, které jsou normélni.
Hinty:

6. Uvazuj rozkladové tiidy.
11.,12. Pouzij 6.
14. Uvazuj prvek nejvétsiho fadu a podgrupu jim generovanou.



