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Uvod

Toto je archivni verze skript, kterou uz neaktualizuji!
Nechavam ji tu proto, ze obsahuje podrobné informace
o prubéhu vyuky v roce 2019/20.

Toto je pracovni verze skript k prednasce Teorie ¢isel a RSA, kterd vznikla zaroven s
prednaskou v letnim semestru 2019/2020.

Jejich cilem je byt pomérné minimalistickym shrnutim probrané latky (v rozsahu mé
vyuky z let 2018 — 2020), jez blizce kopiruje prubéh prednasek a nezahrnuje témér zadné
rozsirujici informace.

Material v téchto skriptech a jeho prezentace neni vubec puvodni: jeho vétsina je zalozend
na skriptech Alese Drapala [Dr]. 1. kapitola primarné vychazi ze skript Zuzany Masakové
a Edity Pelantové [MP]; sekce 4.2 pak z textu Martina Klazara.

Za sepsani prvni verze skript dékuju Martinu Zuravovi; za upozoriiovani na chyby a
preklepy dékuju studenttim, kteti prednasku absolvovali v koronavirovém letnim semestru
2019 / 2020 Priklady do zavérecné 5 kapltoly prlpravﬂa Zaneta Semamsmova (s vyuz1t1m
snahu v soucasné verzi nepochybne obsahuji fadu chyb, preklepu a neJasnosti, takze
uvitam jakékoli komentare a navrhy na zlepseni. Opravy udélam ale uz jen v aktudlni
verzi skript, ne tady.

[Dr] Ales Drépal, Teorie ¢isel a RSA
http:/ /www.karlin.mff.cuni.cz/~drapal /teorie_cisel.pdf

[K1] Martin Klazar, Analytic and Combinatorial Number Theory, summer term 2017
https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/anktc17.pdf

[MP] Zuzana Masékova, Edita Pelantova, Teorie ¢isel, skripta pro FJFI CVUT


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~drapal/teorie_cisel.pdf
https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/anktc17.pdf

Motivace

O co jde v teorii cisel? Hlavnimi tématy, kterymi se budeme zabyvat, jsou cela cisla,
délitelnost, prvocisla a tak dale. Uvidime napiiklad, ze funkce 7(x), kterd oznacuje pocet

prvocisel mensich nebo rovnych néjakému redlnému ¢éislu z, je rovna zhruba loz —. My

casem (v kapitole 4) dokézeme, ze clﬁ <m(x) < Q@ pro néjaka ¢y, cy > 0.

Podivame se také na nasledujici tvrzeni, které vsak nebudeme dokazovat v tiplné obec-
nosti: V kazdé aritmetické posloupnosti ax + b (pro nesoudélné a, b) existuje nekonecné
mnoho prvocisel.

Zakladnim nastrojem pro nas budou kongruence a pocitani v Z,. Jak vypadaji inverti-
bilni prvky v Z,7

Eulerova véta ifka, ze a®™ = 1 (mod n). Vypocet ¢(n) zdvisi na prvociselném roz-
kladu n, proto nas bude také zajimat testovani, jestli je n prvocislo. Jelikoz je faktori-
zace vypocetné narocnd, je mozné vyuzit uvahy z teorie ¢isel napiiklad v kryptografii
(konkrétné napf. RSA).

Také se budeme vénovat diofantickym rovnicim. Velkd Fermatova véta tika, ze x™ +
y" = 2" nema teSeni pro z,y,z € N,n > 3. To pochopitelné nedokazeme, ale vyresime
naptiklad 22 + y? = 22 nebo 2% + 1 = y® pomoci poéitani v Gaussovych celych &fslech
Z[i] (vice oproti Algebte).

Budeme dale fesit kvadratické kongruence 22 = a (mod p), coz vede k zdkonu kvadratické

reciprocity, ktery dokazeme pomoci pocitani v Z [e%} .

Jak dobte jde dané ¢islo aproximovat pomoci racionalnich ¢isel? Napiiklad 7 je ptiblizné

rovno % = 3,1415929 ... Ukédzeme, ze Tetézové zlomky davaji takovéto dobré aproxi-

mace.

Mimochodem, ¢islo 6789012...901...0...0...1 je prvocislo, které si muzeme pamatovat
jako 600001 (nebo i jako 641).



1. Retézové zlomky

1.1 Pellova rovnice

Spousta motivace pro teorii ¢isel pochazi ze snahy fesit diofantické rovnice (napft. velkd
Fermatova véta).

Pellova rovnice: rovnice 2> — my? = 1, kde m je dané piirozené ¢islo, které neni étverec.
Vzdy ma feseni (£1,0), které se nazyva trivialni.

Vsimnéme si, ze na znaménkach ¢isel x, y nezalezi, ¢asto tedy budeme buno predpokladat,
Ze jsou obé cisla kladna.

Kdyby m = d?, pak 1 = 2? —d*y? = (z —dy)(z+dy), takze x +dy = +1. Odtud 2z = +2,
takze x = £1. Pak y = 0, coz dava pouze trividlni reseni.

Nekdy se Pellova rovnice definuje i lehce obecnéji, napriklad s —1 nebo +4 napravo.

Brahmagupta (cca. 600 n.l.): ,Za matematika se muze povazovat ten, kdo umi vyftesit
2?2 — 29y% = 1.“ (feSeni je (9801, 1820))
Fermat vyzval svého kamarada k feseni pro m = 61: (1766319049,226153980).

K feseni se vyuzivd podobnd myslenka jako vyse: rozklad (z — /my)(z +/my) =1 v
okruhu Z [v/m] = {a + by/m | a,b € Z}.

Pozorovdni. Pokud jsou (x1,y1), (72, y2) TeSeni, pak také (x3,ys) je Feseni, kde
3 + ysv'm = (z1 + y1vV'm)(z2 + yav/m).
Diikaz. Mame x3 — yzv/m = (x1 — y1/m)(xe — y23/m), a tedy
w3 —yim = (21 +yiv/m) (w2 + yov/m) (21 — yiv/m) (w2 — yov/m) = 1. O
Vsechna teseni tedy tvori grupu: neutrdlni prvek je (1,0), inverzni prvek k (z, y) je (x, —y).

Tvrzeni 1.1. Bud m € N takové, Ze m nend ctverec. Predpoklddejme, Ze Pellova rovnice
x? —my? =1 md alesporn jedno netrividlng resend. Pak existuje resent (ag, bo) takové, Ze

{(a,b) | a4 by/m = £(ag + boy/m)",n € Z}
jsou pravé vsechna resen.

Rovnou poznamenejme, Ze netrividlni feseni existuje vzdy, jak si dokazeme ve vété (1.3
Casto budeme tikat, ze a + by/m je feSeni Pellovy rovnice, kdyz dvojice (a, b) je fesenim.

6



1.2. APROXIMACE REALNYCH CISEL 7

Diikaz. 1. Bud (d’,') netrividlni feseni, bino a’ > 0,9 > 0. Polozme
ap + boy/m = min{a + by/m feseni Pellovy rovnice | a,b > 0,a + by/m < a’' + ¥'/m}.

Ozna¢me tuto mnozinu M. Pro¢ minimum z mnoziny M existuje? Mnozina M je neprazdna,
nebot obsahuje prvek a’ + b'/m.
Vsimnéme si, ze pokud a; + b1\/m, as + bay/m € M, pak

ay < ay e ai < a3 < 1+mbl <1+mb; < b < by < by < b

Bud ag + bog/m € M takovy, Ze agp je nejmensi mozné (to existuje, nebot ap € N a
agp < a' +by/m). Pak je také by nejmensi mozné. Odtud ag + bgy/m je také nejmensi
prvek M, a proto minimum existuje.

2. Pozorovani davé, ze £(ap + boy/m)"™ je Teseni pro kazdé n € Z: pro n > 0 je to
v pofddku. Déle mdme ag — boy/m = (ag + boy/m)™ !, ¢ili pro pro n = —k < 0 je
(a0 + boy/m)~* = (ag — boy/m)".

3. Vezméme nynf feseni ¢ + d+/m, buno ¢, d > 0.

Médme ag + boy/m > 1+ /m > 1, a tedy posloupnost (ag + bygy/m)™ m4 limitu oo pro
n — oo.

Proto existuje n € Ny takové, ze (ag + boy/m)™ < ¢ + dym < (ag + boy/m)" . Pak
(ag + boy/m) (¢ + dy/m) = (ag — boy/m)™(c + dy/m) je také Teseni a méme

1<x+ y\/ﬁ = (ao + bo\/ﬁ)*"(c + d\/ﬁ) < ag+ bo\/%

Cvi¢eni. Bud x + y/m feseni. Pak x + y/m > 1< x> 0ay > 0.
Tedy kdyby = + yy/m > 1, pak = + yy/m € M, coz je spor s minimalitou ag + bo/m.
Takze = 4+ y/m = 1, coz ddva ¢ + dy/m = (ag + bo/m)™. O

(ag, bo), resp. ag + bgr/m se nazyva minimdlni reSeni Pellovy rovnice. Napf.

342v2,2 43, ...,649 + 180V13, . .., 1766319049 + 226153980161, . . .

1.2 Aproximace realnych cisel

Potiebujeme dokazat predpoklad z tvrzeni o existenci néjakého netrivialniho feseni.
Myslenka: 22 —my? =1 =22 =my* + 1 = 5—2 =m+ @%’ proto priblizné plati % ~/m.
Hledédme tedy zlomky, které dobfe aproximuji y/m.

Bud « € R a uvazujme zlomky - -- < —é <0<ic % < % < .... Pak «a lezi v néjakém

1

50" Muzeme ale aproximovat

q
z intervalu [g, %), takze existuje p spliujici ‘oz — g‘ <
mnohem 1épe!

Véta 1.2 (Dirichlet). Bud « € R iraciondind.

a) Pro kazdé Q € N,Q > 2, existuji ¢isla p,q € Z takovd, 2e 1 < ¢ < Q a ‘a — §

1

Qq’
1
q"

<

p

b) Existuje nekonecné mnoho zlomki & (v zdkladnim tvaru) takovych, Ze ’a i

Poznamka. Pro o € QQ prvni ¢ast plati s ‘Oz — 5’ < é, druhé c¢ast neplati — cviceni.

Pred dukazem pripomenme, ze {8} := 8 — | 3] znaci necelou ¢ast ¢isla (.



8 KAPITOLA 1. RETEZOVE ZLOMKY

Diikaz. a) Rozdélme interval [0, 1] na @ podintervalu s koncovymi body

12 Q-1. @
0= gl =

Uvazujme ruzné hodnoty ga — p; budeme chtit, aby néktera z nich byla blizko 0.
K tomu vezméme hodnoty 0, 1, {a}, {2a},...,{(Q — 1)a}. Kazd4 z nich je tvaru ace — b
pro néjakd a,b € Z,0 < a < Q, protoze {ja} = ja — |ja].

Mame @ + 1 hodnot v ) intervalech [é, %], takze aspon dvé hodnoty lezi v jednom

intervalu. Ziejmeé to neni dvojice 0, 1, tedy btino at to je aac—b,ca—d, kde 0 < a < ¢ < Q.
Pak méme |(c — a)a — (d = b)| = |(ca — d) — (ac = b)| < é
Tedy pro p:=d —b,q := ¢ — a mame

-r<c—a>a—<d—b>\§Qiq

Z faktu, ze « je iracionalni, na zavér plyne, ze rovnost nenastane.

b) Konstruujme zlomky takto:
¢ =1 ap; €7Z je takové, ze |a — p;| je minimdlni.
Daéle pro ¢ € N polozme ¢;11 := min{q > ¢; | Ip : |ga — p| < | — p;|}. Existenci

1

——|. Mame totiz
|Qia—Pi\

takovéhoto ¢;41 dostaneme pouzitim ¢édsti a) pro Q); :=
1

lgo —p| < = <@ — pif @ qiy1 < Qs
7

_ DPit1
qi+1

L L O

qi+1-Qi a7

pi+1 pak bud odpovidajici p a mdme ‘a

1.3 Existence reseni Pellovy rovnice

Véta 1.3. Bud m € N takové, Ze m # d* pro vsechna d € N. Pak md Pellova rovnice

2?2 — my? = 1 netrividing eseni v Z.

Diikaz. Podle Dirichletovy véty ) existuje nekone¢né mnoho zlomku § takovych, ze
lp — qv/m| < % a p, ¢ jsou nesoudélnd. Pak

1 1
= ] = o= o -~ o+ 20 < - (520 ) <142V

Proto v intervalu (—1 — 2y/m, 1+ 2y/m) existuje celé ¢islo k takové, ze p* — mq* = k
plati pro nekoneéné mnoho dvojic (p, ). Zaroven je \/m iracionélni, takze k # 0.

Navic muzeme rozdélit (p,q) podle jejich hodnot mod k: Mdme k% moznych dvojic (p
(mod k),q (mod k)), a tedy aspon jedna z nich nastane pro nekoneéné mnoho zlomku §.

Existujf tedy (p1,q1) # (p2, q2) takové, ze

PP —mqt =k, pi—mqs =k,pi =py (mod k),q1 =q (mod k).



1.4. RETEZOVE ZLOMKY A POLYNOMY 9

Pak
kK = (pi —mg?)(p; —ma3) = [(pl + qiv'm) (p2 — CDM)] [(pl — qvm)(p2 + QQ\/E)}

kde A := pips — q1q2m, B := qip2 — p1go.
Navic A=p? —¢dm =k =0 (mod k), B=qp — piqs =0 (mod k).

Bud X :=4,Y := £ Mdme Y # 0 (cviceni: pro¢?) a plati k? = A> — B*m = k? - (X* —
Y?m), a tedy X? —Y?m = 1. Tedy (X,Y) je hledané netrividln{ resen. O

Pozndmka. Véta nerikd, jak minimalni feSeni najit. K tomu pouzijeme tetézové zlomky
— viz vétu [LI5 nize.

1.4 Retézové zlomky a polynomy

- L— =:[ag, a1, as,...]. Ted toto formali-
£

zujeme a dokazeme si fadu pomeérné silnych vlastnosti.

Ze cviceni vime, ze Tetézovy zlomek je ag +

Definice. Bud ¢ € R. Definujme posloupnost celych éisel a; takto:

1
o= a; = [&), i = pokud & # a;.
& —a
Vznikne koneéna posloupnost ag, ay, ..., ar nebo nekonecnd posloupnost ag, ay, ..., jez se
nazyva fetézovy zlomek ¢isla € € R a znaci € = [ag, a1, . . ., ax] nebo & = [ag, ay, .. .].

Pozndmka. Zatim jde o ¢isté formaln{ zépis, obzvlast v piipadé nekonecného fetézového
zlomku.

Mame ag € Z a a; € N pro i > 1.
Tvrzeni 1.4. Cislo & je raciondlnd, prdvé kdyz € md konecny retézovy zlomek [ag, . . ., ag).
Dikaz. ,=“ Af € = ’g. Uvazujme Eukleidiv algoritmus:

D= aopq + 11

q=airy + 172

1 = Q9T9 + 13

Te_1 = QrpTE + 0.

P_ ¢ _ _ Tic1
Pak £ = ¢ =lao, ..., a) a § ==
»<="“ Méme-li kone¢ny fetézovy zlomek [ay, ..., ax|, pak £ = ag+ ﬁ (coz se dokaze
PRI
napiiklad indukef). |
< 1 _ apai+1 1 _ a2  __ apajaz+taptaz i &
Mame ag + o= a0+ al—+£ =00+ oty = T Pojdme se na citatele a

jmenovatele divat jako na polynomy v proménnych a;.



10 KAPITOLA 1. RETEZOVE ZLOMKY

Definice. n-ty retézovy (kontinudlni) polynom v proménnych x4, ..., x, je definovan re-
kurentné: K_; := 0, Ky := 1,
Kp(zy,...,x) i =xy - Kyoq(x1, ..o xp1) + Kyo(21, ..., Tpo) pron > 1.

Za chvili si dokazeme, Ze fetézové polynomy opravdu davaji citatele i jmenovatele konecného
fetézového zlomku:

Tvrzeni 1.5. Pro g € R, z; € Rt mdme

1 _ Kn+1(l‘0,...,$n)
Ko (x1,...,2,)

(20, Z1, .-, Tn] = 20 +

.. 1
.J,-zn

Pro fetézové polynomy plati fada uzitecnych, byt trochu technickych, identit. Klicova
je ¢ést a), z niz potom zbytek pomérné snadno vyplyva. Zejména e) si neni potieba
pamatovat.

Tvrzeni 1.6. Pokud neni nize uwvedeno jinak, bud n > 1. Pak:

Kn<l‘1,...,$n) Kn,1<£li'1,...,ilin71) N 4! 1 Z2 1 Tn 1 — M. ---M
Kn_l(.IQ,...,SL’n) Kn_2<I2,...,I‘n_1) N 1 0 1 0 1 0/) ™ ZTn>

Kn(llj'l, e ,In)Kn_Q(ZBQ, Ce ,[L’n_l) — Kn_1<l‘1, Ce ,I‘n_l)Kn_1<ZL‘2, Ce ,$n) = (_1)77,
e) Pron>21<1<n-—1 plati
Ko(oy, .. xn) = Ki(o1, . 2) Kno(Tugs - ) VK (21, 1) Km1 (042, -2 ).

Dikaz. a) Induket:

n=1:K(r)=xKy+ K_1 = x;. Tedy leva strana se rovna <Jil (1)>, coz odpovida

pravé strané.
n+1>2:

Kn_l(l'g,...,xn) Kn_g(l’g,...,l'n_l) 1 0

_ T K (21, ) + Koy (@1, Tpm1) Kn(zy,. .., 20)
.Z‘n+1Kn_1($2,...,.I‘n>+Kn_2($2,...,$n_1) Kn_1($2,...,In)

Kp(xy,...,xn)  Kooa(xn, oo Tpo1)\ (@1 1
( ) (5

_ Koo(xy, oo 1) Ko(zg, ..o, z,)
Kn(xg,...,xn+1) anl(xg,...,l'n) '

b) Ziejmé z a).



1.5. SBLIZENE ZLOMKY 11

c¢) Transponovanim matice 1 x 1 jako prvni rovnost dostaneme

(Kp(x1,..., 1)) = (Kn(z1, ..., 20))" = {(1 0) My, -+ My, <(1)>r

- (é)TMgn---Mg (1 0)" = 0)M,, M, (é) = (Kn(n, ..., 21)).

d) Vezmeme determinant obou stran rovnosti a).

e) Plati M, M, = M,, ((1)) (1 O) Mg, , + ((1)) (1 0). Tohle dosadime dovniti pravé

strany rovnosti b). O

Diikaz tvrzeni[LH. Indukei:

1 K2, w) + K1 (T, T0)

LSsz—}_Kn(zl—,,mn)_ Kn(gjl,...,l'n)

Pottebujeme tedy dokézat, ze K, 1(xo,...,x,) = xolp(x1, ... 2,) + Kyo1(x9, ..., xy).
K tomu pouzijeme tvrzeni [1.6k):

NG
oK n (21, .. xn) + Koy (2, ..., 2p) l:)onn(xn, cyxy) +F Koy (2, .0, 29)
def )
== n+1($n,...,l’0) = Kn+1(l’0,...,l’n). ]
1.5 Sblizené zlomky
Chceme aproximovat £ = [ag, a1, ... | pomoci [ag, . .., a,]: ty aproximuji dobfe (ve smyslu
vety )), cehoz vyuzijeme k formalizaci nekoneéného zlomku ag + — L —. Pro zjed-
ag+t...
noduseni budeme predpoklddat, ze £ > 0 (to ovlivni jenom ay).
Definice. Bud ¢ > 0 a [ag, a1, ..., ax] (respektive [ag, a1, ...]) jeho konecny (respektive
nekonecny) fetézovy zlomek. Pro n > —1 bud
pP-1 = 17 q-1 = Oapn = n—l—l(aOa SR 7an)7 Qn = Kn(ala cee 7an>-

Zlomek 22 (pro n > 0) nazyvame n-ty sblizeny zlomek (nebo také konvergent) ¢isla &.

an
Plati nasledujici rekurence pro p,, g, kde n > 0:

P—1 = 1,po = ao, Pn+1 = Ant1Pn + Pn—1;
qg—1 = 07 do = 17 gn+1 = Qn+14n + qn-1.

Posloupnosti {p, }n>0 & {¢n}n>1 jsou ostte rostouci, protoze ag > 0,a; > 0.

Samoziejmé pokud ¢ € Q, mame vse definované jen do py, qr a z—: = £. 'V tomto pripadé
je treba prislusné omezit n v nasledujicich tvrzenich. Jelikoz se jednd o snadné upravy,
nebudeme je zde uvadét explicitneé.

Tvrzeni 1.7. p,_1¢, — PnGn—1 = (—1)" pron > 0.
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Diikaz. Plyne ihned z tvrzeni ): Misto n vezmeme n + 1 a dosadime z1 = ag, 1o =
ai,...,Tpt1 = Q. Dostaneme

Pn-1Gn — PnGn—1
:Kn(ao, RN ,CLnfl)Kn(CLl, Ce ,an) — Kn+1(a0, RN ,an>Kn,1(CL1, Ce ,a,n,1> = (—1)”

O
Tvrzeni 1.8. Bud £ > 0 a & jako v definici fetézového zlomku, tedy
1
So=E&a;i= 1§, &1 = pro & # a;.
& — a
Pak N
= M, kde P2 jsou sblizené zlomky ke €.
fn—l—lQn + qn—-1 dn
Dikaz. Mame
§:a0+ 1 . Kn+2(a07...,an,§n+1)
a +———  Kpu(ar, ..., a0,8041)
an+ﬁ
deﬁnge K; €n+1Kn+1<a07 s 7an> + Kn(a07 cee 7an71) o €n+1pn + Pn—1 ]

€n+1Kn<ala s ,an> + anl(ala cee 7@7171) B €n+1Qn + Gn—1 ‘

Véta 1.9. Bud & > 0. Pak:
a)

lim 22 — ¢
n—oo qn

a tedy posloupnost sblizengch zlomku konverguje ke &.

b)

Pan <é< Pani1 pron > 0.
don don+1
c)
1 N 1 1
<*—&< («ﬂ.
qn4n+2 an Gndn+1 qn

d)

1
"'<|pn+1—%+1f’<q <|pn — @] < < -

n+2 qn+1

(tedy vzddlenosti q,& od nejblizsiho celého éisla, typicky p,, se zmensugji).
Cést a) nam dava zpusob, jak precizovat definici nekonecného fetézového zlomku jako
realného ¢isla, a sice jako

lag,ay,...| = lim [ag, a1, ..., a,)].
n—oo

Z puvodni definice v sekci totiz naptiklad nebylo jasné, jestli kazdé posloupnosti
ag € Z, ay,as,--- € N odpovidé néjaké redlné ¢islo £&. Pomoci této definice limitou to uz
neni tézké dokazat.

V tvrzeni je potieba si dat pozor, kde zastavit pro racionalni .
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Diikaz. Pro dukaz predpokladejme, ze £ je iracionalni. Mame
PR &PntPat  Pn Pno1Gn — Pndn-1 LT (="
An gn-HQn + dn—1 dn Qn(gn—&-lCJn + Qn—l) QR(£n+1Qn + qn—l)
Tedy plati b).

Protoze ani1 = [&ni1] < &ns1, mdme

Pn 1 1 1
5 - | = < = 5
qn QH(gnJrl(_Zn + anl) Qn(an+1Qn + Qn71> Andn+1
kde jsme v posledni rovnosti vyuzili rekurenci pro ¢,41. To dokazuje a) a horni odhad
v c).
Pouzitim 1 + a1 > &,+1 podobné dostaneme dolni odhad v ¢):
1 1 1 1
‘g Do _ > S
qn Qn((l + anJrl)Qn + anl) Qn(QnJrl + Qn) Qn<an+QQn+1 + Qn) qndn+2
Konecné d) plyne ihned z ¢) vynasobenim g,,. O

Z casti c) vidime, ze sblizené zlomky nam davaji aproximace s malou chybou ve smyslu
Dirichletovy véty [1.2p) (coz v podstaté dévd jeji dalsi dikaz).

1.6 Dobré aproximace

Definice. Bud ¢ € R. Zlomek %, kde (r,s) = 1 a s > 0, je dobrd aprozimace Cisla &,
pokud

pro kazdé £ € Q, kde 1 < ¢ < s, plati |r — s¢| < |p — g€
q

|r — s&| < |p — s&| plati pro vSechna p € Z.

V definici jde tedy o to, ze = ma nejmensi ,relativni chybu*®

t-¢

} T } = |r — s&|.
Postupné ted dokézeme, Ze sblizené zlomky pro & > 0 dévaji vSechny jeho dobré aproxi-
mace.
Cuiceni. Bud n > & >0, {£} #0,%, £ =[ag,a1,...] an—&=[by,by,...] (konené nebo
nekonecné). Pak méme:
a) b():’I'L—CLO—l.
b)ay=1{gec(31) b >2
Vsimnéme si, ze © je dobrd aproximace cisla &, pravé kdyz n — = je dobra aproximace
¢isla n — &. Pro urceni vSech dobrych aproximaci tedy muzeme bino predpokladat, ze
{¢} < 3, ¢cili Ze a; > 2. Pak mdme

g 1=0<qg=l<q<qgp<...

(Zatimco v piipadé, kdy a; = 1, mdme ¢; = go = 1.)
Pifpady, kdy {¢} = 0,1, bude tieba vyfesit samostatné, to je ale jednoduché pifmo z
definice dobré aproximace.
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Cwiceni. Uréi vsechny dobré aproximace ¢isla £, pokud {£} = 0, %
Lemma 1.10. Bud & > 0,0 < {¢} < 3. At’%’ nend sblizeny zlomek & a bud n > 0 index
takovy, Ze q,—1 < q < q,. Pak
1€ = Pl 2 1€ = Pl + @018 = Pol.
(Je-li & € Q a q dostatecné velké, pak takové n neezistuge.)

Dikaz. Myslenka: vyjadiime p, ¢ pomoci p;, ¢; a odhadneme.
Uvazujme proto soustavu rovnic

TPn—1 + YPn = P, TGn—1 + Yqn = q.

Tvrzeni déva, ze determinant soustavy je (—1)", proto ma soustava feseni v Z, a sice

z=(=1)"(pgn — qpn),y = (=1)" " (PGo1 — qPn1)-
Protoze § Z" B Z", mame x # 0 # y. Navic x,y maji ruzné znaménka diky 2. rovnici,
protoze plati ¢,_1 < ¢ < ¢q,.
Uz muzeme odhadnout:

Ip — g€| =|zpn—1 + ypn — (X¢n-1 + Y¢)&| = [2(Prn-1 — ¢u=1&) + Y(Pr — &)
=|z| - |Pn-1 — @u-1&] + Y| - [Pn — @&l > |Pn-1 — @u1&| + [P0 — @€l

kde tieti rovnost plati, protoze vyrazy v zavorkach maji opa¢na znaménka podle véty
1.9p), takze po vynasobeni z,y majl' znaménka stejna. O

Véta 1.11. Bud £ > 0,0 < {&} < 5. Pak sblizené Zlomky B2,n >0, pro § ddvaji prdvé
vsechny dobré aproximace.

Diikaz. Bud P& sbliZzeny zlomek. Pro¢ jde o dobrou aproximaci?

Méjme § se jn;enovatelem Gm < 4 < gm+1 < q,. Rozlisime dva ptipady:
a) £ nenf sblizeny zlomek. Pak

im0 i)
g€ — Pl > |@ms1€ — Pms1| = g€ — pal,

tedy P neni lepsi aproximace nez 2= ™

b) fl’ = p ’”*1 je sblizeny zlomek. Pak to neni lepsi aproximace opét podle vety .d

Bud naopak ~ dobra aproximace . Berme n takové, ze ¢,—1 < s < ¢, (pokud £ € Q,§ =
lag, ..., ar] a s> qx, pak se ur¢ité nejednéd o dobrou aproximaci, protoze Z—: ma chybu 0).
Pokud % # £, pak mizeme pouzit lemma m

|s€ — 7| > g€ — pul + 1@n-1& — Puc1| = |@n1& — pual,

coz je spor s tim, ze = je dobra aproximace. Tedy - = £z, O]
’ s S dn

Ve véte ) jsme videéli, ze sblizené zlomky davaji aproximace s malou chybou ‘é’ — i<
L Plati i ¢dsteény opak: pokud mé aproximace malou chybu, pak musi jit o sblizeny

zlomek:
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Tvrzeni 1.12. Bud & > 0 iraciondlni. Je-li § € Q takové, ze

1 n - 7
'f — E‘ < 55 pak b_ Pn pro nejaké n.
ql  2q

q Gn
Diikaz. Bimo at {£} < 1 (jinak prejdeme k n — £). Pro spor at § neni sblizeny zlomek a
bud n takové, ze g,—1 < ¢ < qp.
Lemma dava, ze |pn—1 — gu_1&] < |p — ¢€| < 2_1q' Pak

1 e - 1 1
s‘g—p 1§‘£—5‘+‘5—p R

QGn—1 ~ |4 Gn-1 q n-1|  2¢°  2qqn—
Tedy ¢ < ¢,_1, spor. O
Jesté poznamenejme, ze vzdy aspon jeden ze dvou sousednich sblizenych zlomku 2%, Z—:

“ . 1

splnuje §—§ < gz
1.7 Periodické retézové zlomky
Véta 1.13. At je € iraciondlni. Jeho tetézovy zlomek € = [ag, ay, .. .| je od jistého mista
periodicky, prdave kdyz je & algebraické cislo stupné 2.
Dukaz. ,,:>“ At 5 = [ao, ey Qp—1, gy - - e ,ak+l_1].
Mame & = |ag,...,ax-1,&], kde & = [ag,...,ari—1). Cislo & ma ¢cisté periodicky

fetézovy zlomek, neboli plati & = &. Pouzijeme tvrzeni[L.8|pro & misto £ an = k+1—1.
Pak &, = &, odpovidd &,41 z tvrzeni, a tedy

§k+lpn—l +pn—2 _ é'kpn—l +pn—2
EktiQn—1 + Qn—2 EkGn-1+ qu_o’

&k

kde % jsou sblizené zlomky pro &.

Vynasobenim jmenovatelem pravé strany vidime, ze & je koren kvadratického polynomu
s celociselnymi koeficienty.

Déle € = [ag, . . ., ak—1, &) € Q(&k), coz je rozsiteni stupné 2 nad Q. Protoze £ € Q, nutné
deg & = 2.

<= Jenom naznacime myslenku:

At € splituje a&? + b¢ + ¢ = 0 pro néjaka a,b,c € Z,a # 0.

Dosadime sem vztah z tvrzeni coz se upravi na kvadratickou rovnici A, &2 B+
C, =0, kde A,, B,,C,, € Z vyjadiime pomoci a,b,c,p;,q; (napiiklad A, = Cpy1 =
apy + bpngn + cq;).

Pak se dokaze, ze existuje K € N takové, ze —K < A,,, B,,C, < K pro vsechna n.

Ted muzeme pouzit oblibeny trik z dikazu véty : mame nekonecné mnoho trojic
(A, B, Cy), ale jen koneéné moznych hodnot pro né. Odtud plyne, Ze existuje trojice
(A, B,C) € Z3 takova, ze (A, B,C) = (A,, B,,C,) pro aspon tii ruzna n = ny,ny, ns.
Tedy &n,41, Cngt1s Csr1 SPINUGT stejnou kvadratickou rovnici Az? + Bz + C = 0. Tedy
aspon dvé z nich se rovnaji, bino ¢, +1 = (u,+1. Pak fetézovy zlomek pro & je periodicky
s periodou |ny — na. O
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1.8 Zpét k Pellové rovnici

Véta 1.14. Af dvojice p,q € N, (p, q) = 1, je Fesenim rovnice x? —my* = B, kde m € N,
m neni ctverec a B € Z,|B| < /m. Pak  je sblizeny zlomek cisla /m.

Pozndmka. Specialné véta funguje pro B = 1, takze netrividlni feSeni vznikne ze sblize-
ného zlomku.

Dikaz. Rozlisime dva piipady podle znaménka ¢isla B (pro B = 0 rovnice ziejmé zadné
feSeni nem4):

a) 0 < B < /m. Pak

a tedy

0<Z - ym=
q

Tedy § je sblizeny zlomek podle tvrzeni

b) —y/m < B <0. Pak ¢* — Lp* = —£ > 0. Jako v piedchozim bodé pak dokézeme, Ze
% je sblizeny zlomek pro \/Lﬁ Ale \/Lﬁ =10, agp, ay, . ..|, kde \/m = [ag,aq, ...]. Tudiz § je
sblizeny zlomek pro y/m. O

Pro Pellovou rovnici 22 —my? = £1 vétu jesté miZzeme vyrazné zlepsit, coZ ale nebudeme
dokazovat:

Véta 1.15. Af m € N, m nend ¢tverec prirozeného cisla.

Pak existuje nejmensi £ € N takové,ze \/m = |ag, a1, ..., a,_1,2a0|, kde a; = a;—; < 2aq
prot=1,...,0—1.
Je-li 0 sudé, pak 2> —my® = —1 nemd reseni v Z a minimding veseni rovnice x> —my? = 1

je (pe-1,qe-1)-
Naopak, je-li € liché, pak minimdlni reseni x
reseni 22 — my* = 1 je (Pae—1, qae—1).

>—my® = —1 je (Pe—1,qe—1) a minimdlni

Konec¢né poznamenejme, Ze az na prendsobeni minimalnim feSenim ve vété plati, ze

E=Prpro0<n<2-1 (staci tedy uvazovat jen téchto prvnich 2¢ sblizenych zlomku).



2. Charaktery a kvadraticka
reciprocita

2.1 Gaussovska cela cisla

Bud D # 0,1 bezétvercové (klidné zaporné). Na feseni diofantickych rovnic se hodf
pracovat v Z [\/E] = {a +bVD | a,be Z} (respektive nékdy v Z [%ﬁ] ). Pro malé D
se jednd o eukleidovsky obor (norma |N(a + bv/D)| = |a®> — Db?| je eukleidovska).

Pitklad. 7 [\/5] je eukleidovské pro D = —2,-1,2,3 (a pro fadu dalsich kladnych D,
kde ovsem ¢asto musime volit jinou normu).
Z [%ﬁ] je eukleidovské pro D = —3,5 (a dalsi kladnd D).

%ﬁ] je ten, ze chceme brat vsechny ,celistvé prvky*

Duvod, pro¢ nékdy uvazujeme Z [

v télese Q (\/ﬁ), ¢ili prvky, jez maji monicky minimalni polynom s celo¢iselnymi koefi-
cienty.

Piipad D = —1, to jest Z[i], nazyvame gaussovska celd ¢isla.
Jejich zékladni vlastnosti a pojmy:
e Pifslusnou normou je N(a + bi) = a? + b2
e Konjugace: a + bi = a — bi.
e Pro normu plati N(«a) = aa.
e o déli B, a| B, pokud 8 = ay pro néjaké ~.
e Jednotky (neboli invertibilni prvky) jsou 1, 4
e « je invertibilni < N(«a) = 1.
e prvky a, 8 jsou asociované, al|3, pokud a = £/ pro néjakou jednotku e.
e Eukleidovsky = gaussovsky, ¢ili mame jednoznacné rozklady na soucin prvocinitelu.

Zduraznéme, ze formalné vzato je potieba rozlisovat mezi délitelnosti v Z a délitelnosti
v Zl[i]. Pro oboje ale pouzivame stejné znaceni, takze je dobré si rozmyslet, co se danym
znacenim vzdy mysli. Zaroven ale nastésti plati:

Cviceni. At a,b € Z. Pak a déli b v Z, prave kdyz a dé&li b v Z][i].
Ale pozor! Platnost tohoto cvi¢eni vubec neni samoziejma!

Cuviceni. Najdi priklad okruhu R D Z takového, ze pro nékterd a,b € Z plati:
a déli b v R, ale a nedéli b v Z.

17
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Jak vypadaji prvocinitele v Z[i]?

Lemma 2.1. Bud p € Z prvocislo.

Pokud p nejde vyjddrit jako a® + b* (pro a,b € Z), pak je p prvocinitel v Z[i].
Pokud p = a® + b, pak jsou prvocinitele a & bi (a také jejich ndsobky jednotkams).
Vsechny prvocinitele v Z[i] jsou jednoho z téchto dvou tvari.

Priklad.
e 2=12+12 = 1+ je prvocinitel. Viimnéme si, ze 2 = —i(1 +1)>.
o 3#£a%+ b

e 5=2%1412 = 24 jsou prvocinitele.
Diikaz. Je-li a prvocinitel, pak je také @ prvoéinitel (protoze a = Sy < a = 37).

Bud nyn{ « € Z[i] prvocinitel, & = a + bi. Mame N(a) = a@, coz je rozklad na soucin
prvocinitelu. Pak mame dvé moznosti:
a) N(a) = p je prvocislo v Z. Pak p = a® + 1°.

b) N(a) neni prvocislo v Z, tedy N(«) = uv pro celd ¢éisla u,v > 1.

Tedy plati uv = a@ a z jednoznacnosti rozkladu v Z[i] dostavame buino ul|a, v||@. To pak
implikuje v = 7||a|u.

Tedy v = +u nebo +iu.

v = +iu zfejmé nemuze nastat (protoze u,v jsou celd, a tedy redlnd, cisla), a protoze
u,v > 1, nemuze nastat ani v = —u. Tedy nutné v = v a mdme N(a) = u?.

u musi byt néjaké prvoéislo p (jinak u = yz a y*2% = aq, coz by byl spor s jednoznacnosti
rozkladi).

Dostali jsme tedy, ze N(a) = p* a a||p. Navic kdyby p = ¢* + d?, pak «|(c + di)(c — di),
coz by byl spor s tim, ze « je prvocinitel.

Tedy jsme dokazali: Pokud je « prvocinitel, pak

a) @ = a + bi pro prvocislo p = a® + b* € Z, nebo

b) al|p pro prvocislo p € Z,p # % + d°.

Naopak mame:

Cuiceni. At B € Z[i]. Pokud N(B) = p je prvocislo v Z, pak 3 je prvocinitel v Z[i].
Tedy pokud p = a® + b?, pak o = a & bi m& normu N(a) = p, a tedy a je prvocinitel.
Kone¢né at je p prvocislo, p # a* + b%, a pro spor at p neni prvocinitel v Z[i], ¢ili
p = (c+di)(e+ fi) je jeho rozklad na soucin dvou neinvertibilnich prvkiu.

Pak p> = N(p) = N(c+ di)N(e+ fi), a tedy N(c+di) = p (protoze N(e + fi) # 1). To
ale znamend, ze c? + d* = p, coZ je spor. O

Ktera prvocisla jdou vyjadrit jako soucet dvou ctvercu?

Véta 2.2. a) Proocislo p € N jde vyjddrit jako p = a® + b%, prdvé kdyz p =2 nebo p =1
(mod 4).
b) Vsichni prvocinitele v Z[i] jsou (aZ na prendsobent jednotkamsi):

e peN,p=3 (mod 4),

e at+bi, kdep=a*+b*=1 (mod 4) pro a,b €N,

o 1+71.
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Diikaz. Staci dokazat prvni cast a).
,=" Cviceni (pouzij, ze 22 = 0,1 (mod 4)).
,<=“ Af p=1 (mod 4). Wilsonova véta 2.3 #kd, ze (p — 1)! = —1 (mod p). Méme tedy

p—1 =1 p—1 p=1(4) p—1 2
=1.2...0—— . (-1)7 - Y—=...2.1"= 1.2...T (mod p).

Tedy existuje x = (’%1)! takové, ze p | 22 +1 = (z +1)(x — 7). Kdyby p byl prvocinitel v
Z[i], pak p | x £ 1.

Ale z £1i = p(c+ di) = £1 = pd, coz je spor. Tedy p nenf prvocinitel v Z[i]. Lemma [2.1]
pak implikuje, ze p = a® + b. n
Zbyva tedy dokazat Wilsonovu vétu:

Véta 2.3 (Wilsonova). Pro prvoéislo p plati (p — 1) = —1 (mod p).
Pro slozené n > 4 plati (n — 1) =0 (mod n).

Diikaz. Dokazeme pouze prvni ¢ast pro liché prvocislo p (pro p = 2 plati zfejmé), druhou
nechame jako cviceni.

Polynom 2P~! — 1 nad télesem Z, md koreny 1,2,...,p — 1, takze se rovnd soucinu
prislusnych kotenovych ¢initelu

Pl —l=(z-1)(@-2)(z—(p-1)).
Porovnanim konstantnich ¢lenu vidime, ze (p—1)! = (=1)P"}(p—1)! = -1 (mod p). O

To byl ale zvlastni trik s Wilsonem! Nastésti se dd nahradit kvadratickymi zbytky: v
tvrzeni napiiklad popiseme, kdy p = a? + 2b%, coz charakterizuje prvocinitele v

Z[V=2].

2.2 Kvadratické zbytky

Definice. Bud p prvoéislo a a € Z. Pak a je kvadraticky zbytek modulo p, pokud existuje
b takové, ze a = b* (mod p); jinak je to kvadraticky nezbytek.
Definujeme také Legendreuv symbol:

1, pokud p {a a a je kvadraticky zbytek modulo p,
a
<—> =4 —1, pokud pfa a a je kvadraticky nezbytek modulo p,
b 0, pokud p | a.

Ztejmé plati nasledujici zakladni vlastnosti:

=b (mod p) = (%) = (%)
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° (%) = (‘]—;), pokud ¢ # 0 (mod p).
e V dukazu véty jsme dokazali, ze <’71> =1, pokud p =1 (mod 4).

Poznamenejme jesté, ze uvedena definice kvadratickych zbytku a nezbytku dava smysl i

modulo slozené ¢islo n, v takovém pripadé ale nepouzZivame znaceni (%) (protoze se takto

znaci Jacobiho symbol, viz sekci .

Véta 2.4. Bud p liché prvocislo a a € 7Z. Pak

(%) = 4" (mod p).

Diikaz. Pokud p | a, je tvrzeni ziejmé. At tedy p 1 a.
Bud g primitivni prvek modulo p, neboli generator multiplikativni grupy Zs,, neboli prvek
tddu p — 1 v Z;, neboli prvek takovy, ze

Z;:{1a27ap_1}:{90: 1791792’“.79;0—2}

(kde mocniny g* samoziejmé pocitame modulo p). Pro diikaz jeho existence viz prednasku
z Algebry nebo 3. kapitolu téchto skript.

Vsimnéme si, ze <§) = —1, protoze kdyby g = b* (mod p), pak bychom podle malé
Fermatovy véty méli g?/2 = =1 =1 (mod p), a tedy fad g by byl nejvyse 1.

Méme a = ¢g* (mod p) pro jednoznacné uréené 0 < k < p — 2. Protoze (%) = (9)7

p
mame
B ) ()
p D % =—1, pokud 21k.
Zaroven
p=1 k-1 | =1, pokud 2|k,
a2 =g 2 (mod p).
#1, pokud 2+¢tk,
Navic o™z je kofen polynomu z? — 1 nad télesem Z,, takze o' = +1 (mod p). Tedy

pokud a'z # 1 (mod p), pak a7 = —1 (mod p).

Dohromady vidime, ze pokud 2 | k, pak se leva i prava strana véty rovnaji 1. Pokud 2 1 k,
pak se obé strany rovnaji —1. O]

Disledek 2.5. <a—b> = (9) (9> pro a,b € 7.
p p p
Diikaz. Pomoci véty 2.4 nebo pifmo jako cviceni. O

Tvrzeni 2.6. Bud p liché prvocislo. Pak
—1 p—1 2 p2-1
_— ey —1 2 a —_ = —1 T’
(5) v (5) -

e —1 je kvadraticky zbytek modulo p < p =1 (mod 4),

cili
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e 2 je kvadraticky zbytek modulo p < p = +1 (mod 8).

Diikaz. Pro —1 je tvrzen{ jasné z véty [2.4]
Pro 2 pocitejme modulo p v Z[i], ¢ili

a+bi=c+di (modpZli]) & a=c (modp),b=d (mod p).

Kongruence modulo p v Z[i] budeme typicky znacit prosté jako (mod p).

Binomicka véta dava
(1+iP =1+ (]lj)i-f- <g>i2+---+ (pfl)#"lﬂp =1+ (mod p),
protoze p | (1]”) Zaroven

A+ = (1+i) (14077 = (1+0)(2)"
1 24

_ (140 B 4 )it <§) (mod p).

,_.

Budeme porovnavat pravé strany E?chto dvou 1kongruenci, k ¢emuz rozlisime dva piipady:
a)p=1 (mod 4). Pak## =i a iz = (—1)"7, tedy

1 4i=(14i)(-1) (%) (mod p).

Vynéasobenim 1 — ¢ dostaneme
-1 (2
2= 2(—1)1)Tl (—) (mod p),
p

coz plati uz jako kongruence v Z. Tedy (%) = )Tl (mod p). Na obou stranich

(—1
kongruence mame +1, takze nutné mame rovnost <%> =
b) p=—1 (mod 4). Pak ¥ = —ii"T =t = — (—1)107+1 a podobné se ukaze, ze

(2) = (-1 O

p

Klicovou vétou je zakon kvadratické reciprocity [2.13} Pro ruzné liché prvocisla p, ¢ plati

B

Ten si dokazeme casem.

2.3 Charaktery

P1i pocitani (%) jsme silné vyuzili to, Ze (1+1)2||2. Podobné pro dikaz kvadratické reci-

procity chceme néco, co splituje (néco)?||p. K tomu ndm poslouzi charaktery a Gaussovy
soucty.
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Definice. Multiplikativni charakter modulo n je grupovy homomorfismus
X:Z, = C".

Pozndmka. Pro a € Z;, mame a¥™ = 1, a tedy 1 = x(1) = x (a*™) = x(a)?™, takze
hodnota x(a) je ¢(n)-t4 odmocnina z jedné.

Definice. Bud m € N.

Prvky a € C takové, ze '™ = 1, jsou m-té odmocniny z 1, ¢ili ord(«) | m.

Prvky a € C tadu presné m jsou primitivni m-té odmocniny z 1, ¢ili ™ =1 a o™ # 1
pro vSechna 1 < n < m.

Vsimnéme si, ze plati:
® (= em je vzdy primitivni m-t4 odmocnina z 1.
e Vsechny m-té odmocniny z 1 tvoii cyklickou grupu fddu m, generovanou (napiiklad)
Cm-
Cwicend. « je primitivni m-t4 odmocnina z 1 < a = (% pro néjaké (a,m) = 1.
Priklad. 7% = {1,2,3,4}.
2 je primitivni prvek modulo 5 (a m4d tad 4), takze Zf = {2°,2' 2% 23}, Jak vypadaji
charaktery modulo 57

Pro charakter x mame x(2%) = (x(2))*, takze charakter je jednoznacné uréeny hodnotou

x(2), jez musi byt byt ¢tvrtou odmocninou z 1, protoze 1 = x(1) = (x(2))*.

Napiiklad volbou x(2) = ¢ dostaneme charakter x = x; takovy, ze

x(1) = 1,x(2) = i,x(3) = x(2)> = =i, x(4) = x(2)* = 1.

Vsechny charaktery modulo 5 pak jsou dané v této tabulce:

1 2 3 4
xXo=¢|1 1 1 1
X1 1 @+ —i -1
X2 1 -1 -1 1
X3 1 = ¢ -1

Vsimnéme si, ze yq(a) = (%) je Legendreuv symbol modulo 5!
Mezi charaktery plati ruzné vztahy, napiiklad

Xa(a) = x1(a)? nebo xi1(a) = x1(a)x2(a) = xs(a)
pro vSechna a.

Definice. Charaktery modulo n tvori grupu, kterou znac¢ime X (Z7).
Grupové operace jsou definované (pro vsechna a € Z) takto:
e Soucin: (x1x2)(a) := x1(a)xz(a).
e Jednotka: trividlni charakter e(a) := 1. Ostatni charaktery se nazyvaji netrividlni.

e Inverzni prvek: Y (a) := x(a).

Lemma 2.7. X(Z;) ~ Z, 1(+).
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Diikaz. Bud g € Z,, primitivni prvek, ¢ili mame grupovy izomorfismus
Zoy(-) ~ Ly (+)
g g
X je jednoznacéné urceny hodnotou x(g), coz je néjaka (p — 1)-ni odmocnina z 1, tedy
x(g) = ;3—1 pro n&jaké b=0,1,...,p — 2. Pak x,(¢/) = 27_1 pro kazdé j.
Ted zbyva jen ovéfit, Ze zobrazeni
X (Z;) — Zp,1
Xo b, kde xi(g9) = ¢4,

je izomorfismus: Surjektivita a injektivita jsou jasné.
K tomu, Ze jde o homomorfismus, staci ovérit toto: Oznacime-li x; charakter takovy, ze
xo(g?) = ng_l, pak plati xp - Xe = Xore (cviceni). H

Lemma 2.8. Bud n > 1,1 netrividlni charakter modulo n a b € Z*,b # 1. Pak

a)
S 6(@) =0, Y =(a) = (n).

a€Zy a€Z},
b)
o ox) =0, Y x(1)=e(n).
xEX(Z) XEX(Z3,)

Povsimnéme si, Ze ¢dsti a) a b) tohoto lemmatu déavaji vliastné doplitkové vlastnosti: ¢ast
a) urcuje, jak dopadne soucet vSech ruznych hodnot daného charakteru, zatimco Cast
b) udéva, co se stane, kdyz tutéz hodnotu dosadime do vsech moznych charakteru a
vysledky sec¢teme.

Cuiceni. Over, ze tyto vzorce funguji na prikladé charakteri modulo 5 uvedenych vyse.

Diikaz. a) Protoze 1 je netrividlni, existuje néjaké ¢ € Z takové, ze ¢ (c) # 1. Pak mame
{a €Z;} ={ac|a€Z}, atedy se rovnaji hodnoty {¢(a) | a € Z;} = {¢(ac) | a € Z}.

Tedy tyto mnoziny maji i stejné soucty

Y wla) = wlac) = () Y (),
takze
(¥(c)—1) Zw(a) = 0, a tudiz konecné Zw(a) =0.

Pro trividlni charakter € zfejmé mame > e(a) = > 1 = ¢(n), protoze v obou suméach
s¢itdme pres prave p(n) prvka ZF.

b) Protoze b # 1, existuje charakter n modulo n takovy, ze n(b) # 1 (cvicent; je-li n = p
prvocislo, tak staci brat n = x;). Tedy podobné jako v ¢dsti a) méme

d.ox= D ) =n0) Y x),

XEX(Z3,) XEX(Z3) XE€X(Z3)
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coz opét implikuje ZXeX(Z*) x(b) = 0, protoze n(b) # 1.

Konecné > vz X(1) = X cx@y 1 = [X(Z)]. Zbyvé tedy urcit, kolik je ruznych
charakteru modulo n. Je-li n prvocislo, zndme odpoved n — 1 = ¢(n) diky lemmatu .
Pro slozené n jde podobné jako v lemmatu dokazat, ze X(ZF) ~ Z:(-), je to ale o
néco slozitéjsi (tezké cviceni). O
Pozndmka. Vyuzili jsme obecného pozorovani, ze je-li G grupa a go € G, pak {g € G} =
{990 | g € G}.

Napiiklad takto taky .., ¢4 =0, protoze Y (¢ = > (i = > ¢o.

2.4 Gaussovy soucty

Definice. At x € X(Z?) je charakter modulo n. Gaussiv soucet charakteru x je

g(x) = > x(a)¢s, kde ¢, = e .

a€Z,

Vsimnéme si, ze ddva smysl scitat pres ZF, protoze (" = 1, takze hodnoty (% i x(a)
zévisejl jen na a (mod n).
Pokud n = p je prvocislo, pak

g&e)=> ¢=> ¢ -¢g=0-1=-1

aEZ; a€lyp

Tvrzeni 2.9. Bud x netrividlni charakter modulo prvocislo p. Pak |g(x)| = v/p-

g(x)g(x) = <Z X(ﬂf)@f) : (Z X(yl)cpy) = xley ™G,

kde scitdme pres uspoiddané dvojice (z,y) € Z; x Z;. Abychom tento soucet spocitali,
udélame vhodnou substituci.
Bud z = a2y~ !, ¢ili x = zy.
Méme (x,y) € Z x Z, prave kdyz (zy~',y) € Z x Z. Tedy muzeme scitat pies dvojice
(2, 9):
g9 = D xHEE =" x(z) )¢ | =9,
(2,9)E€Z XL 2€Ly, YyELY

Méame dvé moznosti pro hodnotu vnitini sumy:
a) z = 1. Pak (V" 7Y = ¢y = 1 pro vsechna y. Zaroven x(1) = 1, takze dostaneme
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b) z # 1. Pak z — 1 je invertibilni modulo p, takze {y(z —1) (mod p) | y € Z3} = Z3,.
Tudiz ptislusny ¢len v zavorce ve © je

2)- > Gr=x(2) - (-1) = —x(2).

a€Z;

Dohromady dostavame

V=p-1-) x(z)=p-1-(-1)=p,
z#1

protoze » ., X(z) = 0. O

Pripomenme, ze Legendreuv symbol (%) dava charakter

X:Zy,—{£l} cC

-3

Lemma [2.§ pak napiiklad implikuje (pro liché prvoéislo p), ze EaEZ < ) =0 (coz je ale
jasné, protoze zbytku je stejné jako nezbytku).

Definice. Bud p liché prvoéislo. Kvadraticky Gaussiv soucet je

5 ()

a€’Zy

Cp-

Jedna se tedy o Gaussuv soucet odpovidajici charakteru (5>

Lemma 2.10. Bud p liché prvocislo. Pak S = i pro néjaké r € R.

Formulace lemmatu mozna pusobi trochu zvlastné. Je dobré si rozrzllyslet, co tika v
zévislosti na p (mod 4): Pokud p = 1 (mod 4), pak 22 je sudé, ¢ili i"2 = £1 a lemma
iikd, ze S € R. Naopak pokud p =3 (mod 4), pak S € iR lez na imagindrni ose.

Dukaz. Rozlisime dva ptipady podle p (mod 4).

a) p=1 (mod 4). Pak (%) = 1 podle tvrzeni , a tedy (%) = (%“) a

(%) G+ (_7&) G = (%) (4G ER

protoze ¢, je komplexné sdruzené cislo k (7.
S je souéet takovychto vyrazu pro a = 1, ... takze S € R, coz sedi s tim, ze 5= e
sudé, cili ¢ ' eR.

b) p =3 (mod 4). Podobné mame (%1) = —1. Ted

(B)a+(Z)er=(2) G-gnem

Toto opét plati pro vSechna a, takze S € R, coz sedi. O

) 2 )
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Disledek 2.11. Bud’ p liché prvocislo. Pak S*> = (=L ) - p.
p

Diikaz. 7 tvrzeni vime, ze |S| = /p, tedy v lemmatu mame |r| = /p. Tedy
S = (—1)7 2= <;1) - p. O

p

Toto je obdoba vztahu 2 = —i - (1 +14)? z dikazu tvrzeni [2.6]
Dokonce se da ptimo urcit i S: Plati

g VP, pokudp=1 (mod 4)
iv/p, pokudp=3 (mod 4)

(zatimco my toto vime v obou piipadech az na =+).

2.5 Zakon reciprocity

Uz se kone¢né muzeme pustit do dikazu zakona reciprocity.

Véta 2.12 (Kvadratickd reciprocita). Budte p,q riznd lichd prvocisla. Potom

())-cr

K dukazu potiebujeme pracovat v okruhu
N
R=17Z[(,)] := {Zajc; | N € Ny, a; € Z} ,
j=0

kde stejné jako v celé sekci je p liché prvocislo a ¢, = /7.

Méme (% = 1, tedy ¢, je kofen x* — 1. Dokonce 2” —1 = (z —1)(z?~' +--- 4+ 1), a tedy ¢,
je kofen polynomu f(x) = 2P~ + ... + x + 1. Dokazme ted, ze f(z) je ireducibilni (coz
jesté obecnéji uvidime ve vétée :

Lemma 2.13. f(z) je ireducibilni, a tedy jde o minimdini polynom pro (,.

Dikaz. Uvazujme substituci z = y + 1. Pak

PR SRVt i Ll )L
r—1 Yy Yy

_ a1 (P2 p p
et (e (o) (1)

Vidime, ze p déli vSechny koeficienty (’]’) pro j = 1,...,p — 1 a p? nedéli konstantni
koeficient (pf 1). Takze jde o ireducibilni polynom podle Eisensteinova kritéria. m

Tvrzeni 2.14. Mdme

R=1Z[G) = {ao+ a1l + - +a, o(07? | a; € Z}

a0+...+ap_2<“£—2:0{:}@0:---:ap_220.
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deaz. Plati C}f*l = —C}f*z e ¢p— 1, atedy pro j > p—1 mame C;J; = —Cgfl - .=
¢~V Kazdy vyraz Z;'V:o a;¢) jde tedy postupné piepsat tak, ze zmizi viechny cleny
¢Jproj>p—1.

At ag+---+apo¢7~? = 0. Tedy polynom A(z) := ag+ a1z + - - - + a,_»2?~> ma koten (.
Tedy jde o ndsobek minimalniho polynomu f(x), jenz ale ma stupen p — 1. Takze musi
jit o nulovy nésobek A(z) =0- f(x) = 0. O
Definice. Podobné jako v diikazu tvrzeni[2.6)budeme potiebovat pocitat modulo wR, kdy
pro «, 5 € Riikdme, ze « = f (mod wR), pokudw délia—Fv R, ¢lidy € R: a—f = wy
(neboli & — 8 € wR, proto znaceni).

Dusledek 2.15. Méjme a,b,n € Z,n > 0. Pak a = b (mod nZ), prdvé kdyz a
(mod nR).

Dikaz. ,=“ Mame a — b = nc pro néjaké ¢ € Z. Zaroven taky ¢ € R, takze a = b
(mod nR).

,<=“ Af a —b=ny pronéaké vy € R,y = ag+ - - - + a,_(? 2. Tedy

Il
S

(nap —a+0b) +nar(p+--- + nctp,ggo’f2 =0,

pricemz vSechny koeficienty jsou zjevné v Z. Podle tvrzeni jsou tedy vsechny koefi-
cienty rovné 0, takze specialné nag —a + b = 0.
Mame tedy a — b = nag, kde ag € Z, ¢ili a = b (mod nZ), jak jsme chtéli. O

Uz se kone¢né muzeme pustit do dukazu kvadratické reciprocity!
Dikaz véty [2.12. Uvazujme kvadraticky Gaussuv soucet
a a
-2 ()e
a€’Zy

Spocitame S? modulo ¢R dvéma zpusoby:
a) Mdme S? =5 -57! a ddle

g—1
g1 = (52)"F B (i) T
p

Podle véty mame p% = <§> (mod ¢Z). Tato kongruence tedy také plati modulo
gqR podle dusledku [2.15] Dohromady dostavame

S1=9.(~1)FF (g) (mod ¢R).

b) Po roznasobeni (1 + - - - + )9 jsou vSechny koeficienty, vyjma téch u z{, délitelné g,
jak se dokéze indukei z binomické véty (cviceni). Tedy mod ¢R mame:
q

(50 -2z 5 e

a€Z a€’Zy a€’Zy a€Z

- (%) ';Z; (%) 2 = (Z%) 'gZ:; (g) G = (%) S (mod ¢R).
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Porovnanim a) a b) vidime, ze

uS =0 (mod ¢qR), kde u := (_1)%14%1 (2—?) — (g) ,
q p

Ziejmeé u = 0,2, —2, protoze jde o rozdil dvou ¢isel, jez jsou obé =£1.
My chceme dokdzat, ze v = 0, at tedy pro spor u = £2.

Pak 25 =0 (mod ¢R). Prvocislo ¢ = 2k + 1 je liché, takze

=—-2k-S=—-k-(25)=0 (mod ¢R).

Vyuzitim dusledku [2.11| pak méme (%1) p=252=5-0=0 (mod ¢qR), takze p = 0

(mod ¢R). Dusledek [2.15| pak implikuje p = 0 (mod ¢Z), coz je spor.

Tedy u = 0 a véta je dokazana. O]

2.6 Jacobiho symbol

Zakon kvadratické reciprocity se vyuziva k vypoctu Legendreova symbolu (%), kde

muzeme predpoklddat a < p. Abychom mohli pouzit reciprocitu, bud a = pf*---pi*

( ) ( ) o ( k)
p p p ’

Pak podle dusledku mame
staci tedy urcit (%) Je-li n¢jaké z prvocisel 2, pouzijeme tvrzeni .

Pro liché prvocislo p; ptislusny c¢len pomoci reciprocity prevedeme na vypocet (f) =

d »; v~ e o - -
<’%>, ¢imz si pomuzeme, protoze p; < a < p.

Opét muzeme b := p mod p; rozlozit na prvocisla atd. Postupné se ¢isla snizuji, takze
casem skoncéime a dostaneme vysledek.

Tento postup funguje, ale ma dva problémy:

Jednak se ndm potencialné vypocet hodné vétvi a narusta pocet pripadu, které uvazujeme.
Ale zejména je potieba rozkldadat na soucin prvocisel, coz je vypocetné velmi narocné!
Hodilo by se tedy postup vylepsit tak, aby nevyzadoval rozklad na prvocisla (¢imz by se
zéroven vyftesil i prvni z problému). To je mozné pomoci Jacobiho symbolu.

Definice. Méjme celé ¢islo a a liché prirozené cislo n. Jacobiho symbol (%) definujeme

G =)~ ()

kde n = ¢y --- qx je souéin (ne nutné ruznych) prvocisel a vyrazy na pravé strané jsou
Legendreovy symboly.
Také definujeme (%) =1.
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Pozor! (&) = (3) - () = (—1)(—1) =1, ale 2 = 2 (mod 15) nem4 FeSen.

Hodnota Jacobiho symbolu tedy muze byt 1 i pokud a je kvadraticky nezbytek modulo
slozené cislo n.

Véta 2.16 (Vlastnosti Jacobiho symbolu). Méjme celd ¢isla a,b € Z a lichd prirozend

o) =) G- ()= () (2):

a)

b)

d)

Jacobiho symbol tedy ma stejné zakladni vlastnosti jako Legendreuv symbol.

Vsimnéme si, ze diky posledni vlastnosti d) muzeme ,pfevracet Jacobiho symboly ve
vypoctu bez nutnosti faktorizovat! Potfebujeme jenom umét hledat rozklady tvaru a =
2¢ - b pro liché b, coz neni problém.

Dukaz casti a), b) je jasny. Ke zbytku se ndm bude hodit toto lemma:

Lemma 2.17. Af jsou ay,. .., a; lichd celd ¢isla. Pak:
_1 1 cean — 1
il T e (mod 2),
2 2 2
2 2 2
aj — 1 ap,—1  (ap---ap)® —1
- = d 8).
g +-- 4 S g (mod 8)

Diikaz. Cviceni. Dokaze se indukei podle k, k cemuz je klicem pripad

k=2:
CL16L2—1 a1—1 (1,2—1_(@1—1)(@2—].)

— — =0 d?2
2 2 2 2 (mod 2),
protoze 2 | a; — 1.
Druhy vztah podobné plati diky tomu, ze 8 | a? — 1. O

Diikaz véty[2.16]. At n=qy - - q, kde ¢; jsou lichd prvocisla (ne nutné ruznd).

c) (_71) T <_1) T gyt B BT gyl

qi

Vzoretek pro (2) se dokdze podobné (cvicen).

d) At m = p; -+ p, kde p; jsou lichd prvocisla.
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Pokud (n,m) # 1, pak p; = ¢; pro né&jaka i, j, a tedy (%) obsahuje (Z—?) =0a (%)
obsahuje (%) = 0. Obé strany d) se tedy v tomto piipadé rovnaji 0.
At déle (n,m) = 1. Mame

G =T1()- G =11 ().

Podle kvadratické reciprocity pro Legendreuv symbol vime, ze

-
() () = =0
s _Zp@ ! qﬂ—l (Zp12—1>,<;qj2—1)

@1]91 pl—l_q1 gx—1 _m—1 n—1
- 2 2 2 2
Tim jsme tedy dokazali, ze

(%) (%) =(-1)° = (_1)’"7—1%—1

a dukaz je hotov — pokud jsou m,n nesoudélnd, Jacobiho symboly jsou +1, takze jeden
z nich muzeme piehodit na druhou stranu rovnosti. O

Tedy

kde

(mod 2).

2.7 Aplikace

2.7.1 Solovay-Strassenuv test prvociselnosti

Je-li n slozené ¢islo, nemusi platit (%) =a"7 (mod n) (kdezto pro prvocislo to platit
musi). Obé strany této kongruence umime rychle pocitat (tu levou pomoci kvadratické
reciprocity), takze muzeme zkouSet ruzna a a testovat to, coz dava Solovay-Strassenuv
test prvociselnosti.

Je-li n slozené, tak vzdy existuje a, pro které plati (9) Za =N (mod n); dokonce vétsina
a (mod n) ma tuto vlastnost.

Tento test prvociselnosti je tedy pravdépodobnostni: pokud najdeme jediny protiptiklad
na (%) = a7 (mod n), tak vime, ze n je slozené. Naopak pokud vyzkousime dost
ruznych a, pak muzeme fict, Ze n je s vysokou pravdépodobnosti prvocislo.

Dokonce za predpokladu platnosti zobecnéné Riemannovy hypotézy jde takto sestavit
deterministicky polynomidlni test prvociselnosti.

Historicky byl tento test pomérné vyznamny, pozdéji ho ale zastinil Rabin-Milleruv test
(viz sekci [3.3)).

Pro vice detailli o tomto testu viz ¢lanek Keitha Conrada nebo bakalarku Sary Vyhnalové.
https://kconrad.math.uconn.edu/blurbs/ugradnumthy/solovaystrassen.pdf
https://is.cuni.cz/webapps/zzp/detail /209396 /


https://kconrad.math.uconn.edu/blurbs/ugradnumthy/solovaystrassen.pdf
https://is.cuni.cz/webapps/zzp/detail/209396/
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2.7.2 Prvoéisla tvaru a2 + 20

Pomoci Legendreovych symbolu muzeme rozsitit vétu 2.2 kterd popisovala prvocisla
tvaru a? + b2

Tvrzeni 2.18. Bud p € N prvoéislo. Pak p = a® + 2b* pro néjakd a,b € Z, prdvé kdyz
p=2nebop=1,3 (mod 8).

v~/

druhou nechame jako cviceni.

Okruh 7Z [\/—_2} je eukleidovsky, a proto i gaussovsky.
Stejné jako v lemmatu se dokdze: p = a® + 2b%, pravé kdyz p neni prvoéinitel v
Z[v=-2].

Predpokléddejme ted’ pro spor, ze p = 1,3 (mod 8) je prvocinitel v Z [v/=2].

Vypoctem s Legendreovymi symboly pro p = 1,3 (mod 8) dostaneme <’72) = (Ll) .

<1%> =1 (cviceni).

Tedy existuje x takové, ze x> = —2 (mod p), ¢ilip | 2> +2 = (x +vV=-2)(z — vV-2) v
Z[v=-2].

Podle predpokladu je p prvocislo v Z [\/—2], takze p | £ /—2. Tedy = £ /-2 =
p- (¢ + dyv/—2), odkud ale porovnanim imagindrnich ¢dsti dostaneme, ze +1 = pd, coz je
Spor. ]

Poznamenejme, Ze obecné se kolem zkoumani toho, kterd prvoéisla jsou tvaru a?+nb? pro
dané ptirozené ¢islo n rozvinula bohaté teorie. Pro seznameni se s ni doporucuji knizku
od Coxe nebo prednasku Kvadratické formy a tiidova télesa 1.

David A. Cox, Primes of the Form 2? + ny?: Fermat, Class Field Theory, and Complex
Multiplication, Wiley, 1989.

https://is.cuni.cz/studium /predmety/index.php?do=predmet&kod=NMAG455
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3. Prvociselnost a RSA

V této kapitole vyuzijeme strukturu Z; k testovani prvociselnosti a k sifrovani. Pripomeinme,
ze Bulerova funkce ¢(n) uddva pocet prirozenych éisel k, 1 < k < n, jez jsou nesoudélna
s n. Plati:

e o(n) = |Z|.
e p(n)=mn Hp‘n (1 - %), kde ndsobime pres vsechna prvocisla p, kterd déli n.

e EBulerova véta. a?™ =1 (mod n), pokud (a,n) = 1.

en=> dJn o(d), kde scitame ptes vSechna ptirozend ¢isla d, kterd déli n.

Fermatiiv test prvociselnosti. Bud a, N € N, (N,a) = 1. Pokud ™~ # 1 (mod N), pak
je N slozené.

Existuji ale Carmichaelova ¢isla, pro néz a
z nich je 561 = 3 - 11 - 17 (cviceni).

Z algebry uz zname:

Primitivnd proky. Bud p prvocislo. Pak Z5(-) ~ Z,_1(+) je cyklicka grupa, libovolny jeji
generator se nazyva primitivni prvek.

Jak to je se strukturou Z; pro slozené n?

N=1'=1 (mod N) plat{ pro viechna a. Nejmensi

Cinskd zbytkovd véta. 7, ~ Zpil XX Zka jako okruh, kde n = pi* - - - pi* a izomorfismus
je dany zobrazenim a — (a (mod p{'),...,a (mod pi*)).
Proto Z;, =~ Zre, X -+ X Lie, (cviceni).
1 k
Tedy staci urcit strukturu Z;., coz ted udéldme.
Napied si ale jesté pro tiplnost uvedme i dikaz existence primitivnich prvka modulo p.

Véta 3.1. Bud K téleso a G koneénd podgrupa multiplikativni grupy K*(-). Pak je G
cyklicka.

Specialné jde véta pouzit pro podgrupu Z; télesa Z,.

Diikaz. Bud n tad (= pocet prvku) grupy G. Podle Lagrangeovy véty pak fdd kazdého
prvku g € G délin. Prod | n bud 7(d) pocet prvki fadu d v G. Ziejmé pak n = >~ 7(d),
kde s¢itame pres vSechna prirozend cisla d, ktera déli n.

Chceme dokdzat, ze 7(d) < ¢(d) pro kazdé d | n, protoze pak n =3, 7(d) = >4, ¢(d),
takze dokonce 7(d) < ¢(d) pro kazdé d | n. Kazdy z 7(n) = ¢(n) prvku fadu rovného n
pak generuje G.

Pro spor tedy predpokladejme, ze 7(d) > ¢(d) pro néjaké d | n. Vyuzijeme toho, ze kazdy
prvek fadu d v G je kofenem polynomu z¢ — 1 nad télesem K.

Bud ¢ néjaky prvek fddu d. Pak i kazdy z d prvki cyklické grupy {¢' | 0 < i < d} ~ Zg4
je kotenem polynomu z¢ — 1 (nebot (¢%)¢ = (¢g?)" = 1¢ = 1).

32
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Ovsem cyklickd grupa Z,4 obsahuje pravé o(d) prvku fadu rovného d — jsou to presné g*
pro (i,d) = 1 (cviceni). Protoze 7(d) > ¢(d), musi v G lezet néjaky prvek h, ktery ma
také fad d, ale ktery nelezi v {g" | 0 <i < d} ~ Zg.

Dostali jsme, ze polynom z¢ — 1 nad télesem K m4 stupein d, ale aspoii d + 1 koient, a
sice ¢°, g%, ..., g% ', h, coz je spor. O

3.1 Valuace a mocniny
Jednim ze zdkladnich nastroju v teorii ¢isel jsou valuace.

Definice. Bud p prvocislo a n € Z. Pak v,(n) znadi nejvétsi j > 0 takové, ze p’ | n; jde
o p-valuaci ¢isla n. Zaroven definujeme v,(0) := oo.

Napiiklad tedy mame, ze n = [[p™ pro kazdé n € N. Jednd se sice formalné o ne-
koneény soucin, ale pokud p { n, pak v,(n) = 0 a pifslusny souéinitel p*»(™ = p° = 1
muzeme ignorovat.

Cwiceni. Zékladni vlastnosti valuaci jsou (pro prvocislo p a m,n € Z)
e multiplikativita: v,(mn) = v,(m) + v,(n),
e trojuhelnikova nerovnost: v,(m + n) > min(v,(m), v,(n)).

Pro piisti sekci si ted jesté pripravime dvé pomocnd tvrzeni.

Lemma 3.2.
a) v,(p° — a) = vy(a) pro kazdé s > 1,1 < a < p°.
b) v, (%)) = s — v,(k) pro kazdé s > 0,1 < k < p*.

Diikaz.
a) At a = p’b, kde j = v,(a) (tedy p 1 b). Protoze 1 < a < p*, mame j < s. Tedy
pP—a=p°—pb=p (p° I —b). Protoze ptp*~7 — b, dostavame v,(p* — a) = j.

‘ 5\ _ p’(p*=1)(p°=2)...(p°—(k—1))
b) Méme (%) = -~ 1?)2---(1@7156 :
Déle podle ¢ésti a) mame v,(p® — a) = vy(a) pro a = 1,2,...,k — 1, takze se ndm skoro
vSechny valuace ve zlomku odectou:

() = 0) 40l = 1) 0 = 2) e = (- 1)
— vy(1) —0p(2) — ... = vk = 1) — (k) = v, (p°) — vy(k).
O

Tvrzeni 3.3.
a) Bud' p liché prvoéislo a e > 2. Pak

(1+p)” " =1+p~1 (mod p°).

b) Al e > 3. Pak
2673

57 =1+2" (mod 29).
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Dikaz.
a) Podle binomické véty mame

e—2 e—2
(I+pP =1+p7p+ (p2 )p2 +ee (]];_2)1?”62-

Chceme: p° | (pek_ 2) p* pro Vk > 2, protoze pak na pravé strané kongruence zistanou jen
prvni dva ¢leny.

Lemma ) déva v, ((pelj)pk) = e—2—v,(k)+k. Aby toto bylo vétsi nez e, potfebujeme
k> wv,(k)+2.

At k=pil,ptl. Pak 2 +v,(k) =2+ jak > p’, cili chceme p/ > 2 + j. To se dokdze
snadno indukeci.

b) Dokéze se podobné jako ¢dst a) umocnénim rozkladu 5 = 1 + 4: cviceni. [

3.2 Multiplikativni grupa modulo p°

Bud p prvoécislo a e > 1. Pak
Zie| = (1) = (p = 1)p°".

Zéroven Z(+) == Z, 1(+). Jakd je struktura pro e > 27

Budeme casto pracovat s tadem prvku g v grupé GG. Pripomenme, zZe tim myslime nejmensi
prirozené cislo m takové, ze g™ = 1; ¢asto ho budeme znacit jako ord g.

Také kdyz budeme mluvit o Z; jako o grupé, myslime tim vzdy multiplikativni grupu
Z:(+). Naopak Z, myslime vzdy aditivn{ grupu Z,(+).

Lemma 3.4. a) Je-li p liché prvocislo, pak mnoZina

P={1+ap|0<a<p'} <Z.
tvori cyklickou podgrupu Z,., kterd md rdd p°~ ! a je generovand prokem 1+ p.
b) P:={1+4a|0<a < 2%} je cyklickd podgrupa Zs. vdadu 2% generovand prvkem 5.
Diikaz. a) Mame (1 4+ ap)(1 +bp) = 1+ (a + b+ abp)p € P, takze P je uzaviené na
nasobeni. P je tedy podgrupa diky ndsledujicimu cviéeni; jeji ¥dd je ziejme p°—t.
Cuic¢eni (z algebry). Bud G(-) koneénd grupa a P jeji podmnozina, ktera je uzaviend na
nasobeni. Pak je P podgrupa G.
Prvek 1 + p patif do P, takze ord(1 + p) | p~! podle Lagrangeovy véty. Z tvrzeni )
ale plyne, ze ord(1 + p) > p°~2. Tedy jedind moznost je ord(1 + p) = p*~!, takze 1 + p
generuje P.
b) Analogicky. O

Véta 3.5.
a) Je-li p liché prvocislo a e > 1, pak
ZZE(') ~ Zip1(+) X Lige—1 (+) = ZLp—1)pe-1 (+)

je cyklicka grupa.
b) Je-lie > 2, pak
Z;e() ~ Z2(+> X 226*2(+).

Toto nent cyklicka grupa, pokud e > 3.
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Diikaz. Druha ¢ast je o néco lehéi dokézat, takze s ni zacnéme.
b) Kazdy prvek v Z3. je kongruentni 1 nebo —1 (mod 4), a tedy jde vyjadfit jednoznaéné
jako

+1- (1 + 4a) pro néjaké 0 < a < 272
Podle ptredchoziho lemmatu [3.4p) je déle

P={14+4a]|0<a<2°?}={51j=0,...,2°% 1} < Z}..
Tedy kazdy prvek Zj. je tvaru (—1)?57 pro jednoznacné i = 0,1;5 =0,...,2°7% — 1.
Mame tedy zobrazeni
Lye — Ly X Lige—2
(=15 = (i,4),

coz je bijekce a zfejmé i homomorfismus.
Dokazme jesté, ze se nejednd o cyklickou grupu. Grupa Zs X Zge—2 obsahuje 3 prvky radu
2, a sice (1,0),(0,2°73), (1,2°73). Ale cyklickd grupa obsahuje maximdlné jeden prvek
fadu 2 (cviceni).
a) K dukazu prvni ¢édsti vyuzijeme nésledujictho lemmatu; nalezeny prvek u bude hrat
roli prvku —1 z dukazu predchozi ¢ésti.

Lemma. Ezistuje prvek u € Z;. takovy, Ze ord(u) =p — 1.
Diikaz. Bud g € Z primitivni prvek. Mame surjekci

7 Lye = Lp;a— a  (mod p).
Bud v € Zy. néjaky vzor g, tedy m(v) = g. Protoze p{ g, také p{ v, cili v € Z..
Bud k iad prvku v v Z:.. Pak v Z7 plati 1 = 7(v*) = (m(v))* = ¢*. Jelikoz g m4 Fad
p—1,tak p—1 1k, proto at k = (p—1)l. Pak prvek u = v! mafad k/l =p—1v Zne. O
Pripomerime, ze podle lemmatu [3.4h)

P={l+ap|0<a<p™}={1+p/|0<j<p}

Uvazujme nyni prvek u’ pro néjaké i = 1,...,p — 2. Tento prvek mé fad, ktery déli p — 1
a je ostte véts nez 1. Tedy ord(u') nenf mocninou p, takze u’ & P.
Podivejme se ted mnozinu

M={u'(l+py |i=0,....p—2j=0,....p° " =1} C Z.
, takze M = 7.

Jeji prvky jsou po dvou riuzné (cviceni) a jejich pocet je (p—1)p*~! = |Ze
a kazdy prvek Z. jde jednoznacné vyjadrit jako u’(1 4 p)’.
To dava hledany izomorfismus
Z;e _> Zp—l X Zpefl

u'(1+p) = (i, 7).
Navic podle ¢inské zbytkové véty je tato grupa izomorfni Z,_1ype-1. O]
Dusledek 3.6. Bud n > 2. Pak Z je cyklickd grupa, prdvé kdyz n = 2,4,p° 2p° pro
liché prvocislo p,e > 1.
Diikaz. Pouzijte CZV (cvicent). O

Nyni chceme vyuzit strukturu Z; ke zformulovani lepsiho testu prvociselnosti, nez je ten
Fermatuv.
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3.2* Alternativni dukaz existence primitivnich prvku

Tento ditkaz sepsal Martin Cech na zdkladé pfednasek Andrewa Granvillea (je psan asi
0 néco struénéji, nez jiné dukazy ve skriptech). Aspon v roce 2019/2020 nebyl tento
dukaz na prednésce ani nebude u zkousky. Na zkouskové pisemce ale piislusnou ¢ast véty
samoziejmé muzete dokazat i takto; stejné tak v pocetnich zkouskovych prikladech
muzete pripadné hledat primitivni prvky takto, pokud spravné zformulujete tvrzeni, kterd
pritom pouzivate.

Bud p liché prvocislo. Ukdzeme, Ze pokud a je primitivni prvek modulo p, pak bud a
nebo a + p je primitivni prvek modulo p?. Podobny dikaz navic funguje indukei i pro
libovolnou vyssi mocninu p.

Navic plati, ze pokud a je primitivni prvek modulo p?, pak a je primitivni prvek modulo
p’ pro véechna /.

Primitivni prvek modulo p?

Bud a primitivni prvek modulo liché prvoéislo p. Ukdzeme, ze bud a nebo a + p je
primitivni prvek modulo p?.
Jaky muze byt idd a modulo p?? Uréité to musi byt ndsobek p — 1. Navic a?~* = 1 + kp
(mod p?) pro néjaké k.
Pokud k # 0, pak

PV =1 +kp)=1+7rkp (mod p?),

coz muze byt = 1 jenom kdyZ p|r. Tim pddem pokud a?~! # 1 (mod p?), pak uz a je
primitivni prvek modulo p?.

Pokud a?~! =1 (mod p?), tj. f4d a modulo p* je presné p — 1, pak mizeme misto a vzit
a + p : to je taky primitivni prvek modulo p, takze jeho fad bude nasobek p — 1 a navic

(a+pP'=a"'+(p-1p=1+(p-1p (modp?),

tudiz ,nové k* pro tenhle prvek je p — 1 # 0 (mod p), a jeho tad je tedy podle dukazu
nahote p(p — 1) = p(p?).

Primitivni prvek modulo p’ pro ¢ >3

Necht a je primitivni prvek modulo p‘~!. Pak stejné jako nahote je bud a nebo a + p
primitivn{ prvek modulo p°.
R4d @ modulo p* je ndsobek ¢(p*~!) a mdme

a?® D =14 kp'™"  (mod p°),

takze
e = (1+kp"™ " =1+ rkp"™" (mod p°).

Vidime, ze pokud k # 0 vysledek je = 1 (mod p’) jen kdyz p|r, tj. fad bude aspon

p-e™h) = o(p").
Pokud k = 0, pak mtizeme stejné jako nahote nahradit a za a + p*~'.
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Primitivni prvek modulo p? je primitivni prvek modulo p’ pro
vSechna ¢ > 3

7 diikazu nahote vime, Ze a je primitivni prvek modulo p?, pokud a?~! = 1+kp (mod p?)
pro néjaké k # 0. Pro takové a mame

-1
a’ P = (1+pk) =1+ E (T>p"k” (mod pz).
n
n=1

Prvni ¢len v sumé je rpk a druhy je r(r—1)p?k?/2, takZze maji riznou p-valuaci, prvni ¢len
je navic = 0 (mod p*), pravé kdyz p*~!|r. Tim padem F4dd a je aspoii (p— 1)p*~t = ¢(p"),
takze a je primitivni prvek modulo p’.

3.3 Rabin-Milleruv test

Idea.
Bud p > 2 prvocislo, a € Z nesoudélné s p.
MFV: a?~! =1 (mod p).

Af p=2k+1,¢ili (a*)> =1 (mod p). Tedy a* je kofen polynomu z? — 1 nad télesem Z,.
2?2 — 1 mé praveé dva kofeny %1 (protoZe jsme nad télesem), takze a* =1, —1 (mod p).
Pokud je k sudé a a* =1 (mod p), miZeme pokracovat.

Obecnéji: At p — 1 = 2°m pro m liché.

Pak

™ =1 (modp)=a* "=1-1 (mod p).
Pokud je to —1, tak skoncfme. Jinak opét mame a* ™ = 1 (mod p), takze a® ™ je
kofen 22 — 1, a tedy a® "™ = +1 (mod p). Takto pokrac¢ujeme, dokud né&jaké a?™ = —1

(mod p), nebo nez dostaneme a™ =1 (mod p). Dokazali jsme tim nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 3.7. Bud p > 2 prvocislo, kde p — 1 = 2°m pro liché m. Pro kaZdé a € /n
mdme a™* = —1 (mod p) pro néjaké 0 < j < e nebo a™ =1 (mod p).

Definice. Bud N € N slozené liché, N — 1 = 2°m, m liché. Pokud pro 0 < a < N plati,
ze

— Il

©) am? = —1 (mod N) pro néjaké 0 < j < e, nebo
a™ (mod N),

nazyva se N silné pseudoprvocislo v bdzi a, neboli a je lhdr pro N.
Naopak, pokud a nespliuje podminku (©), nazyvé se a svédek slozenosti N.

Nékolik poznamek:
e N je (slabé) pseudoprvocislo v bazi a, pokud neplati uz MFV, ¢ili a¥~1 # 1
(mod N).

e Pokud je (a, N) > 1, pak je a vzdy svédek. Téchto soudélnych svédku ale muze byt
velmi malo.
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Rabin-Milleruv test prvociselnosti spoc¢iva v testovani, zda ruznd ¢isla a jsou svédci nebo
lh4ri: jakmile najdeme jednoho svédka, tak podle tvrzeni[3.7 vime, Ze N musi byt slozené.
Existuji ale svédci vzdy?

Naptiklad pro Fermatuv test prvociselnosti v pripadé Carmichaelovych ¢isel jsou jedinymi
svédky, pro které plati a¥~! £ 1 (mod N), &isla a soudélnd s N.

Pro Rabin-Milleruv test nastésti vzdy existuje dostatek svedku:

Véta 3.8. Bud N liché sloZené ¢islo. Pak pocet a,0 < a < N, takovijch, e N je silné
pseudoprvocislo v bazi a, je mensi nez % Tedy existuje alespon % svédkai.

Tuto vétu si dokazeme v sekci[3.5|poté, co napred vybudujeme teorii kolem mijeni involuci.

Staci tedy testovat dostate¢né mnoho ruznych (nezévislych) hodnot a. Otestujeme-li:

e 1 hodnotu ... pravdépodobnost(1haf)< %;

e 2 hodnoty ... pravdépodobnost(oba 1héfi)< 1;

° -
1
ok -

Dokonce sa da dokézat, ze pocet lharu je < i, viz skripta Alese Drapala [Dr, sekce 2.13]
— je to jen trochu technictéjsi.

Pomoci Bayesovy véty se pak da i odhadnout, ze pokud ¢islo N Rabin-Millerovym testem
k-krat uspésné proslo, pak je N prvocislo s pravdépodobnosti vétsi nez 1 — bgzl#.

e k hodnot ...pravdépodobnost(vsichni lhafi)<

Pro praktické kryptografické vyuziti je dulezité, ze pocitat mocniny a™ (mod N) umime
rychle. Zakladni myslenka je zaloZend na tom, Ze napied spocitdme hodnoty a? (mod N),
a* (mod N),a® (mod N),... postupnym umociiovanim na druhou. Cislo n potom vyjad-
ifme ve dvojkové soustave, takze k vypoctu a” (mod N) staci vynasobit piislusné hod-
noty a® (mod N).

Tyto vypocty navic jde zrychlit pouzitim rychlého ndsobeni (napfi.) zalozeného na diskrétni
Fourierové transformaci.

3.4 Mijeni involuci

Pijde o technicky nastroj uzitecny k dikazu spravnosti Rabin-Millerova testu.

Definice. Bud G(-) grupa, a,b € G. Prvek a miji prvek b, pokud a* # b a b® # a pro
vSechna i € Z.

Ziejmé a miji b, pravé kdyz b miji a (jde tedy o symetrickou relaci, jez ale napt. neni
tranzitivni ani reflexivni).
Jako prvni rozcevicku si rozmysleme toto lemma (které se ndm pozdéji bude hodit).

Lemma 3.9. Mé¢ime grupu G = A X B, kde A, B jsou koneéné grupy, a jeji prvek
(e, f) €qG.

Jestlize pocet proki a € A, jez miji e, je asporni a-|A| (pro néjaké o € R), pak pocet proki
g € G, jez miji (e, f), je aspon « - |G].

Diikaz. Mame |G| = |A| - |B| a staci si uvédomit, ze pokud a miji e, pak (a,b) miji (e, f)
pro viechna b € B (cviceni). O
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Definice. Bud G(-) grupa. Prvek a € G je involuce, pokud m4 tdd 2, ¢ili a # 1 a a* = 1.

Priklad. Zqx(+) ma pravé jednu involuci, a to prvek 2571,

Pozndmka. Je-li e involuce, pak a miji e, pravé kdyz a # 1 a e # a° pro vsechna i € Z.

Lemma 3.10. Bud G = G| x -+ x Gy. Rdd proku a = (ay,...,a;) v G je roven
nejmensimu spolecnému nasobku radu prvku aq, v G1, ag v Ga,. .., ar v Gy.

Diikaz. At d; je fad a; v grupé G; a d je fad prvku a v grupé G. Bud n = nsn(dy, . .., dy).
Pak a =1 pro kazdé i, a tedy a" = 1. Tedy d | n, protoze d je fad prvku a v G.

Naopak, pokud a? = 1, pak a¢ = 1 pro kazdé i, takze d; | d pro kazdé i, tedy n | d.
Dohromady dostavame d = n. O

Dusledek 3.11. Bud p prvocislo a ki, ..., k, prirozené éisla.
Prvek a = (ay,...,a,) € Zysy X -+ X Lyphe md Tdd p°, kde

s =max (k1 — v}(a1),... .k —vi(ay)) .

Tady pro c € Zyx pouZivime upravené znaceni:
e v3(c) := vy(c) je exponent p v prvociselném rozkladu cisla c € {1,2, . .. pF =1},
° v;(()) = v,(pF) = k.

Pripomenme, ze v,(a) je exponent p v prvociselném rozkladu ¢isla a € Z, kdezto v
dusledku jsme potiebovali pracovat s valuacemi prvki Z,:.
Nastésti plati

Cviceni. Pro a,b# 0 (mod p*) plat{
a) a="b (mod p*) = v,(a) = v,(b),
b) vi(ab) = vi(a) + vy (D).

Dikaz dusledku 311l Klicem je dokézat dusledek v piipadé r = 1.

Prvek a = 0 méd idd 1 = p°, coz sedf s tim, co chceme dokézat.

Meéjme prvek 0 # a € Zyr; at a = pb, kde v = v;(a) a b € Z;. Pak se oveéif, ze fad prvku
a v Zy. je rovny p*? (cvient).

Pro r > 1 pak podle lemmatu [3.10] a piipadu » = 1 vime, zZe fad a se rovna

nsn (pkl_”;(al), e ,pk*_”;(“’")) = p°. O
Tvrzeni 3.12. Méjme prirozend c¢isla ki, ks, ... k., kde r > 2.
Prvek e = (2871 ... 2671 je involuce v aditivni grupé G = Zigr, X -+ X Lok,

Pocet proku a € G, které miji e, je aspon %|G|

Diikaz. e # 0 a 2e = (2%,...,2%) = 0, takze e opravdu je involuce.

Popisme napted prvky a, které nemiji e. Trividlné to je a = 0; jinak at
ma = (may, ..., ma,) = e.

At m =275, kde 21 s (¢ili j = va(m)).

Prvek s2ia; = 2%~! pak md ¥ad 2 v Zg,. Dusledek aplikovany na tento prvek (a
r=1)dava 2 =2 tedy 1 = k; — vo(527a;).
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Odtud vidime, ze vy(a;) = k; — j — 1, takze opét podle dusledku je fad ord(a;) = 271,
Tedy vsechny prvky a; maji v Zqs, stejné fady 2771

Pro prvek a = 0 = (0,...,0) toto plat{ také: a; = 0 maji vSechny tad 1 = 2°. Tedy jsme
dokazali, ze pokud a nemiji e, pak vSechny a; maji stejny rad.

Snadno se oveéri, ze plati i opacnd implikace (cviceni). Takze

a miji e < ord(a;) # ord(a;) pro néjaké i # j.

Nyni potfebujeme udélat dolni odhad na pocet takovychto prvka pro r = 2, pfricemz
rozlisime dva piipady:

a) ky = ky = k. Pokud a je liché, pak ma tad 2*, zatimco sudé b méd idd < 281, Tedy
(a,b) i (b,a) miji e. Takovychto dvojic je

2k—1 . 2k—1 + Qk—l . 2k‘—1 — 22k—1 — 122]&‘ — 1|G|
liché sudé  sudé Tiché 2 2!

b) ki # ks, pricemz bino predpokladejme ky > k.
Pokud je a € Z3,, (¢ili a je liché), mé Fad 27, ale kazdy prvek b € Zge, ma fad < 27 < 2k,
Tedy viechny prvky {(a,b) | @ € Zi,,,b € Zyw,} miji € a je jich 2012k = 191,

2k19

At 7 > 3. Staci volit A = Zok, X Zoky, B = Zgky X =+ X Lok, a pouzit lemma [3.9] [

3.5 Pocet Rabin-Millerovych lharua

Nyni se muzeme vratit k Rabin-Millerovu testu. V dukazu klicové véty [3.8 pritom pouzijeme
jak mijeni involuci, tak struktury multiplikativnich grup Zj,.

Cwicend. Argument s * = 1 (mod p) v sekci [3.3|dokdzal, ze —1 je jedind involuce v Z(-).
Dokaz to pomoci Z;(+) == Zge X Zy(+), kde p — 1 = 2°m pro liché m.

Diikaz véty 3.8, At N —1=2°m,2{m.
Je-li 0 < a < N lhaf, pak nutné a*™ = 1 (mod N). Tedy a € Zy neni 1haf (Gili je
svedek), pokud
A) a nenf invertibilni, to jest a & Z%;, nebo
B) a € Z§ ma tad, ktery nedeéli 2°m.
Rozlisme dva hlavni ptipady:

1. N neni bezétvercové, neboli k = v,(N) > 2 pro néjaké prvocislo p (nutné liché).
Tedy N = p*s,p1s. Podle CZV mame

Ly = Lgp X Ls a Zy sz;ka:.

Spocteme prvky v jednotlivych piipadech:

A) V Z,. je p"~! neinvertibilnich prvka w. Pak (u,v) je neinvertibiln{ pro libovolné
v € Z, takZe mame asponl p*~!s neinvertibilnich prvki v Zy.

B) Pokud p déli ¥ad prvku a € Z%,, pak a spliuje B), protoze p { 2°m = N — 1, takze
neni mozné, aby p | ord(a) | 2°m. Pojdme tedy odhadnout pocet prvku, jejichz rad je
délitelny p.
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Podle véty [3.5] mame
L5 () 2 s () X Zy 1 ().

V Z,e-1(+) maji viechny nenulové prvky iad deélitelny p, je jich tedy p*~* — 1. Rad je
délitelny p po doplnéni ¢imkoli ze Z,_; (podle lemmatu , takze Z;k(-) ma aspon
(p*~' — 1)(p — 1) prvku radu délitelného p. Pripomenme, ze mame Zy =~ Zy X Zs, a
pojdme tedy tyto prvky Z;;k doplnit, abychom dostali prvky ze Zy.
Tyto prvky spolu s ¢imkoli ze Zg bud'to

e jsou neinvertibilni = zapoc¢itame do A (ale jde o jiné prvky, nez predtim) nebo

e jsou invertibilni = splnuji B.
Tedy mdme aspon (pF=* — 1)(p — 1)s dalsich prvka v Zy splitujicich A nebo B.

Dohromady to je aspon
s (T =) - 1)s = s —p+ 1)

svédki 7 celkem pFs prvki. Pocet Thafi je tedy < (p—1)s < ’% (tento odhad dokaz jako
cviceni; napovéda: vloz doprostied %)

2. N je bezétvercové, N = p; - --- - p,., kde p; jsou po 2 ruzna prvocisla. Dokazeme,

(N

ze Z}y obsahuje nejvyse ‘pT) lhaft: to staci, protoze prvky mimo Zj splauji A, takze

celkem bude lhéra < 2N < &
At p; — 1 = 2Fim;, 21 m;. Mame
Ly ~ Loy X - X Loy o Ly (-) =2 Lp,—1(+) = Lok, (+) X L, (+).

Tedy mame izomorfismus
Ly 2 Dgky X -+ X Liger X M, kde M = Zp, X + -+ X Lipy,..
Zajima nas podminka ™ = —1 (mod N), podivejme se tedy na a(—1) = a(N — 1) :
Prvn{ izomorfismus vyuzivajici CZV je dany
Ly =Ly X+ X Loy
t— (t (mod py),...,t (mod p,))
V ném tedy —1 — (—1,...,—1).

Déle uvazujme

Ly, == Ligk; X L,
—1md tdd 2 v Z;, a tedy jeji obraz v Zok; X Zy,, mé taky rad 2. Ale m; je liché, takze
neexistuje prvek rddu 2 v Z,,,, takze —1 se tam zobrazi na 0, coz je prvek fadu 1 (v Z,,,
totiz plati, ze 2p(—1) =0 = p(—1) = 0).
Aby tad v Zgk; X Zy,, byl rovny 2, musi se —1 v Zgk, zobrazit na prvek fadu 2. Ten je
jediny, a sice 257!, Tedy izomorfismus Z% = Zyk, X Ly, zobrazi —1 na (2%71,0).
Dohromady jsme dostali, ze

al(—1) = (271 2k 0) =: (u,0).

Vrafme se ted k podmince a™? = —1 (mod N); af a(a) = (v,¢), kde v € Zge, X - -+ X
szr,c e M.
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Pozorovdni. Pokud v miji involuci u v Zgk; X - -+ X Zok., pak a neni 1har.

Diikaz. Af pro spor je a lhaf.
a) Pokud a™ = 1 pro liché m, pak a m4 lichy fad. Ale jediny prvek lichého tddu v
Loy X +++ X Lok je 0, takze v = 0.

b) Pokud a™? = —1, pak méme a(—1) = (u,0) a a(a™?) = m2a(a) = (M2, m2ic).
Tedy u = m2/v.
Ani v jednom piipadé v neminulo wu. ]

Presné kvuli tomuto jsme si chystali tvrzeni [3.12]
Podle néj vime, ze pocet prvki v, jez miji u, je aspoit §|Zyw X -+ X Zor, |, takze podle
lemmatu pocet (v, ¢), jez miji (u,0), je aspon

L 1
§|Z2k1X-.-XZriXM|:§|Z";V|:()O(2 ) -

3.6 RSA

Sifrovaci systém RSA je zalozeny na umociiovani modulo slozené &fslo V.

Myslenka: Je tézké rozlozit N na soucin prvoéisel, a tedy i spocitat @(NV).

Hlavni priklad: N = pq, kde p, q jsou (velkd) prvocisla, takze ¢(N) = (p —1)(¢ — 1) =
pg+1—(p+q). Zname-li N, p(N), pak zndme také p+ ¢ a snadno spocteme p, ¢ (cviceni).
Tedy spocitéani p(N) je stejné tézké jako faktorizace N (na niz neni zndmy zadny poly-
nomidlni algoritmus; ¢isla se 300 ciframi v desitkové soustavé neumi rozlozit ani dnesni
superpocitace).

Zvolme d, e tak, aby a% = a (mod N) pro viechna a (zhruba de = ¢(N) + 1, ale trochu
to zpresnime za chvili). e a N zvetrejnime.

Sifrovani: Martin mi chce poslat zpréavu a € Zy. Zagifruje ji jako b := a¢ (mod N), coz
mi posle.

Desifrovani: Spoéitam b¢ (mod N) = a% = a v Zy, ¢im7z dostanu puvodni zpravu.
Finta: Podobné, jako je tézké spocist ¢(N), je i tézké ze znalosti N,e,b = a® spocitat
,diskrétni odmocninu® a ~ v/b (mod N).

de

Definice. Mnozina S(-,1) je monoid, pokud - je asociativni bindrni operace a 1 je jeji
neutralni prvek.

Monoid je tedy podobny grupé, az na to, ze nevyzadujeme existenci inverznich prvku.
Priklad. Zy(-,1) je monoid, ve kterém potiebujeme pocitat.

Definice. Exponent monoidu S(-,1) je (libovolné) m > 1 takové, ze z™*!
vSechna z € §.

= x pro

Zajima nés tedy exponent monoidu Zy (), typicky pro N = p; - - - p, (nejéastéji pror = 2).

Lemma 3.13. Af jsou p1,...,p. po dvou rizné liché prvocisla. Nejmensi mozny exponent
monoidu Ly, .., () jensn(py — 1,...,p, — 1).

Dikaz. Cviceni. O
RSA
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1. Zvol N = pq a spocti si m = nsn(p — 1,q — 1). Zvol d, e tak, ze de = 1 (mod m)
(pak de — 1 je exponent Zy(-)).

2. Zverejni ,vefejny klic“ (N, e). Schovej si ,soukromy klic“ (N, d).

3. Sifrovéan{: Chci sdélit a. Poslu b := a® (mod N).

4. Desifrovdn{: Dostanes b. Spocti b? = a?® = a v Zy(-).
Pro lepsi zapamatovéani: pismeno d je jako decryption (desifrovani) a e je za encryption
(zasifrovéni).
Jde ale také pro drobné zjednoduseni (tfeba pii ruénim poc¢itdni na cviceni) vzit prosté
©(N) misto m.

V praxi je dulezité volit prvocisla p, ¢ vhodné, aby neumoznovala ruzné utoky: napiriklad
je potieba, aby p — 1, ¢ — 1 nebyly souc¢inem jen malych prvocisel. Nebo je vhodné volit
p, ¢ zhruba stejné velkd — ale pokud je jejich rozdil piflis maly (napt. p —q < N'/4), pak
jde N rozlozit pomoci Fermatovy faktorizace.

Digitalni podpis pomoci RSA

RSA jde také pouzit k digitalnimu podpisu, tedy k dokladu toho, ze danou zpravu opravdu
napsala jeji uvedend autorka, napi. Zaneta. Je k tomu jen tieba, aby uz dopiedu byl
zvetejnény jeji vefejny kli¢ (u néjz se vi, ze je opravdu jeji).

Probihé to tak, ze Zaneta zpravu a umocni na svij soukromy kli¢, tedy spocte ¢ := a
(mod N) a vysledek zasle adresatovi spolecné se zprdvou a. Adresdt pak spoéitd c*
(mod N) a pokud mu vyjde a, tak vi, ze zprava je skutecné od Zanety. Pifpadny imitdtor
totiz nezna soukromou hodnotu d, takze by nemohl spravné spocist ¢ (bez znalosti fak-
torizace N).

d



4. Existence prvocisel

Existence prvocisel se tykaji dvé klicové tézké véty:

Véta 4.1 (Prvociselnd véta). Bud w(x) = pocet prvocisel <z (pro x € RY). Pak

kde log je prirozeny logaritmus.

Zhruba teceno, pravdépodobnost jevu, ze nahodné celé ¢islo n je prvocislo, je priblizné
1 1 1
logn  log10-log,,n 2,3 pocet cifer n’

Véta 4.2 (Dirichletova véta o aritmetické posloupnosti). Méjme a € N;b € Z, (a,b) = 1.
Pak existuje nekonecne mnoho prvocisel tvaru ax + b, x € N.

Oba dukazy z 19. stoleti vyuzivaji komplexni analyzu. D4 se ale pomérné elementarné
dokazat:

e Existuji ¢1,co > 0 takova, ze pro vSechna dostateéné velka x plati

z_ (2) < x
m(z) <c
log x 2logyc

&1

e Bertranduv postulat: pro kazdé prirozené ¢islo n > 2 existuje prvocislo p takové, ze

n<p<2n.

e Pro kazdé ptirozené cislo a existuje nekoneé¢né mnoho prvocisel p tvaru az + 1.
Prvni dvé tvrzeni jsou dokdzand ve skriptech Alese Drapala [Dr], my si jejich dukaz pouze
nazna¢ime (¢asem i sem moznd doplnim vsechny detaily).

Treti tvrzeni, coz je specialni piipad Dirichletovy véty, si dokazeme pomoci cykloto-
mickych (kruhovych) polynomu.

4.1 Cyklotomické polynomy

Zajima nas ireducibilni rozklad polynomu x™ — 1. Napiiklad uz vime, ze ¥ — 1 = (z —
1)(xp—1 + .o+ 1)_

27

Definice. Bud ¢, primitivni n-t4 odmocnina z 1 (jde volit ¢, = e ).
n-ty cyklotomicky (kruhovy) polynom definujeme jako

@)= [ (—¢.

1<a<n
(a,n)=1

kde nasobime pres vSechna a, ktera jsou nesoudélné s n

44



4.1. CYKLOTOMICKE POLYNOMY 45

Priklad. t,(x) = x — 1, protoze (; = 1.
to(x) = (x — (3) = x + 1, protoze (; = —1.
ty(z): Mame (4 = i, a tedy

ta(z) = (z — i)z — ) = (x — i) (xz + i) = 2° + 1.

Je-1i p prvocislo, pak

P —1
x—1"

ty(r) =P 2P 24 bl =

coz se dokaze ovérenim, ze polynomy nalevo i napravo maji stejny stupen p — 1 a stejné
koreny.

Tvrzeni 4.3.
a) deg(tn) = ¢(n).
b)
at—1= th(x),

d|n
kde ndsobime pres vsechna prirozend ¢isla d, kterd déli n.
c) ty(x) € Z[x] a jeho konstantni clen t,(0) = £1.

Priklad. Césti b) z tvrzeni muzeme vyhodné pouzit k tomu, abychom indukei pocitali
cyklotomické polynomy:
Napriklad zname-li uz

t(z) =2 — 1,ty(z) = 2+ 1, t3(x) = 2® + 2 + 1,

pak vime, ze
tltgtgt(j = .136 —1= (.I‘3 - 1)(1’3 + 1)7

pticemz tt3 = 2% — 1, takie
totg = 2° + 1= (z +1)(2* — 2 + 1),
cili konecné tg(r) = 22 — x + 1.
Diikaz. a) Ziejmé.
b) Kazdé (% pro 1 < a < n, je kofen ™ — 1, a tedy

" =1= 1] =-¢).

1<a<n

Rozdélime si ted rizné hodnoty a v soucinu podle jejich nejvétsiho spoleéného délitele s
n. Pro a bud d := (a,n), takze mame a = d - b, kde (b,2) =1 (cvicen).
Mame pak
b
Gr=Cl =T =

Tedy

= 1=TT IT @=¢ "= I1 II ¢ =Ttwat) = [t

dln 1<a<n din 1<b<n/d dn eln
(a,n)=d (byn/d)=1
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¢) Indukei podle n:
n=1:t(x)=x—1— ziejmé.

n>1: At ' '
to(x) = Zaix"(ai €C)a H ta(z) = ijxj.

dn,d<n
Podle IP vime, ze b; € Z a by = *1.
Mame
2" —1=[Jta(®) = (a0 + @z +...)(bo + bz +...),
d|n

takze muzeme porovnat koeficienty:

e —1 =agby = ay = £1.

o 0 =qpby + bpay = +a; = —apb; € Z.

°:

V kazdém dalsim kroku dostaneme a; € Z. O

Jeste zbyva dokazat ireducibilitu ¢, (z), coz udélame na zavér ve vété[d.11] K dikazu véty
[4.6] o aritmetickych posloupnostech ji ani nepotiebujeme.

4.2 Prvocisla kn + 1

Chceme dokazat, ze pro n € N existuje nekoneé¢né mnoho prvocisel tvaru kn + 1,k € N.
Myslenka: pokud p | t,(c) pro vhodné ¢, pak p =1 (mod n).

Lemma 4.4. Je-lix € R,z > 3, pak |t,(x)| > 1.

Diikaz. Z definice mame [t,(z)| = [(,,)=1 |z — C3|, takZe ndm staci dokazat [z — (| > 1.

Mame N
3<ae=|z-C)+¢| < lz—CGl+IG =]z -+ 1 u

Pozndmka. Dokonce staci z > 2 (pokud n > 2, cviceni).
Tvrzeni 4.5. Pro kazdé n € N existuje aspori jedno prvocislo p =1 (mod n).

Diikaz. Bud g(x) := [[4cp g ta(x), Cili t,(2) - g(x) = 2™ — 1.
ta(z) € Z[z] podle tvrzeni ), takze i g(x) € Z[z].

t, a g nemaji spoleény koten v C, takze jsou nesoudélné jako polynomy v Q|z], coz je euk-
leidovsky obor. Bézoutova véta pro Q[z]| pak implikuje, Ze existuji polynomy fo(z), ho(z) €
Q[z] takové, ze t,(x) - fo(z) + g(x) - ho(z) = 1. Muzeme vyndsobit fy, hy vhodnym
spole¢nym nasobkem jmenovatelu ¢ € Z tak, aby ¢ > 3, f(x) := cfo(z), h(x) := cho(x) €
Z[z]. Pak

(@) @) /(@) + g@)h(z) = c

je rovnost polynomu ze Z[z].

Uvazujme nyni ¢,(c). Mdme ¢ > 3, takze podle lemmatu [4.4] je |t,,(c)| > 1. Tedy existuje
prvocislo p takové, ze p | t,(c).

Pozorovdni. p=1 (mod n).
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Dikaz. p | t,(c) | ¢ —1,¢li ¢ =1 (mod p).
Bud d fad prvku c v Zy,. Pak nutné d | n; pro spor af d <n.Pak ¢? =1 (mod p), a tedy

plet— 1=t ] g(c).

eld

Zaroven p | t,(c), a tedy (V) po dosazeni x = ¢ implikuje p | c. Pak ale p | 1 (protoze
plct—1ap]|c), coz je spor.

Tedy rad prvku ¢ v Z; spliiuje d = n. Ovsem rad (Z;;) = p — 1, a tedy Lagrangeova véta
déva, ze n = ord(c) | ord (Z;j) =p—1. Tedy p=1 (mod n). ]

O
Véta 4.6. Bud n € N. Pak existuje nekonecné mnoho prvocisel tvarup = kn+1,k € N.

Diikaz. Uvazujme tvrzeni pro n,2n,3n,.... Vzdy existuje néjaké prvocislo, oznacme
j€ Dn,Dans Pan, - - - . Zaroven pj, > jn + 1, takze posloupnost {p;,};>1 jde do nekonecna.
Tudiz tato posloupnost obsahuje nekoneéné mnoho ruznych prvocisel. Pro kazdé z nich
ale mame p;, =1 (mod jn), takze p;, =1 (mod n). O

Pozndmka.

e Ve skutecnosti plati: Je-li p dost velké prvocislo takové, ze p | t,(a) pro néjaké
a, pak p = 1 (mod n). Uzce to souvisi s tim, jestli p zustane prvocislem v Z[(,],
pripadné jak se tam rozklada.

e Podobné se daji dokdzat dalsi specidlni ptipady Dirichletovy véty pouzitim p | f(a)
pro jiné polynomy f: jde o takzvané eukleidovské dukazy. Ale nejde takto dokazat
vSechny pripady, plati:

Dirichletova véta jde takto dokdzat pro p = m (mod n), pravé kdyz m? = 1
(mod n).

Viz bakalarka Martina Cecha

https://drive.google.com /file/d /1siGFFDJzCqR5cVCL2a_WapJTsWIt7rxY /

4.3 Cebysevuv odhad
Dokézeme si jen nejjednodussi z odhadu poctu prvocisel, a sice ze

m(n) <c-

pro néjaké ¢ > 1.
logn

Definice. Théta funkce je definovand jako

I(x) = Zlogp pro z € R,

p<w
kde sc¢itame pies prvocisla p < n.

Odhadneme 9¥(n) pomoci kombinac¢nich ¢isel a z toho pak odhadneme 7(n).


https://drive.google.com/file/d/1siGFFDJzCqR5cVCL2a_WapJTsWIt7rxY/
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Lemma 4.7. Pro k € Z,k > 0, mdme

92k 2% % + 1
< také < 9%k,
2k+1_(k> @ rare <k;>_

Dikaz. (2:) je nejveétsi z kombinacnich ¢isel (2;“) pro 0 < i < 2k (cviceni). Tedy

Pk (1 1) = (20k> N (21/<:> et (;’;) < (2k+1)- (2:)

Pro druhou nerovnost mame
2k +1 2k +1 2k +1 ok
9. — < QAL O
< k ) ( k ) - <k +1 ) N

Tvrzeni 4.8 (Cebysev). Pron € N mdme

Y(n) < n-log4, neboli Hp < 4"

p<n

Diikaz. Dokazeme druhou nerovnost, tu prvni pak dostaneme zlogaritmovanim.

Pro n = 1,2 je tvrzeni ziejmé. At ted n > 2, dokdzeme induke.

a) Plati-li tvrzeni pro n = 2k + 1 liché, pak plati i pro n + 1 = 2k + 2, protoze 2k + 2
neni prvocislo, takze se leva strana nezveétsi.

b) At ted n = 2k a nerovnost plati pro n a vsechna mens{ ¢isla; chceme nerovnost pro
2k + 1.

Rozdélme [],y;.,, p na soucin pies p < k + 1 (pro ktery pouzijeme IP) a pres k + 2 <
p <2k+1.

Mame (2’“;1) = %, a tedy kazdé p, které splauje k +2 < p < 2k + 1, déli citatel v
2k:+1)
k

prvni mocniné a nedéli jmenovatel. Tedy p | (

20
(L) 1C57) 2o
k+2<p<2k+1

H D= H » H p124k+1_4k:42k+1. 0

p<2k+1 p<k+1 k+2<p<2k+1

a také

Mame tedy

Véta 4.9. Euxistuje konstanta ¢ > 1 takovd, Ze m(n) < c-
3.54.

o - Jde volit ¢ = 2log4+% ~

lo

Diikaz. At n > 2, protoze jinak 7(n) = 0. Mame

nlog4[§8]19(n)2210gp2 Z log p > Z log\/ﬁZ%(ﬁ(n)—\/ﬁ)-logn,

p<n Vn<p<n Vn<p<n

kde posledni nerovnost plati proto, ze pocet s¢itancu na jeji levé strané je < nez pocet
prvocisel < n minus pocet vsech ¢isel < y/n.
Tedy

m(n) -logn < 2nlog4 + /n - logn.

Cvicen{ z analyzy: Plat{ \/n - logn < % -n pron > 2. Tedy

2
W(n)~logn<n~(210g4+—). O
e
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postulat, ze existuje prvocislo p, n < p < 2n — viz sekce 4.3, 4.4 skript Alese Drapala.

4.4 Ireducibilita cyklotomickych polynomu

Chceme dokazat, ze t,(z) je ireducibilni polynom v Q[z]. Z Algebry se ndm bude hodit:

Lemma 4.10 (Dusledek Gaussova lemmatu). At nekonstantni polynom f € Zlx] neni
ireducibilni v Q[x]. Pak f(x) nend ireducibilni v Z[x|, ¢ili existuji nekonstantni polynomy

g, h € Zx] takové, ze f(x) = g(z) - h(x).
Véta 4.11. Cyklotomicky polynom t,(x) € Z[z| je ireducibilni v Q[x] pro kazdé n > 1.

Diikaz. t,(z) € Z[x] podle tvrzeni 4.3 At pro spor je reducibilni, ¢ili t,(z) = g(z) - h(x),
pricemz diky Gaussovu lemmatu .10 muzeme predpoklddat, ze g, h € Z[z].

Bud ¢ néjakd primitivni n-t4 odmocnina z 1. Pak ( je kofen t,,, takZe biino at ¢ je kofen
g(x) a g je ireducibilni.

Bud p prvoéislo, p ¥ n. Checeme dokdzat, ze (P je také kofen g(x). Pro spor at neni. 7
je koten t,(x), takze (P je kofen h(x), a tedy ( je koten h(zP). Ale g(z) je minim&ln{
polynom pro ¢, tudiz g(x) | h(z?), at

h(z?) = g(x) - k() pro néjaké k € Z[x].

Mdme: Pro vsechny f(z) € Z,[z], f(x)? = f(aP).
Diikaz: (3" a;x%)" roznasobime podle multinomické véty, kde vsechny koeficienty jsou

delitelné p, az na > al - 2P = > a; - (2P)" = f(2P) (podobné jako v dikaze véty 2.12p)).

Uvazujme projekci modulo p:

T L~ Ly
ara (mod p).

Ta indukuje homomorfismus okruhu polynomu

Ty o Llx) — Zp[z]

Z a;x’ Z m(a;)x'.

T (9) (@) - 7 (F) () = ma(h) (2") = (w2 (h)(x))".
Bud a(z) € Z,[z] néjaky ireducibiln{ faktor 7,(g). Potom a(z) | m.(g) | m.(h)?, takze
a | m.(h), protoze a je ireducibilni. Ale pak

Mame tedy

a(2)? | mo(g) - ma(h) = mo(tn) | mo(a” = 1),
neboli polynom 7, (z" — 1) = 2™ — 1 ma nasobny koten v kofenovém rozsireni polynomu
a(z) nad télesem Z,, coz je spor s:

Tvrzeni 4.12. Bud T téleso charakteristiky p, kde p t n. Pak polynom z" — 1 nemd v T
ndsobné koreny.
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Toto tvrzeni dokazeme za chvili, az dokon¢ime dukaz véty.

Dostali jsme tedy spor, ¢ili (7 je koten g(x). Tedy jsme dokazali:
Pokud g € Z[x] je ireducibilni, ¢ je primitivnd n-td odmocnina z 1 a p{n, pak

g(¢) =0=g(¢") =0.

Ale (P je opét primitivni n-t4 odmocnina z 1, muzeme tedy volit dalsi prvocislo p’ (klidné
p=7p') adostat g ((p'p') =0, a tak déle.
Postupné dostaneme:

g (¢™) = 0 pro vsechna (m,n) = 1.

Tedy g ma za kofeny vSechny primitivni n-té odmocniny z 1 (protoze jsou to (%, kde
1 <a<mn,(a,n)=1). Ale ty jsou z definice viechny koteny t,, takze t, | g. Zaroven na
zacatku jsme g volili tak, ze g | t,, a proto g(x) = t,(x). Navic g je ireducibilni, a tedy i
t, je ireducibilni. O]

Zbyva dokazat tvrzeni [4.12}

Diikaz tvrzeni[£12. Uvazujme formdln{ derivaci polynomu f € T'[z], definovanou jako

(Z aixi>, = Z ja;xtt

(¢ili normalnim vzoreckem z analyzy pro derivaci polynomu). Splauje obvyklé vzorce pro
soucet a soucin, a tedy také:
At mé f(z) dvojndsobny koten a, ¢ili f(z) = (x — a)? - g(x). Pak

fl@)=2(x—a) g(z) +(x—a)’ g'() = (v —a) - [29(2) + (z — a)g(2)].

Tedy © —a | NSD(f, ).

Ale (z" — 1) = na" !, takze pokud n # 0 v Z, (¢ili p 1 n), pak jedind moznost pro
nasobny koten je a = 0. Ale 0 samoziejmé neni kofen f(z) = 2™ — 1. Tedy 2™ — 1 nema
nasobné koreny. ]



5. Pitklady

Skripta jsem dokonc¢oval zaroven s prednédskou v roce 2019/2020. Uvedu zde tedy i ¢asovy
prubéh prednédsky v tomto roce (ve kterém se bohuzel prezencné konaly jen prvni ti tydny
pred tim, nez koronavirus zaviel skoly) a ptiklady ze cviceni a domacich vkol.

Ke kapitolam 2—4 jsem nahral provizorni videokomentare ke skriptum, které jsou k dis-
pozici tady:

https: //www.youtube.com/channel /UCM06B3xDz-ywBK_QImai7rw/videos

5.1 Harmonogram semestru 2019/2020

19. 2. 1. Retézové zlomky: tvod, grupa feseni Pellovy rovnice, aproximace redlnych
¢isel (pred vétu 1.2)

26. 2. Dirichletova véta o aproximaci, existence feseni Pellovy rovnice, fetézové zlomky a
fetézové polynomy (do konce sekce 1.4)

4. 3. Sblizené zlomky, definice dobré aproximace, sblizené zlomky davaji dobré aproxi-

mace (do konce sekce 1.6)

11. 3. periodické fetézové zlomky, aplikace na Pellovu rovnici (sekce 1.7, 1.8). 2. Charak-
tery a kvadraticka reciprocita: gaussovska celd ¢isla, prvocinitele v Z[i] (sekce
2.1 po dukaz lemmatu 2.1 vcetné)

18. 3. prvocisla tvaru a? + b%, kvadratické zbytky (sekce 2.1, 2.2)
25. 3. charaktery (sekce 2.3)
1. 4. gaussovy soucty a okruh Z[(,] (sekce 2.4 a 2.5 po dusledek 2.15 véetné)
8. 4. diikaz reciprocity, Jacobiho symbol, aplikace na p = a*+ 2b? (dokonéeni kapitoly 2)
15. 4. 3. Faktorizace a prvociselnost: uvod, valuace a struktura multiplikativnich grup
Zy. (od zacatku kapitoly 3 do konce sekce 3.2, bez dikazu véty 3.1)
22. 4. Rabin-Milleruv test, mijeni involuci (sekce 3.3, 3.4)

29. 4. pro¢ Rabin-Milleruv test funguje, RSA (sekce 3.5, 3.6)

6. 5. 4. Existence prvocisel: Cyklotomické polynomy, specidlni piipad véty o prvocislech
v aritmetické posloupnosti (od zacatku kapitoly 4 do konce sekce 4.2)

13. 5. naznak Cebysevovych odhadii, ireducibilita cyklotomickych polynomi (sekce 4.3,
4.4)
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5.2 Zkouska

Zkousky v roce 2019/2020 probihaly takto:

Zkouska je pisemnd s nékolika teoretickymi i pocetnimi otdzkami pokryvajicimi latku
probranou na prednéSce a cvic¢eni. Pisemka je na 90 minut, smi se u ni pouzivat (ne
prehnané inteligentni) kalkulacky.

Po pisemce muze nasledovat ustni dozkouseni, zejména v pripadé distanéniho konéani
zkousky (nebo pii nejasnostech v prezenéni pisemce nebo hraniénim poctu bodu).
Material ze skript, ktery nezkousim: dukaz tvrzeni 1.12, ditkkaz druhé implikace ve vétée
1.13, dukaz lemmatu 2.8b (zkouSim jen pro m = p prvocislo), sekci 2.7, dukaz véty 3.1,
alternativni sekci 3.2*, dukazy v sekci 4.4.

Zapocet neni potieba ke konani zkousky:.

K ziskdni zapoctu bude treba tispésné vytesit 4 sady domécich tkolu (zadanych na
cvicenich). Po dohodé s cvicici je mozné i opravné ziskani zapoctu za vyreseni vétsiho
mnozstvi ukolu po terminu.

Dalsi pisemky se od této vzorové (samoziejmeé!) 1isi. Napiiklad v tom, ze kterych sekei
jsou dukazy, resp. pocetni piiklady, nebo muze byt vic otdzek na 1. kapitolu atd.

Jinak upozornuji, ze otazky do pisemky céstecné losuji, takze to, ze se napi. néjaky
dukaz uz objevil ve vzorové pisemce nebo v diivéjsim terminu nic nefikd o tom, jestli se
(ne)objevi znovu.

5.2.1 Vzorova pisemka (z pfedterminu)

13. kvétna 2020
90 minut

1. (5 bodu) Definuj Jacobiho symbol a zformuluj zakon kvadratické reciprocity pro
Jacobiho symboly.

2. (5 bodu) Pro prvoéislo p (ne nutné liché) a prirozené ¢islo k popis strukturu grupy
Z;k ()

3. (10 bodu) Najdi retézovy zlomek a vSechny dobré aproximace ¢isla

4. (248 bodu)
a) Definuj mijeni prvku v grupé G(-).

58
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b) Najdi vSechny prvky grupy Zso(+), které miji prvek 4.
5. (10 bodi) Bud p liché prvocislo. Dokaz, ze p =1 (mod 4), pravé kdyz p = a* + b?
pro néjaka cela cisla a, b.

6. (10 bodu) Bud n piirozené ¢islo. Dokaz, ze existuje aspon jedno prvocislo p = 1
(mod n).

Informace

V tlohéach 1., 2. neni potfeba nic dokazovat. V pocetnich prikladech 3., 4. muzes pouzivat
tvrzeni z predndsky (a cviceni), pokud je zformulujes. V dukazech 5., 6. muzes pouzivat
vechna predchazejici tvrzeni z prednasky, pokud je zformulujes. (,,Tvrzeni“ samoziejmé
zahrnuji i lemmata, véty, atd.)

Pokud si nééim nejsi jisty, radsi se zeptej!
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Maximalné jde ziskat 50 bodu, z toho na 1, 2, resp. 3 bude urcité stacit 44, 36, resp. 28
bodu, mozna i méné: presné hranice uréim podle obtiznosti pisemky.

5.3 Cviceni

vvvvvv

zejména Martina Cecha a Martina Zurava); k nékterym pifkladiim jsou hinty a Fesenf
na jeji strance

https://sites.google.com /view/zanetasemanisinova /teoriecisel19

Ulohy s nekladnym poradovym ¢islem byly vytesené jako vzorové piiklady (na tabuli).
Ulohy s ! je doporucené tesit prednostné.

Ulohy s * jsou ndroc¢néjsi.

5.3.1 Cviceni 1

18.2. a 20.2.2020

0. Dokazte Cauchyho vétu: Necht 7 < 5 jsou sousedni polozky seznamu F),. Pak
bc —ad = 1.

1. ! Najdéte posloupnost Fareyho zlomku radu 6. Jaké vlastnosti méa posloupnost jejich
jmenovatelu?

2. ! Urcete pocet Fareyho zlomku tadu n.

3. ! Dokazte, Ze pro libovolné dva zlomky 7 < 5 je < —¢ > 3 1 . Ukazte, ze pro sousedni
Fareyho zlomky nastava rovnost. * Plati opacnd imphkace7

4. Ukazte, ze posloupnost jmenovatelu prvku F,, tvoii palindrom.

5. ! Pomoci Fareyho zlomku dokazte Dirichletovu vétu: Necht’ a € R\ Q. Pak
existuje nekone¢né mnoho zlomku 2 takovych ze o — —| <z

6. ! Vyjadiete néasledujici konecné retezove zlomky jako racwnalnl cisla:

(a) [3,5,8];
()[1234]

(c) [2,5,1,7].
7. ! Spoctéte tetézové zlomky pro néasledujici racionalni ¢isla:

(a) 3;
(b) 2;

7

415
(c) S5

n

8. V zavislosti na n urcete, jakému raciondlnimu ¢islu se rovné zlomek [0, 1,1, ..., 1].
9. Rozmyslete si nasledujici rekurentni vztahy pro koneéné fetézové zlomky:

(a> [CL076L1, ...76Ln] =ag+ [ah ...,an]’l;
) o = o 2]

(¢) [ao, a1, ..., an] = [ag, ey Q1 [, ...,anH pro kazdé 0 < k < n.


https://sites.google.com/view/zanetasemanisinova/teoriecisel19
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10. * Predpokladajte, ze znéte fetézovy zlomek pro prvek %’ Fareyho posloupnosti F7j.
Vyjadiete pomoci néj fetézové zlomky sousednich prvku.

11. * Dokazte, ze délka posloupnosti F;, spliuje

7y = % <3+Zu(d) @2) _ %(n—i—fﬂ)n— S

kde p(d) je Mobiova funkce, kterd je definovana pro kazdé n € N ndsledovné:

e u(n) = 1, pokud n je bezétvercové se sudym poétem prvoéiselnych délitelt;

u(
e u(n) = —1, pokud n je bezétvercové s lichym poétem prvoéiselnych délitelt;
o

n) = 0, pokud n je délitelné druhou mocninou néjakého prvocisla.

5.3.2 Cviceni 2

25.2. a 27.2.2020
-2. Najdéte fetézovy zlomek éfsla v/2.
-1. Urcete, jakému realnému cislu odpovida zlomek [2, m]
0. Necht k € N. Urcete, cemu se rovné [k, 1, 2k].
1. ! Urcete retézové zlomky a prvnf tii sblizené zlomky ¢isla /n pro n = 3,11, 13.
2. Najdéte tetézovy zlomek zlatého Tezu ¢ = %ﬁ
3

. 1 K zadanému periodickému retézovému zlomku urcete ptislusné realné cislo:
(a) [1,3,3];
(b) [1,6.9];
(c) [L.I,1,2].
4. ! Necht k € N. Urcete, ¢emu se rovna:
(a) [K];
(b) [1.2,k].

5. Najdéte n-ty sblizeny zlomek ke #VEH1 1y

(a) k=1;
(b) * obecné k.

6. Necht k& € N. Vyjadiete VA2 +1 a vk —1 (pro k > 1) jako nekoneéné fetézové
zlomky.

7. * Ukazte, ze pokud je tetézovy zlomek cisla v € R\ Q od jistého mista periodicky,
pak je « algebraické cislo stupné 2.

8. * Pokud D € N neni ¢tverec, pak je fetézovy zlomek ¢isla v/D od jistého mista
periodicky (muzete taky zkusit ukézat). Af v/ D = H\/EJ ,m]. Ukazte:

(a) Pokud [ =1, a; = 2- L\/EJ
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(b) Pokud [ =2, ay =2 L\/EJ
(c) Pokud I =3, a1 =ayaa3=2- L\/EJ

(d) Pro obecné [ ukazte, ze plati a; =a;_; proi=1,...l—laaq =2- {\/EJ

5.3.3 Cviceni 3

3.3. a 5.3.2020
-2. Reste rovnici 22 —2y? = 1 v Z? a najdéte alespon dvé konkrétni fesen (z, ) takové,
zex >0,y > 0.
-1. Ukazte, Ze rovnice 22 — 3y? = —1 nem4 v Z? feseni.
0. Reste rovnici 2% — 41y = +1 v Z2.
1. 'V Z? feste rovnice:
(a) 2% = 3y* = 15
(b) 22 —5y* = 1.

2. 'Ukazte, Ze rovnice 22 — 7Ty? = —4 nem4 v Z? feSeni.

3. Ovéite, Ze mnozina viech feseni Pellovy rovnice 22 — my? = 1 tvoi{ grupu.

4. Dokaizte, ze pokud (z,y) je fesenim Pellovy rovnice 22 — my? = 1, pak x + y/m >
l <= z,y > 0.

5. Necht B € Z, m € N,/m ¢ Q. Dokazte, Ze pokud m4 zobecnéna Pellova rovnice
2?2 — my? = B alespoii jedno feseni, potom ma nekoneéné mnoho feSeni.

6. Najdéte alespon ¢tyii feSeni (z,y), x > 0, y > 0 rovnice 2% — 3y* = —2 v Z2.
Véta: Necht m € N,y/m ¢ N. Necht | € N je miniméln{ takové, ze /m =
[ao, a1, ..., —1, 2a0] . Oznacme E2 n-ty sblizeny zlomek cisla N

(a) Pokud je [ sudé, tak rovnice z2—my? = —1 nemd feseni (z,y) € Z* a miniméln{
feseni (z,y) rovnice 22 — my? = 1 je rovné (p_1, q_1)-

(b) Pokud je [ liché, tak minim&ln{ feseni rovnice z2—my? = —1 jerovné (p;_1, 1)
a minimdln{ feSen{ rovnice 2 — my? = 1 je rovné (py_1, qu_1). Navic plati, Ze
pai-1 + qu-1v/m = (pi—1 + q-1v/m)*.

7. V'V Z? feste rovnice:

(a) 22 — 23y? = +1;
(b) z? — 13y* = +1.
8. V Z? feste rovnice:
(a) 22 —29y? = +1;
(b) 2 — 61y? = +1.
9. * Bud m € N, /m € Q. Piedpoklddejme, Ze rovnice 2> — my? = —1 m4 TeSeni.

Bud a + by/m, a,b > 0, minimaln{ feSeni. Dokazte, Ze pak +(a + by/m)*, k € Z,
d4va vechna feseni rovnice 2% — my? = +1.
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5.3.4 Cviceni 4
9.3.-15.3.2020
-2. Najdéte vSechny dobré aproximace cisel % a g
-1. Urcete, cemu se rovna:
(a) 355
(b) N(4+ 3i);
(c) 7—8i.
0. V Z[i] rozlozte na prvocinitele ¢isla 7 a 5 + .
1. ! Najdéte vSsechny dobré aproximace ¢isel 13—0 a %.
2. Necht n € N, a € R, {a} # 0,5, n > o > 0. Nechf a = [ag,a1,...] an—a =
[bo, b1, ...]. Ukazte, ze pak plati:
(a) bp =n—ag—1;
(b) a1 =1 <= {a} e (},1) <= b >2;
(c) £ je dobrd aproximace a <= n — % je dobrd aproximace n — a.
3. ! Urcete vSechny dobré aproximace ¢&fsla o € R, pokud {a} = 0, nebo {a} = 3.
4. Necht n > 0 a necht Ee je n-ty sblizeny zlomek ¢isla a € R\ Z, @ > 0. Pak kazdy
jiny zlomek § s jmenovatelem ¢, 0 < q < ¢y, spliiuje, ze ’04 — § > ‘a — 2—: )
5. * Ukazte, ze jeden z libovolnych dvou po sobé jdoucich sblizenych zlomku ¢isla
_ 1
a > 0 splnuje ’oz — g’ < gz
6. * Ukazte, ze pokud {a} > %, pak sblizené zlomky Z—:,n > 1, jsou vSechny dobré
aproximace .
7. ! Ukazte, ze pro libovolné «, 8 € Z[i| plati N(« - §) = N(«) - N(5).
8. ! Ukazte, ze prvek o € Z[i] je invertibilni pravé tehdy, kdyz N(a) = 1. Najdéte
viechny invertibilné prvky v Z][i].
9. ! Ukazte, ze pokud je N(«a) prvocislo, pak je a prvocinitel v Z[i].
10. 'V Z[i] plati 5 = (1 4 2i)(1 — 2i) = (2+¢)(2 — 7). Rozmyslete si, pro¢ to neni spor
s tim, ze Z[i] je gaussovsky obor.
11. Ukazte, ze « je prvocinitel v Z[i] pravé tehdy, kdyz @ je prvocinitel.
12. Ukazte, ze pro n € Z a a + bi € Z[i] plati, ze n|(a + bi) <= n|a a n|b.
13. ! V Z][i] rozlozte na prvocinitele ¢isla 15, 12 + 217 a 3 + 214.
14. 'V Z[i] urcete NSD(12 + 211, 3 + 211):
(a) z rozkladu na prvocinitele;
(b) pomoci Euklidova algoritmu a urcete Bézoutovy koeficienty.
15. Popiste, které ¢isla v Z[i] jsou délitelné 1 + i.
5.3.5 Cviceni 5

16.3.-22.3.2020
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-2. 'V 72 feste rovnici 22 + 1 = 9°.

-1. Dokazte, ze obor Z [\/ﬂ je euklidovsky.
0. V Z3 feste rovnici 22 + y? = 2%
1. ! V Z? feste rovnici 2% + 1 = o3,
2. ! Dokazte, ze obor Z [\/—_2} je euklidovsky.
3. ! Najdéte vsechny jednotky (¢ili invertibilni prvky) v oboru:
(a) Z[v-2],
(b) Z[v2],
(c) Z[V79],
(d) Z [V58].
4. V 73 teste rovnici 22 + y? = 23 pro x, y nesoudélna.
5. * V 72 feste rovnici 22 + 4 = ¢

6. * V Z2 feste rovnici 22 — 2 = 3.

Poznamka: Rovnice 1 = a®+3a?b+ 6ab* + 2b* ma v Z? jediné fesen{ (a,b) = (1,0).
* 'V Z2 feste rovnici 22 — 1 = 93,

*Bud R =2 |55 =7 |,

x N

(a) Dokazte, ze R je euklidovsky.
(b) Urcete vSechny invertibilni prvky v R.
(c) V Z? feste rovnici 2% + 3 = y3.

5.3.6 Cviceni 6

23.3.-29.3.2020
-2. Najdéte vSechny kvadratické zbytky modulo n, kde n =4, 7.

-1. Urcete hodnotu vyrazu

(a) (3),

() (),
() (3),
(d) (51)-
0. V zavislosti na prvocisle p urcete hodnotu vyrazu (%)
1. ! Najdéte vSechny kvadratické zbytky modulo n, kde n = 8,9 a 17.
2. Bez pouziti kvadratické reciprocity spoctéte (ﬁ) a (%)
3. ! Urcete hodnotu vyrazu

a) ()
b) (56):
¢) (51)-

wl@
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Ukazte, ze pokud 3|a? + b, pak 3|a a 3|b.

! V zavislosti na prvocisle p uréete hodnotu vyrazu (%) a <%)

Ukazte, Ze rovnice 22 + y?> = 82 + 6 nemd 7adné celociselné feseni. Najdéte dalsf
rovnici o tfech neznamych, ktera nemaé zadné celociselné reseni.

Najdéte vSechna prvocisla p, pro které plati: Pokud je x kvadraticky zbytek modulo
p, pak je i —x kvadraticky zbytek modulo p.

* Ukazte, ze pokud p > 3 je prvocislo, pak p déli soucet vsech kvadratickych zbytku
modulo p.

* Bud p prvocislo, a € Z}, b € Z. Ukaite, ze St <%> =0

* Bud p liché prvoéislo a 0, a4, ..., a pot vSechny kvadratické zbytky modulo p. Kolik
z ¢isel ay + 1, ...,ap—1 + 1 jsou taky kvadratické zbytky modulo p?
2

5.3.7 Cviceni 7
30.3.-3.4.2020

-2.
-1.

Najdéte vSsechny generatory grupy Zis.
Najdéte néjaky netrivialni homomorfismus nésledujicich grup, nebo ukazte, ze zadny
neexistuje:

(a) Ze Zs do Zsg.
(b) Ze Z5 do Zs.

Rozhodnéte, zda jsou nasledujici grupy cyklické a pokud ano, najdéte v nich pri-
mitivni prvek:

(a> Z){b
(b) Zg.

1. ! Ukazte, ze pro libovolné n je grupa 7Z, cyklicka.

Rozmyslete si néasledujici fakty o generatorech grup Z,:

(a) ! Najdéte vsechny generatory grupy Zs.

(b) Které prvky Z, nemohou generovat celou grupu Z,?

(c) Popiste vsechny generdtory grupy Z,. (Hint: Bézoutovy koeficienty)
Rozhodnéte, zda jsou néasledujici zobrazeni homomorfismy grup:

(a) ¢ :Z¢ — Zs3, p(a) = amod 3

(b) ¢ :Zs — Zs, p(a) = a mod 3

! Najdéte néjaky netrividlni homomorfismus nésledujicich grup, nebo ukazte, ze
zadny neexistuje:

(a) Ze Zy4 do Zs.

(b) Ze Z4 do Zs.

(c) Ze Z4 do Zs.
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! Urcete tady vSech prvku v grupach Z; a Z;.
. Rozhodnéte, které z grup Z%, Zg, Zs, 77, jsou cyklické.
. ! Najdéte prvky Z;, kde p je prvocislo. Kolik méd prvka?

0w N o »

. 1 Z véty vime, ze pro kazdé prvocislo p existuje primitivni prvek modulo p.
(a) Najdéte néjaky primitivni prvek modulo 3, 5 a 7.

(b) Pomoci ¢dsti a) sestrojte izomorfizmus grup Z: a Zs.

©

. Najdéte vSechny primitivni prvky modulo 7.
10. Z véty vime, ze grupa Zy, p prvocislo, je cyklickd, oznacme néjaky jeji generdtor a.
(a) Jaky fdd ma a v grupe Z;?

(b) Najdéte izomorfizmus grupy Z; a grupy Z,_;. (Hint: Generator a grupy Z; se
musi zobrazit na néjaky generator grupy Z,_;.)

5.3.8 Cviceni 8
6.4.-10.4.2020
-1. Urcete vSechny charaktery modulo n a jejich fady v grupé X (Z}) pro
(a) n=3,
(b) n="7,
(c) n=12.
0. Pro kazdy charakter modulo 3 spoc¢téte jeho Gausstuv soucet.

1. ! Urcete vSechny charaktery modulo n a jejich fady v grupé X (Z}) pro

Nemusite vy¢islit hodnoty na jednotlivych prveich, ale néjak je jednoznacné popiste.
2. Overte, ze X (Z}) s operacemi definovanymi vyse tvoii grupu.
3. ! Oznacme S, := {ey tk=0,...,n— 1} mnozinu vSech n-tych komplexnich od-
mocnin z 1.
(a) Ukazte, ze S, s operaci nasobeni (jako v C) je grupa.

(b) Ukazte, ze generatory grupy .S, (¢ili primitivni n-té odmocniny z 1) jsou pravée
® pro které NSD(k,n) = 1.

(c) Necht x je charakter modulo n. Ukazte, Ze jeho obraz
Im(x) ={ze€C" :JaecZ;x=x(a)}

je podgrupa Sy ().
(d) Popiste vsechny charaktery modulo 11, jejichz obraz je cela Syp.
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4. Ukazte, ze Legendreuv symbol ( ) je charakter modulo p (p prvoéislo). Najdéte
viechny charaktery y modulo p takové, ze x? = ¢, kde € znaéf trividlni charakter.
5. Urcete hodnotu ., (5.

6. Spoctéte Gaussuv soucet néjakého netrividlniho charakteru modulo

7. * Ukazte, 7ze X (Z*) ~ 7ZF.
8. * Ukazte, ze pokud k € N, a,n € Zj, pak plati:

1 —,+_J0 pokud n # a (mod k)
m Z x(n) - x(a) = {1 pokud n = a (mod k)

5.3.9 Cviceni 9

13.4.-17.4.2020
-1. Urcete hodnotu vyrazu (%).
. Reste kongruenci 2> = 53 (mod 77).

. ! Urcete hodnotu vyrazu

— O

o

! Vysetiete vztah Jacobiho symbolu a kongruenci. Konkrétné:

(a) Rozhodnéte, jestli maji kongruence z? = 18 (mod 127) a 2% = 14 (mod 127)
feseni. (127 je prvocislo.)
(b) Reste kongruenci 22 = 58 (mod 209). (209 = 11 - 19)
(c) Rozhodnéte, jestli mé& kongruence 2% = 58 (mod 65) fesent.
(d) Reste kongruenci 22 = 2 (mod 1081). (1081 = 23 - 47)
1

3. ! Necht n je liché piirozené ¢islo. Pomoci vztahti pro (’7) a (%) urcete explicitné

hodnotu (71) , (%) a (’72) v zavislosti na n mod 4, resp. 8.

4. ! Bud p prvocislo, p = 3 (mod 4), a bud S kvadraticky Gaussuv soucet. Podrobné
ukazte, ze S € 1R, tedy ze S = ity pro néjaké r € R.
5. Vysettete vztah Jacobiho symbolu a kvadratickych zbytku. Konkrétneé:

(a) Ukazte ze pokud n = py - ... - pp je prvociselny rozklad ¢isla n, pak kongruence

22 = a (mod n) mé fesen{ pravé tehdy, kdyz md feseni kazda z kongruenci

2?2 = a (mod py),..., 22 = a (mod py).

(b) Odvodte, ze pokud (

%) = —1, pak a neni kvadraticky zbytek modulo n.
(c) Najdéte pitklad, kdy (¢

) = 1 a a neni kvadraticky zbytek modulo n.
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6.

Necht ay, ..., a;, jsou lichd celd &fsla. Pak plati:

(a) ‘”Tfl + ...+ ‘““2_1 = “1""'2‘”“_1 (mod 2),

a?—1 a?2-1 ai-....arn)’—
(b) Ut 4 %t = et ol (64 8).

5.3.10 Cviceni 10
20.4.-24.4.2020

-2.
-1.
0.
1.

Rozlozte grupu Zig, na soucin cyklickych grup.
Najdéte vSechny primitivni prvky modulo 11.
Najdéte primitivni prvek modulo 125.

! Které z nésledujicich grup jsou cyklické?

(a) Z3,

(b) Zi,
(c) Zig,
(d) Zz;.

2. ! Najdéte vSechny primitivni prvky modulo 13.

3. ! Rozlozte nésledujici grupy na souc¢in cyklickych grup:

! Necht R a S jsou komutativni okruhy s jednotkou. Dokazte:
(a) (RxS)"=R*x 5",

(b) R S = R* = S*.

)

(¢) Pomoci Cinské véty o zbytcich dokazte: Pokud n = p$* - ... - pt* je rozklad na
prvocisla, pak Zy = 7y e X ... X L <.

Ukazte, ze Z3, 2 7Z; x Z§. Rozlozte Z3, na soucin cyklickych grup.

. Dokazte, ze pro sudé n obsahuje grupa Z, pravé jeden prvek radu 2 a pro liché n

neobsahuje Z,, zadny prvek fadu 2. Rozmyslete si, co z toho lze vyvodit pro cyklické
grupy.
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8. Urcete pocet primitivnich prvka modulo p, kde p je prvocislo.
9. Najdéte izomorfizmus mezi mnozinou {1, —1,4, —i} s ndsobenim a Zj.

10. *Najdéte vsechny n € N takové, ze grupa Z; je cyklicka.

5.3.11 Cyviceni 11

27.4.-1.5.2020
-1. Spoctéte v,(250) pro vsechna prvocisla p.
0. Vyieste kongruenci 2 = 1 (mod 13).

1. ! Spoctéte v,(n) pro vsechna prvocisla p a pro

(a) n =61,

(b) n = 170,

(c) n = 360.
2. Spoctéte

(a) v2(2% = 3),
(b) v ((o))-

3. ! Vyteste kongruence

(a) z° =1 (mod 13),
(b) 2% =1 (mod 13),
(c) z* =3 (mod 13),
(d) 2° =8 (mod 11),
(e) #* =9 (mod 11).

4. ! Ukazte, ze pro prvocislo p a m,n € Z plati:
(a) multiplikativita: v,(mn) = v,(m) + v,(n),
(b) trojuhelnikova nerovnost: v,(m + n) > min{v,(m), v,(n)}.
5. Bud G(-) konetna grupa a P jeji podmnozina, kterd je uzaviend na ndsobeni. Pak
je P podgrupa.
6. Ukazte, ze mnozina P = {1 + 4a| 0 < a < 2°7?} C Zs. je cyklickd podgrupa Zj.
generovand prvkem 5 a jeji fad je roven 2°72,
7. ! Ukazte, ze 561 je Carmichaelovo cislo.

8. * Bud p prvocislo. Dokazte, ze pak ¢islo p* neni Carmichaelovo é&islo pro libovolné
ke N.

9. * Necht p a ¢ jsou dvé ruznd prvocisla. Ukazte, Ze ¢islo p - ¢ neni Carmichaelovo
¢islo.

5.3.12 Cviceni 12
4.5.-8.5.2020
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. Najdéte vSechny involuce v Zj; a dokazte, Ze tato grupa neni cyklicka.

.V grupé Z4s najdéte vSechny prvky, které miji prvek

(a) 5,

(b) 2,

(c) 3.

Najdéte néjakého lhare a svédka pro
(a) N =51,

(b) N = 221.

. ! Najdéte vsechny involuce v grupé

(a) Z;)()?
(b) Z3,.

! V grupé Zgy najdéte vsechny prvky, které miji prvek

(a’) 77
(b) 27
(C> 47
(d) 6.

Necht A, B jsou grupy, (e, f) € A X B, a € A. Pokud a miji e v A, pak pro kazdé
b € B prvek (a,b) miji prvek (e, f) v A x B.

4. Necht p > 2 je prvocislo. Pak —1 je jedind involuce v Z.

10.
11.

Necht p je prvocislo, pro ¢ € Z,x znacime
e v3(c) == v,(c), pokud ¢ # 0,
o 53(0) = v,(p") = k.

P
Ukaite, 7ze pro a,b # 0 (mod p*) plati:

(a) a=b (mod p*) = vp(a) = vp(b),

(b) vr(ab) = vy (a) + v;(b).

! Najdéte a takové, ze a je lhar pro 9.

! Najdéte néjakého lhare a svédka pro

(a) N = 39,

(b) N =121.
! Najdéte vSechna 0 < a < 77 takova, ze a je lhat pro 77.
! Pomoci Rabin-Millerova testu ukazte, ze 7 je prvocislo.

* Najdéte vsechna n € N takové, ze vsechny prvky Z \ {1} jsou involuce.

* Najdéte obecné kritérium, kdy se v Z,, miji prvky a a b.
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.13 Cviceni 13
~17.5.2020

Uvazte p = 19, ¢ = 31 a zpravu a = 123. Zvolte si vefejny a soukromy kli¢ pro
sifru RSA a zasifrujte tuto zpravu. Ovérte, Ze je zpravu mozné rozsifrovat pomoci
soukromého klice.

Rozlozte polynom z'® — 1 na sou¢in ireducibilnich polynomt v Q|z].

. 1V této tloze poslete zpravu zasifrovanou pomoci RSA nékomu (spoluzékovi, nebo
klidné i nékomu jinému), kdo ji nasledné vylusti.

(a) Zvolte si néjaka dvé prvocisla p, ¢ < 100.

(b) Spoctéte N =pgam =nsn(p—1)(¢—1).

(c) Najdéte nejakd dve cisla e, d tak, aby ed = 1 (mod m). Je mozné nejprve
zvolit néjaké e nesoudélné s m a dopocitat inverz d pomoci rozsireného Euk-
leidova algoritmu. Cisla N, e tvoii vefejny kli¢, ¢islo d je vasim soukromym
klicem. Verejny kli¢ dejte spoluzakovi, ktery vam pomoci néj posle zasifrovanou
zpravu. Na oplatku dostanete jeho vefejny kli¢, pomoci kterého zasifrujete
ZPravu vy pro néj.

(d) Zvolte si néjakou zpravu x (vase oblibené éislo od 1 do N — 1). Pomoci ciziho
verejného klice ji zasifrujte a poslete (k vypoctu pouzijte software, pripadné
rychlé mocnéni).

(e) Pouzijte svij soukromy kli¢ k vylusténi zpravy, kterd vam prisla.

. ! Odpovézte na zpravu z predeslé tlohy. Svou odpovéd podepiste pomoci svého
soukromého klice. Co musi osoba na druhé strané udélat, aby ovéfila vas podpis?
! Necht N = pq pro prvocisla p, ¢. Rozmyslete si, jak muZeme pomoci hodnot &isel
N a @(N) urcit hodnoty p a ¢. * Uméli byste to pomoci hodnot N a exponentu
monoidu Zy(-) (napf. s pomoci pocitace)?

Dokazte lemma 3.13 ze skript: Af jsou pi,...,p, po dvou rizné lichd prvocisla.
Nejmensi mozny exponent monoidu Zy, .., (+) je nsn(py — 1,...,p, — 1).

! Spoctéte 21 mod 121. (Ndvod: Napiste si exponent v dvojkové soustavé. Pomoci
mocnéni na druhou spoététe 2! mod 121, 22 mod 121, 2* mod 121, ..., 254 mod 121.
Vynésobte mezi sebou vhodné vysledky z predchozi ¢ésti.) * Zobecnéte a odhadnéte
pocet kroktu potifebnych na vypocet k mod n v zavislosti na k.

! Rozlozte polynom 2™ — 1 na soucin ireducibilnich polynomu v Q[z] pro
(a) n=1,
(b) n=12.

. Spoctéte osmy cyklotomicky polynom a vypoctem ukazte, Ze je ireducibilni.

.14 Cviceni 14

18.5.-24.5.2020

1

. Rozmyslete si nékteré specialni pripady Dirichletovy véty:

(a) Pripomente si Eukleiduv dukaz, Ze existuje nekone¢né mnoho prvocisel.
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(b) Upravte ho a ukazte, ze existuje nekonetné mnoho prvocisel tvaru 4k + 3 nebo
6k + 5.

(c) Vysvétlete, pro¢ predchozi postup nefunguje pro prvocisla jiného tvaru, napiiklad
4k 4+ 1, nebo obecné ak — 1 pro néjaké a € N.

(d) Ukazte, ze pokud pro liché prvoéislo p plati p|n? + 1 pro néjaké n € N, potom
p musi byt tvaru 4k + 1.

(e) Pomoci predchozi tilohy a Eukleidova dukazu ukazte, Ze existuje nekonecné
mnoho prvocisel tvaru 4k + 1.

2. Ukazte, ze Dirichletova véta je ekvivalentni tvrzeni, ze pro kazdé a € N, b € Z, pro
které NSD(a,b) = 1 existuje alespon 1 prvocislo p = b (mod a). Uvédomte si, ze z
toho neplyne, zZe z existence jednoho prvoécisla p = 5 (mod 11) je takovych prvocisel
nekonecné mnoho.

3. Vyzkousejte si testovani prvociselnosti pomoci Solovay-Strassenova testu:
(a) Ukazte, ze 15 neni prvocislo.
(b) Ukazte, ze 7 je prvocislo.
4. Dokoncete dukaz tvrzeni 2.18 ve skriptech:
(a) Ukazte chybéjici implikaci: Pokud pro prvoécislo p > 2 plati p = a® + 2b* pro
néjakd a,b € Z, pak plati p = 1,3 (mod 8).
(b) UkaZte, Ze pro prvocislo p plati: p = a? + 2b? pro néjaké a,b € Z, prave kdyz
p neni prvoéinitel v Z[v/—2].
5. Uvazte obor Z [%ﬁ} s normou danou N (z + yv/—3) = 2% + 3y

(a) Vyjadiete normu prvku a + b=HV=3 b e Z.
(

2
b
(c

(d) * Charakterizujte vSechna prvocisla, kterd jdou napsat ve tvaru a® — ab + b
kde a,b € Z. Postupujte podobné jako v dukazu tvrzeni 2.18 ve skriptech.

* Ukazte, ze tento obor je eukleidovsky.

Najdéte vechna prvocisla p takova, Ze kongruence 22 = —3 (mod p) m4 fesend.

)
)
)
)

5.4 Domaci ukoly

5.4.1 Domaci ukol 1
Termin odevzdani: 19.3.2020 do 17:20

1. (3 body) Najdéte fetézovy zlomek a vsechny sblizené zlomky ¢isla %.
2. (3 body) Urcete, jakému redlnému ¢islu odpovida zlomek [5,2,_4].

3. (5 bodu) Dokazte medidnovou vlastnost Fareyho zlomku: Necht ¢ < § < % jsou tii

a+te
b+f°

4. (6 bodu) Necht k € N. Najdéte retézovy zlomek ¢isla V&2 + k.
5. (8 bodil) Reste rovnici 22 — 14y* = +1 v Z2.

po sobé jdouci polozky seznamu F,,, kde n € N. Pak ¢ =
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5.4.2 Domaci ukol 2
Termin odevzdéani: 9.4.2020 do 17:20

1. (5 bodu) Urcete vsechny dobré aproximace cisel

(a> %7

(b) 1-
2. (10 bodu) V Z? feste rovnici 22 + 2 = y3.

Poznamka: Bez dikazu miZete vyuzit fakt, ze obor Z[v/—2] je gaussovsky.
3. (5 bodu) Urcete hodnotu vyrazu (201).

4. (5 bodu) V zavislosti na prvocisle p uréete hodnotu vyrazu (%)

5.4.3 Domaci ukol 3

Termin odevzdani: 7.5.2020 do 23:59
- , ’ 735
1. (5 bodu) Uréete hodnotu vyrazu (£22).
2. (6 bodu) Najdéte alespon dva primitivni prvky modulo 121.
3. (5 bodt) Najdéte vsechny homomorfismy z grupy Zg(+) do grupy Ze(+).
4. (4 body) Rozlozte grupu Zj,, na souc¢in cyklickych grup, jejichz fady jsou mocniny
prvocisel.
. (5 bodu) Ukazte, ze 1105 je Carmichaelovo ¢islo.

ot

5.4.4 Domaci ukol 4

Termin odevzdani: 21.5.2020 do 23:59
1. (5 bodu) Vyfteste kongruenci z° = 4 mod 11.
2. (5 bodu) Najdéte vsechny involuce v grupé Zi..
3. (5 bodu) V Zzs(+) najdéte vsechny prvky, které miji prvek
(a) 11,
(b) 4.
4. (5 bodu) Najdéte néjakého lhare (jiného jako 1) pro éislo 85 a nesoudélného svédka
pro cislo 85.
5. (5 bodu) Muj vetejny kli¢ (modul N) je 667 a exponent (¢islo e) je 47 | prisla mi

zprava 420 zasifrovana pomoci RSA. Vylustéte tuto zpravu. Ke vSem vypoctum
muzete pouzivat software, napiste ale, co jste pocitali.
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