Kapitola 15

Diferencialni rovnice

15.1 Uvod

Poznamka 15.1.1. V Kapitole 10 jsme Fesili jednoduché diferencidlni rovnice. I kdyz
jsme potfebné pojmy ve specidlnich pripadech jiz jednou definovali, udélame to nyni
strucné v obecnéjsi situaci znova. Budeme podstatné vyuzivat zakladni poznatky z alge-
bry a nékteré elementérni vlastnosti funkci vice proménnych, nebudeme je vSak dokazo-
vat. Vyklad bude mit navic volnéjsi popisnou formu, nebot striktni formalizace by byla
pro nase potieby pfilis naro¢nda a neacelnd. Pokud nebude vyslovné re¢eno néco jiného,
pracujeme v této kapitole pouze s readlnymi funkcemi.

Oznaceni 15.1.2. Obycejnou diferencidlni rovnici budeme rozumét rovnici
F(z,y,y,....y™) =0, (15.1)

kde F je funkce definovana na néjaké oblasti G C R"™*2. Nejvyssi fad derivace
efektivné vystupujici v rovnici nazyvame 7dd rovnice. Je-li F' polynom, pak jeho
stupeni je stupném rovnice. Resenim rovnice (15.1), podrobnéji resenim rovnice
(15.1) na intervalu (c,d), nazyvame kazdou funkci ¢ definovanou na intervalu
(¢, d) takovou, Ze existuje jeji derivace (™ na (c,d), je [z, ¢(x),...,0o™(z)] € G
pro vSechna z € (¢, d) a

F(w,cp(x),...,gp(")(:v)) =0, x € (¢, d).

Reseni rovnice (15.1) se nazyva mazimdini feseni (nékdy se uzivé i termin tiplné
fesend), je-li definovdno na maximélnim intervalu, tj. neni restrikei feSeni rovnice
(15.1), definovaného na intervalu (¢, d'), pro néjz (¢, d) C (¢, d") # (¢, d). Mnozinu
v8ech maximélnich feseni rovnice (15.1) nazyvame obecnym fesenim (15.1). Kazdé
feSeni rovnice (15.1) je tedy restrikci néjakého maximdlniho FeSeni, tj. jednoho
prvku obecného feseni.
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Poznamka 15.1.3. Velmi ¢asto pracujeme s rovnicemi tvaru

= f('r7y’y/7"'7y(n71))’ (15'2)

které jsou rozreseny vzhledem k nejuyssi derivaci. Jelikoz vlevo stoji derivace
y(™) neznamé spojité funkce y("~1, je tato rovnice fesitelnd pouze v p¥ipadé,
7e 1 funkce f na pravé strané v (15.2) je ,dostateéné rozumna“. My se v dalsim
vykladu omezime na pfipad spojité funkce f.

y™

Budeme nejprve podrobné studovat jednodussi piipad diferencidlni rovnice
prvniho Fadu se spojitou funkci f. Uvedeme nejprve tlohu s pfedpoklady, se kte-
rymi budeme nadale pracovat.

Umluva 15.1.4. Budeme fesit diferencialni rovnici

y = f(z,y) (15.3)

s funkci f spojitou na oblasti (tj. oteviené souvislé mnozing) G' C R?, kterd je
zérovell definiénim oborem f a pro [zg,yo] € G budeme hledat jeji FeSeni ¢
definované na néjakém intervalu (¢,d) C R obsahujicim bod zg, pro néz bude
platit

¢(xo) =yo - (15.4)

Podrobnéji: zadame, aby feSeni vyhovovalo podmince

¢'(@) = fz,0(x), =€ (cd),

(plyne z ni i inkluze {[z,p(z)]; € (¢,d)} C G) a soucasné spliiovalo rovnost
(15.4). S ohledem na nékteré fyzikdlni aplikace, kde proménnou x byva ¢asto Cas,
se tato tloha nazyva pocdtecni dlohou. Obvykle uzivany strucny zapis tlohy je
tvaru

y/ = f(.’II,y(JI)) ) y(xO) =Yo0,

kde rovnost y(zo) = yo vyjadiuje tzv. pocdatecni podminku.

Pii geometrické interpretaci feseni jakozto ,k¥ivky“ popsané funkci ¢ (zde
v8ak pracujeme s otevienym intervalem) hovoiime pak o Fesent, prochdzejicim
bodem [z, yo |. PFirozené otdzky, na které budeme hledat odpovéd, jsou dvé:

(a) kdy existuje FeSeni rovnice (15.3) vyhovujici poc¢ateéni podmince (15.4) a

(b) kdy ke kazdym dvéma FeSenim této tlohy existuje okoli U(zg) bodu zg, na
kterém tato feSeni splyvaji.

V tomto smyslu také popsany problém chapeme jednak jako problém existence
fesend (15.3) prochdzejictho bodem [xg,yo] a problém jeho jednoznacnosti.

Nejprve dokazeme jednoduché lemma, jimz pocatecni tlohu z predchazejici
Umluvy 15.1.4 budeme pievadét do jiného tvaru.
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Lemma 15.1.5. Necht ¢ je, v kontextu Umluvy 15.1.4, spojitd funkce na otevie-
ném intervalu I obsahugjicim bod xy. Potom ¢ je Tesenim pocdtecni ulohy, prdvé
kdyz pro vsechna x € I je [x,p(x)] € G a ¢ je FeSenim integralni rovnice

x
o) =+ [ Fltel)dr. (15.5)
o
Diikaz. Pripomenme jiz zavedené oznaceni: mame fesit rovnici

y' = f(z,y) (15.6)

spolu s pocéateéni podminkou (15.4), tj. y(xo) = yo. Pokud plati (15.5), pak integ-
ral ze spojité funkce f(x,p(x)), x € I, v této rovnici vpravo je primitivni funkei
k integrandu, takze odtud zderivovanim plyne (15.3). Pro z = zp dostaneme
©(x0) = yo. Obréacend, z rovnice (15.3) plyne integraci rovnost funkci

/wtp/(t)dt :/wf(t,tp(t))dt, rzel;

integral na levé strané predchazejici rovnice je roven p(z) — p(xo) = ¢(x) — yo,
z ¢ehoz jiz dostaneme (15.5) jednoduchou upravou. O

15.2 Peanova existencéni véta

Nyni dokdzeme tvrzeni velmi Casto oznaCované Peanova existencni véta. Na zakladé
préce, v niz bylo toto tvrzeni dokdzano, ziskal r. 1886 GIUSEPPE PEANO (1858 —-1932)
doktorat. Casto se v8ak cituje az prace z r. 1890; viz [6], str. 150.

Tvrzeni 15.2.1 (Peano 1886). Predpokldidejme, Ze v rovnici (15.3), tj. rovnici

y/ = f(xvy)

je funkce f spojita na oblasti G C R? a Ze plati [x0,y0] € G. Potom existuje
a >0 a funkce ¢ : (xog — a, 29 + @) — R tak, Ze pro viechna x z tohoto intervalu
[z,0(z)] € G a plati

@/(I) :f(ilfa%ﬁ(f))a T e (Io—a,zo—Fa),
¢(z0) = Yo , (15.7)

tj. pocdtecni uloha md alespon jedno Teseni.

Pro vétsi prehlednost nejprve popiseme v hrubych rysech postup dikazu Peanovy
véty; jednotlivé kroky oznaéime (K1) — (K5) a budeme se na né dale odvolavat.

(K1) Od pocétecni tlohy prejdeme k ,1épe zvlddnutelné“ ekvivalentni tloze.
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(K2) Zavedeme pro ¢ > 0 pojem e-pfiblizného FeSeni.

(K3) Vytvorime pro €, — 04+ posloupnost &,-pfibliznych feSeni ,, na vhodném
intervalu I obsahujicim bod x¢ z pocatecni podminky.

(K4) Vyuzijeme dusledek Ascoliho véty (Tvrzeni 13.3.34) a z posloupnosti {¢p, }
vybereme podposloupnost stejnomérné konvergentni na I k .

(K5) Dokéazeme, ze ¢ je hledanym FeSenim poc¢ateéni tlohy.

Krok (K1) dikazu Peanovy véty spo¢iva v aplikaci Lemmatu 15.1.5: budeme
hledat feSeni integralni rovnice. Nyni vyslovime definici e-pfiblizného feseni, o kte-
rém jsme se zminili v kroku (K2).

Definice 15.2.2. Necht je funkce f v rovnici (15.3) spojitd v oblasti G C R? a
necht v je spojitd funkce na intervalu I C R, pro kterou [¢,(t)] € G pro vSechna
t € I. Jestlize proe > 0 a viechna t € I\ K

[9'(t) = fE9(@) ] <e,

kde K C I je koneénd mnozina, pak funkci ¢ nazyvame e-pribliznym resenim
rovnice (15.3).

Je zfejmé, Ze pro e-piiblizné Feseni ¢ existuje vlastni derivace ¢’(t) pro vSechna
t eI\ K, tedy véude v I aZ na kone¢nou mnozinu.

Abychom mohli vyuzit Ascoliho vétu, musime popsat volbu ,,vhodného* uza-
vieného intervalu, na kterém budeme pracovat. Pracujeme s pocatecni tlohou
s pevné zvolenou spojitou funkci f, oblasti G C R? a bodem [xg,yo]. Zvolime
0 > 0 tak, aby

A= {[z,y]; |r — 20| <9, |y —yol <} CG; (15.8)

je uZiteéné si nadrtnout obrazek. Protoze A je omezend a uzaviend, a tedy kom-
paktni mnozina, je f omezend na A. Existuje tedy ¢islo M € (0,00) tak, Ze
| f(z,y)| < M pro vSechny body [z, y]| € A. Zvolime nyni

a := min (5, (15.9)

7)
M
a budeme pracovat s intervalem I = [29 — a, 2g + «]. Smysl této volby spociva
v tom, Ze graf restrikce kazdého FeSeni y vyhovujiciho podmince y(zo) = yo na
interval I lezi v A.

Lemma 15.2.3. Pro pocdtecni tilohu z Umluvy 15.1.4 existuje ke kaZdému & > 0
takové e-piiblizné feseni 1. definované na intervalu (zo—«, xo+a), které prochdzi
bodem [xg,yo ], tj. takové, pro néz v-(xo) = yo.
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Diikaz. Necht na A plati jako vyse | f(z,y) | < M. Funkce f je stejnomérné spojitd
na mnoziné A definované v (15.8), takze k £ > 0 existuje J., pro které

| fla,y) = f@' )| <e, (15.10)
jakmile [z,y],[2",y'] € A, a v — 2| < e, |y — | < 6.
Nyni zvolime déleni D = {z¢g = to < t1 < -+ < t, = 2o + a} intervalu

[20,20 + «] s normou déleni v(D) < min{d., d./M} a sestrojime po Edstech
linearni funkci ¥. na [xg,x0 + a], pro kterou

Ve(20) :=yo, e(t) = he(tpo1) + f(tp-1,Ve(tr-1))(t — tr-1)

prot € [tg_1,tx], k =1,...,n. Analogickou konstrukei provedeme také na inter-
valu [zg — «, zg ], ovéem ,zpétné“: smérnice linedrnich ¢asti v délicich intervalech
déleni D = {29 —a =ty < ... < t,, = xo} jsou nyni uréeny vzdy hodnotou
f(tr, ¥e(tg)) v koncovém bodé intervalu [tg_1,,tx], kK = 1,...,m. Dale postadi,

budeme-li se zabyvat pouze intervalem [z, xo + «], pro interval [z¢ — «, o] se
provede tivaha analogicky. Z&vér pak bude platit na intervalu [zg — @, o + ].

Je zfejmé, Ze derivace ¢.(t) existuje pro vSechna t € [z, 2o + o] mimo body
déleni D, tedy az na konefnou mnozinu. Déle pro t € (tg_1,tx), & = 1,...,n,
plati s ohledem na (15.10)

[YL(t) = f(t, ()| = | ftpo1,¥e(tr-1)) — f(t, (1) | < e,
protoze |tx—1 —t| < 0 a
|e(tr1) = Ye(t) | < | Pelt1) = Ye(te-1) = f(th1,e(th1)) (t —tr1) | =
= | f(tr—1, e(tor))| |t —tha | < M 6./ M = ;

analogicka Gvaha pro interval [ xo—a, 2o | davé spolu s pfedchazejici tvahou zaveér:
funkce 1. je e-pfibliznym FeSenim rovnice (15.3) na intervalu [zg — «, o + «],
splitujicim pocéateéni podminku . (zo) = yo. O

Odhadneme piirastek | ¢ (t') — - (t) | pro ¢,t' € [0 —a,z0+ ], t # t'. Necht
napf. t < t'. Body t, t' a vSechny body u € (¢,t'), ve kterych neexistuje ¥.(u),
uréuji déleni intervalu [¢,¢']. Aplikujeme-li na intervalech tohoto déleni odhad
pomoci Lagrangeovy véty, dostaneme po secteni

t/
[P (t) —be(t) | = ’ / PL(u)du ‘ <Mt —t. (15.11)
t
Déle pro v8echna t € [z9 — o, kg + «] dostaneme pomoci (15.11) odhad

| e (t) [ <[ e (t) =ve (o) [+] Ve(xo) |[SM [t — o [+]yo | < Ma+|yo|, (15.12)

ktery plati pro kazdou funkci 1).. VSimneme si podstatné véci, tykajici se zavislosti
na parametru e: oba odhady (15.11) a (15.12) plati pro v, at je ¢ > 0 jakékoli.
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Odtud plyne, 7ze systém F funkci {¢).; ¢ > 0} je tvofen podle (15.12) funkcemi
stejné omezenymi, které splituji Lipschitzovu podminku (15.11); proto jsou tyto
funkce i stejné spojité.

Dalsi krok (K3) je jednoduchy: zvolime posloupnost kladnjch éisel e,, konver-
gujici k 0 a ke kazdému z téchto cisel sestrojime podle Lemmatu 15.2.3 €, -pfiblizné
TeSeni, které oznacime v,. Pro vSechna n € N plati pro v, vztahy analogické
(15.12) a (15.11), takze funkce systému {¢,, ; n € N} jsou stejné omezené a stejné
spojité. Muzeme pouzit dusledek Ascoliho véty z Tvrzeni 13.3.34 a tak lze bez
Wjmy na obecnosti pfedpokladat (museli bychom jesté pfejit k vybrané posloup-
nosti), Ze existuje funkce ¢ definovand na intervalu [zo — o, zg + «] tak, Ze

Y =@ mna[zg— o, 0+ .

Tim jsme provedli soucasné kroky (K3) i (K4) a zbyvé krok posledni: dokdZeme, ze
 je TeSenim studované pocateéni tlohy. Tim bude diitkaz Peanovy véty dokoncen.

Diikaz Véty 15.2.1. Dokazeme, ze funkce ¢ na intervalu [zg — o, 29 + o] vyhovuje
integrélni rovnici (15.5), tj. rovnici

p(z) =yo + /z F(t, (t))dt .

Poznamenejme nejprve, ze 1, je zobecnénou primitivni funkei k funkei 47, a ze
nasledujici rovnost plati v8ude v intervalu [ 29—, zg+a] (v téch bodech ¢ koneéné
mnoziny, ve kterych neexistuje ¢/, (¢), derivaci dodefinujeme hodnotou 0):

n(2) = w0 +/ Y (t)dt

Pocitejme déle: jednoduchymi Gpravami dostaneme

x

Yn(@)=yo+ / (£t on (1)) + [ (8) — F (1, (1)) ]) dt =

zo

:yo+/x (F(t, () +[F (& n (1) = F(t, o(0)) |+ [ (8) = f(t, 1o (t))]) dE . (15.13)

Protoze 1, je €,-pribliznym TfeSenim, 1ze absolutni hodnotu vyrazu ve druhé
hranaté zavorce v integrandu posledniho integralu v (15.13) stejnomérné odhad-
nout &islem e, (v bodech, kde neni vyraz v zdvorce definovan, ho dodefinujeme
hodnotou 0). Je tedy

z ¢ehoz plyne, Ze tento integral konverguje pro n — oo stejnomeérné k 0 vzhledem
k proménné = € [zg — o, xo + a].
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Ukazeme jesté, ze | f(t,¥n(t)) — f(t,¢(t))| =0 na [xo — o, o + a]. Zvolme
€ > 0; ze stejnomeérné spojitosti f na A vyplyva existence § > 0, pro které plati

(lyr = ya| < 0) = (If (@, 91) = (2, 92)] <e).

Zvolme déle vzhledem k v, = ¢ na [20 — o, 29 + ] k tomuto § ¢&islo k € N tak,
aby pro vSechna n > k bylo | ¥, — ¢ | < J; dostaneme tak

(n 2 k) = ([f(t,¢n(t) = Ft, @(1))] < e)

pro vSechna t € [z9 — «, zo + a]. Odtud dostdvame vzhledem k proméné

/z‘f(t,wn(t))—f(t,cp(t))’dt:&O na [xg— a,x0+ .

0

Limitnim pfechodem pro n — oo dostaneme z (15.13) rovnost (15.5), ¢imZ je
dtikaz Peanovy existen¢ni véty dokoncen. O

Poznamka 15.2.4. Uvedena Peanova véta nezarucuje jednoznacnost feseni rov-
nice (15.3) ani lokélnég. Jestlize si ¢tendf pfipomene Piiklad 10.3.3, snadno na-
hlédne, Zze na libovolné malém otevieném intervalu obsahujicim bod zy mohou
existovat dvé rtizna feseni (dokonce i nekoneéné mnoho) rovnice (15.3), spliiujici
podminku (15.4). Jiz v r. 1925 byl dokonce sestrojen piiklad takové rovnice tvaru
(15.3) se spojitou funkci f, ze dokonce kazdym bodem [zg,yo] € G prochézeji
alespon dvé feseni, ktera nesplyvaji v zddném okoli bodu zg.

Historickd poznamka 15.2.5. Je na misté pfipojit kratky historicky komentar. Jiz
v r. 1694 JOHANN BERNOULLI (1667 — 1748) pouzival priblizné teseni rovnice (15.3).
Popsand metoda konstrukce pfiblizného feSeni, kterou v podstaté pouzival jiz Euler, je
z 1. 1768, avSak historicky prvnim tvrzenim o ezistenci (a dokonce i o jednoznac¢nosti
FeSeni, ovSem za silngjsich predpokladil) bylo tvrzeni, které dokdzal Louls AUGUSTIN
CAUCHY (1789 — 1857) r. 1824. Kompaktnost mnoziny spojitych funkci na intervalu
studovali CESARE ARZELA (1847 — 1912) a GIULIO AscoOLI (1843 — 1896), jejich tvrzeni
je v8ak pouze jednou z moznych cest k dikazu vyse uvedeného Peanova tvrzeni. Viz déle
komentar v Historické poznamce 15.4.3.

15.3 Véta o existenci a jednoznacnosti

Seznamime se jesté s podobnou dilezitou vétou, v niz se o funkci f predpoklada vice
a kterd dava i (lokalni) jednoznacnost feSeni popsané pocate¢ni ulohy. Peanova véta
z predchozi ¢4sti ilustruje uziti kritéria kompaktnosti v prostoru C([a, b]) a stejnomérné
konvergence, nebyva vsak soucasti zakladniho kurzu analyzy. Dikaz v nasledujici ¢asti
uvedené frekventovanéjsi véty je zaloZen na uziti Banachovy véty o kontrakci. Budeme
postupovat zcela nezavisle na predchozi ¢asti a proto nékteré uvahy zopakujeme.
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Véta 15.3.1 (Picard 1890, Lindelsf 1894). Necht § > 0 a necht

I = (x0—26,20+25) X (yo — 25, y0 + 20).
Predpokldadejme, Ze v rovnici (15.3)

y = f(z,y), (15.3)

je funkce f spojitd v intervalu I a Ze existuje kladné cislo K takové, Ze pro vsechna
x € (xg — 20,20 + 20) a pro vSechna y1,y2 € (yo — 20, yo + 26) plati

If(z,91) — f(z,y2)| < Kl|y1 — v

(strucénéji Fikdme, Ze f(x, -) jsou pro x € (xo— 29, xo+209) (stejné) lipschitzovské
v proménné y € (yo — 29, yo + 29)). Potom plati:
(a) Ewxistuje interval (c,d) a fesend ¢ rovnice (15.3) na intervalu (¢, d) takové, Ze
je xg € (¢,d) a p(xo) = Yo, tj. Tesend vyhovuje pocatecni podmince (15.4).

(b) Jestlize fesent @1, pa spliiuji podminku (15.4), existuje okoli bodu xo, na
kterém tato Tesent splyvayji.

Dikaz. Z kompaktnosti intervalu [xo — 6, 2o +0 | X [0 — 0, Yo + 0 | plyne existence
takového éisla M € (0,+00), Ze na tomto intervalu je |f| < M. Nejprve pfeve-
deme FeSeni popsané tlohy pomoci Lemmatu 15.1.5 na FeSeni jiné tlohy (misto
diferencidlni rovnice budeme pracovat s integrdlni rovnici). Zvolime interval [ ¢, d]
tak, aby xg € (¢, d) a byly splnény soucasné dvé podminky:
(1) M(d-c)<$ a (2") ¢g:==K({d-c¢)<1.

Smysl této specialni volby bude zfejmy dale.

Ozna¢me C, = Cp([ ¢, d]) podmnozinu vSech funkei ¢ prostoru C([ ¢, d]), vyho-
vujicich podmince

lp() = yol < M|z — 0|, € [c,d]. (p)
Pro v8echna z € [¢,d] je zfejmé (vyuzivime podminku (1%*))
| o(x) —yo| < M|z — 39| < M(d—c) <9; (15.14)

definujeme-li nyni zobrazeni A : ¢ — Ay vztahem
(Up)) =0+ [ Flto)de, peCed).  (1515)

je integrand v integralu na pravé strané (15.15) korektné definovan a je to spojité
funkce na [c,d]. Resit rovnici (15.3) s podminkou (15.4) je ekvivalentni s problé-

.....

¢ € Cp([c,d]) je prava strana rovnosti (15.5) spojita funkce na [c,d].
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Podminka (1*) d4va

Apte) —wol=| [ o)t |< [ I5tpte)] e <Mie = o]

takze A(C,) C Cp. Mnozina C, je uzavienou podmnozinou metrického prostoru
C([¢,d]), a tedy podle Tvrzeni 13.2.7 jeho Gplnym podprostorem. Na mnozinu C,
a na zobrazeni A : ¢ — Ay pouzijeme Vétu 13.2.18 o pevném bodu. Driive vsak
musime je§té ukdzat, ze A je na C, se ,supremovou® metrikou p(¢,¥) = || — |«
kontrakce.

Vime, ze v I je splnéna vySe uvedend lipschitzovska podminka

|f(z,y1) = f(z,y2)] < Kly1 — 2l

pro viechna z € [¢,d] C (xo — 26,20 + 29), y1,¥2 € (Yo — 2d,y0 + 20). Pro
operator A, pro ¢,1 € Cp, a pro kazdé x € [c,d] plati odhady (nyni uzivame
podminku (2*))

Apte) = 0@ = | [ seemyar - [ v <
< [ 1rteo) - rvn]ar < [ Kot - v)d <

<K[ o= blladt <K=l =l < allo = ¥l
o

Piejdeme-li jesté vlevo k supremu pies vechna z € [¢,d], dostaneme

[Ap — AYlloc < gl — Yllos

kde || - || je ,supremova® metrika v Gplném metrickém prostoru C, = Cp([¢c, d])
a ¢ < 1. Volbou intervalu [¢, d] dostateéné malé délky ve smyslu podminky (2*)
jsme tedy dosahli toho, ze A je kontrakce. Tim jsme ovérili pfedpoklady Bana-
chovy véty.

Pro pevny bod ¢ operatoru A na prostoru C, ziejmé plati ¢ € C, a

o =w+ [ Cfhe)dt . ze(ed), (15.16)

¢im% je ditkaz tvrzeni dokonden; funkce ¢ je dokonce z prostoru C!((c,d)), nebot
vyhovuje pfedchézejici integralni rovnici. Banachova véta dava zaroveri (lokalni)
jednoznacénost feSeni ¢ rovnice (15.15), a tedy i pocateéni ulohy z Véty 15.3.1:
pokud by existovala feseni ¢ a 1) pocCatecni tulohy, jejichz restrikce na interval
[¢,d] zvoleny v pribéhu dikazu by byly rizné, fesily by ¢ a ¢ rovnici (15.16) a
muselo by platit

0<llo =l = lAp — AYlloc < qll — ¥lloo
s 0 < g < 1, coz vede ke sporu. O
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15.4 Rovnice vyssich radu

vvvvvv

™ = fla,y,9,...,y"D)

muZzeme formélné upravit. PoloZime-li

Y

y((E) :yl(x)7 y/(x) :y2(x)77 y(nil)(x) = yn(‘r)u
prejdeme k ekvivalentni tloze Tesit soustavu rovnic 1.7adu
y1:y27 yé:yf}u"'a y;z:f(xayluy27"'7yn)'
Bez zjevného zvyseni obtiznosti lze vySetfovat soustavu tvaru

y;. :fl(xaylayQV"ayn)v
y/2 :f2($7y17y27"'7yn)7

y;z = fn(xaylay%'- ;yn)

N

torova funkce

y=(y" ")
zobrazuje interval [a, b] na realné ose do R™. Funkce f = (f1, f2,..., f") je defi-
novana na oblasti G C R"*! a zobrazuje G do R™. Pro funkci g = (¢', ¢2,...,g")
na [a,b] se spojitymi slozkami g* definujeme

19 lloc = max {sup{| g"(t) |; ¢ € [a,b]}, k=1,...,n}.

Mnozinu vSech takovych funkci ozna¢ime "C([a,b]); jde tedy vlastné o kartézsky
souéin n prostori C([a, b]). Zformulujme vétu obdobnou pfedchozi vété:

Véta 15.4.1. Necht 6 > 0 a necht
I = (zg — 20,0 +26) x (yg — 26, y5 +208) x -+ x (yg — 26, y4y + 25) .
Necht y = (y',...,y") a f = (f,..., f). Predpoklddejme, Ze v rovnici
Y = f(.9) (15.17)

je zobrazeni f spojité v intervalu I. Ddle predpokldddme, Ze existuje kladné cislo
K takové, Ze pro viechna (x,y,), (x,ys) € I plati

1 F(2,91) = F(@,92) o < K91 = Y2 lloo

takzZe f je (stejné) lipschitzovskd vici y pro vSechna x v (xg — 29, xg +25). Potom
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(a) existuje Feseni o rovnice (15.17) na intervalu (c,d) obsahujicim xq takové,
Ze platt

o(x0) =1y, (po slozkdch: ¢"(xo) =yb, k=1,...,n), (15.18)
tj. TeSeni @ vyhovuje predchazejici pocdtecni podmince;

(b) fesent je urdeno lokdiné jednoznaéné, tj. kazdd dvé takovd reSent splyvaji na
néjakém okoli xy.
Dukaz predchazejici Véty 15.3.1 1ze skoro ,,okopirovat®, je vSak technicky slozitéjsi. Popi-
Seme proto jen strucné jeho hlavni kroky. Z dtvodi snazsiho chapani budeme vektorové
oznaceni nejprve rozepisovat po slozkach. Zvolime vhodné interval [ ¢, d]| vyhovujici ob-
dobnym podminkam (1%) a (2) a jako pfi dikazu Véty 15.3.1 pfejdeme k ekvivalentni
integralni formulaci tlohy

<Pk(1’):y§+/ P (@), e ), k=1, .

Daéle definujeme operédtor A na (metrickém) podprostoru "C,, ([ ¢, d]) prostoru "C ([ ¢, d])
vsech funkci ¢ vyhovujicich podmince

[ ¢(x) = Yolloo < Mz — 20|, =€ [c,d], (p)
a to analogicky jako v predchéazejicim dikazu, tj.
(A0) @) =ub + [ 10 00 @) dt, o€ led], k=1,
z0
Pii uziti vektorového zapisu ma tvar

Ap(x) =y, + /w ft,pt))dt, =z€cd]. (15.19)

Podminka (2*) zarucuje volbu [¢, d] takovou, ze operdtor A je kontrakeci na prostoru
"Cp ([¢,d]). Analogicky spocteme, Ze pro kazdé xz € [c,d] (misto absolutni hodnoty
stoji nyni nalevo ,maximova“ metrika)

[ Ap(z) = At (2) [loo < K (d =) = loc <allp =2 [loc -

Po tpravé levé strany, podobné jako v dikazu, ktery jsme jiz délali, posléze dostaneme

lAp — AP [l < qllp =Yl

kde je 0 < ¢ < 1. Zbytek je zfejmy.
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Jako dtisledek predchazejici véty dostaneme vétu pro pocatecni iilohu pro rov-
nici n-tého fadu; uzijeme standardniho oznaceni, bézného v teorii obycejnych
diferencialnich rovnic, a to i za cenu ztraty pfimé souvislosti s predchéazejicim
oznacenim.

Véta 15.4.2. Necht § > 0, [x0,Y0,Y1,--->Yn_1] € R" ™, a necht
I=(x0—28,20+25) X (yo — 28,90 + 20) X -+ X (Yn—1 — 20, Yn—1 + 26) .
Necht ddle je funkce f v rovnici
y™ = f(x,y,y, ..., y"7Y) (15.20)

spojitd v intervalu I C R"™1 q (stejné) lipschitzovskd pro kaZdé x vzhledem k po-
slednim n promeénnym. Potom plati:

(a) Ewxistuje teSeni ¢ rovnice (15.20) takové, Ze je
e@) =yo, ¢ (@o)=w1, ..., ¢ V(w)=1yn1,
tj. toto Teseni vyhovuje pocateéni podmince.
b) Jestlize dvé reseni o1, w2 spliuji obé pocdtecni podminku, shoduji se na
$1, ¥ ] ]
néjakém okoli bodu xg.

Historicka poznamka 15.4.3. Cauchy dokéazal pouze ,slabsi Vétu 15.3.1¢, pracoval
totiz se silnéjsim predpokladem spojitosti derivace funkce f podle proménné y. Teprve
pozdéji r. 1876 RUDOLF OTTO SIGISMUND LIPSCHITZ (1832 — 1903) oslabil tuto pod-
minku do formy, kterou jsme pouzili v této vété my. Jestlize generujeme posloupnost
postupnych aproximaci ®,4+1 = A(®,), ktera je skryta v dikkazu Banachovy véty o pev-
ném bodu, nazyva se tato posloupnost Picardova posloupnost postupnich aproximaci.
K dtikazu véty ji pouzil CHARLES EMILE PICARD (1856 — 1941) r. 1890. Tento néstroj byl
vSak jiz pouzivan dfive. Picardiav dukaz déle zlepsil r. 1894 ERNST LEONARD LINDELOF
(1870 — 1946). Viz [6], str. 146.

Vznik4 prirozena otazka, zda existuje né€jaké maximdlni feSeni, které vyhovuje
podmince (15.4). Odpovéd na tuto otazku je kladna. ReSeni, jejichz existenci jsme
dokazali, se totiz ,,daji slepit®.

Véta 15.4.4. Necht G C R"*! je oblast a necht funkce f v rovnici
y' = flz,y), (15.17)
je v G spojitd a lokdlné lipschitzovskd vici y. Potom

(a) ezistuje interval (c,d) obsahujici bod xy a na ném definované mazimdlni
Tesend ¢ rovnice (15.17) takové, Ze plati

SO(.I()) =Y
tj. toto mazimdlni feseni @ vyhovuje poddtecnsi podmince (15.18);

(b) toto mazimdlni Feseni je urdeno jednoznacné.
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Poznamka 15.4.5. Nez predchazejici vétu dokdzeme, dodejme na vysvétlenou, Ze pred-
pokladame, Ze ke kazdému bodu [z,y] € G C R™! existuje interval I C G, ktery tento
bod obsahuje a na kterém jsou splnény pro tento bod a I prfedpoklady Véty 15.4.1.
Protoze v takovém bodé se nemiize feSeni ,Stépit*, je tvrzeni intuitivné ziejmé.

Diikaz Véty 15.4.4. Necht ¢ a 1) jsou dvé feSeni (15.17), definovand na interva-
lech (¢1,d1) a (ca,dz), obsahujicich bod xg, a necht plati ¢ (z) = ¥ (zo) = y,.
Oznacme

(c,d) := (c1,d1) N (e2,d2), H:={x € (c,d); p(x) =P(x)}.

Potom xy € H, a tedy H # (). Pouzijeme nyni Vétu 13.4.4, podle které je in-
terval souvislou mnozinou. Mnozina H je uzaviend v intervalu (c,d), nebot pro
posloupnost bodt z,, € H, x,, — z* € (¢, d) plyne ze spojitosti funkci ¢, 1, ze

(¢ =) (zn) = (¢ —¢)(z") = 0.

Mnozina H je v8ak i oteviend v (¢, d), nebot podle véty o lokdlni jednoznacénosti
plyne z p(z) = ¥ (z) rovnost ¢ = 1 na né&jakém okoli U(z) bodu z. Proto je
H = (¢, d), a lze tedy definovat ¢* na sjednoceni obou intervalt tak, Ze polozime

p = na (c1,d1), ¢ :=1 na (cz,dz).
Avsak stejnym zpusobem lze definovat maximalni FeSeni ¢,,,, pomoci mnoziny
vBech FeSeni {¢p,; o € A}, spliyjicich podminku ¢, (z0) = yo. Je-li (cqa,dn)
definiéni obor feseni ¢, je zg € (Ca,dq). PoloZime pro viechna o € A

Pmax ‘= Pao 1A (Ca7 da);

definice je dle pfedchozi tvahy korektni, ¢,,.. je hledané maximalni feseni, pii-
Cemz ¢ := inf{c,; o € A} a d:=sup{d,; o € A}. O

Poznamky 15.4.6. 1. V Piikladu 10.3.3 lze za G z pfedchazejici Véty 15.4.4 volit ob-
lasti G1 := {[z,y]; y > 0} nebo G2 := {[z,y]; y < 0}, nebot to jsou mazimdlni oblasti,
v nichz jsou splnény predpoklady Véty 15.4.4. Ctenai by si mél znovu uvédomit, ze de-
finiéni obor (interval) kazdého maximélniho feSeni v G1 zévisi na podateéni podmince,
tj. bodu [z, yo ], ktery v G1 zvolime.
2. Je-li G mnozina z Véty 15.4.4, pak by se ¢tenar mohl domnivat, ze pro kazdé maximalni
FeSeni ¢ s defini¢nim oborem (c, d) existuje lim,_.q4— () a ze ,graf maximalniho FeSeni
kon¢i v néjakém bodé hranice G¥. Plati vSak jen mnohem méné: oznacime-li Gr(yp) graf
@, plati
dist(Gr(¢), R*\ G) =0,

tj. graf ¢ ,se neomezené blizi k doplitku R? \ G' mnoziny G¥.

Protoze je napt. [(1/z) sin(l/:c)]/ = (—=1/2)[(1/z) cos(1/z) + sin(1/z)], m4 rovnice

y' = (—1/:02)[(1/50) cos(1/z) + sin(1/x)]

v G ={[z,y]; x > 0} maximalni feSeni ¢(x) = (1/z)sin(1/z), = € (0, c0), které se vsak
k doplitku G ,,)blizi“ velmi komplikovanym zpisobem.
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Jako dtsledek Véty 15.4.4 dostaneme tvrzeni o existenci maximalniho FeSeni
pro rovnice n-tého radu.

Dusledek 15.4.7. Necht G C R"*! je oblast, [z0,y0,.--,yn—1] € G, a necht
funkce f v rovnici

y") = fl,u,y,. .. 7y(”fl)) (15.20)

je v G spojita a lokdIn€ lipschitzovska vuci poslednim n promeénnym. Potom

(a) existuje interval (c,d) obsahugici bod xo a na (c,d) definované mazimdlni
fesent ¢ rovnice (15.20) takové, Ze plati

SD(:EO) =Y, Sol(x()) =1, R So(n_l)(x()) =Yn-1,
tj. toto mazimdlni resent p vyhovuje predchdzejicim pocdtecnim podminkdm;

(b) toto mazimdlni feseni ¢ je urceno jednoznacné.

15.5 Linearni diferencialni rovnice

V dalsim se budeme zabyvat linedrni diferencidlni rovnici fadu n. Jeji jednotliva
feSeni budeme odlisovat indexy y1, y2, atd., proto zménime oznaceni predepsa-
nych hodnot v pocéateéni podmince. Ctena¥i doporucujeme, aby si pfipomenul
jednoducha tvrzeni z Kapitoly 10. Budeme pracovat s pevné zvolenym intervalem
(¢,d); funkce aq,...,an,b jsou spojité funkce na (c,d). VySetfovand rovnice je
tvaru (dale vSak oznadeni proménné x budeme vynechévat)

Ly) :=y™ +a1(z) y™V + - +an(2)y=blz), =€ (cd). (15.21)

Stejné jako v pripadé rovnice prvniho fadu i zde snadno nahlédneme, Ze fesenim
rovnice (15.21) je funkce z prostoru C™((c,d)). Terminologie souvisi s tim, ze
leva strana rovnice (15.21) je linearni zobrazeni prostoru C(™((c,d)) do C((c,d)):
je zfejmé, ze pro y, y1, y2 z tohoto prostoru a a € R plati

L(y1 +y2) =L(y1) + L(y2),
L(ay) =aL(y).

Kromé rovnice (15.21) budeme je§té uvazovat rovnici

L(y) = y™ + a1(2)y "V + - 4 an(x)y = 0, (15.22)
coz je pritazend rovnice k (15.21) s nulovou pravou stranou; nékdy se uzivé i ndzvu
pritazend homogenni rovnice. Nas postup je zalozen stejné jako v pfipadé rovnice

1.74du opét na myslence nalézt vSechna FeSeni rovnice (15.21) pomoci v8ech Feseni
rovnice (15.22).
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Funkee ay, ..., a, jsou spojité na (c,d) a tedy i lokdlné omezené. Pravé strana
rovnosti

y(n)(I) =b(z) —an(@)y(z) — - — al(iﬂ)y("fl)(:zz)

uvazovana jako funkce proménnych z, y, . .. y(»~ 1, vyhovuje piedpokladiim Disled-J
ku 15.4.7: Je-li totiz U(x) okoli bodu z, které lezi i se svym uzévérem v (c,d), pro
v8echna t € U(z) je

|b(t) — an(t)uy — -+ — a1 (t)un — (b(t) — an(t)vy — - — a1 ()vy)| <
<supf{lap()]; k=1,2,...,n, t €U(@)}(Jur — v1] + - + |up — vn]) -

Lze dokézat, ze maximalni Fe§eni rovnice (15.21) jsou definovdna na intervalu
(¢,d) a jsou jednozna¢né uréena pocéateénimi podminkami. Poznamenejme, ze pro
rovnici 1. fadu jsme maximalni feSeni jednoduse pfimo spocetli.

Zcela analogicky jako v pfipadé€ rovnice prvniho fadu se dokazi nasledujici
jednoduché tvrzeni (dikazy vynechdme):

Lemma 15.5.1. Je-li y; TeSent rovnice (15.21) na (v,0) a y2 TeSenim rovnice
(15.22) na (7, 9), pak je soucet y1 +y2 TeSenim rovnice (15.21) na (v, 0). Specidiné
to plati pro maximdlni Tesent.

Lemma 15.5.2. Jsou-li y1, y2 dvé feSent rovnice (15.21) na intervalu (v, ), pak
je jejich rozdil y1 — yo Tesenim rovnice (15.22) na (v, ). Specidlné to opét plati
pro mazrimdlni Tesent.

Véta 15.5.3. Obecné fesent rovnice (15.21) obdrzime jako soucet jednoho mazi-
malniho teSeni rovnice (15.21) a obecného Teseni rovnice (15.22). Jinak fedeno,
je-li y1 mazimdinim tesenim rovnice (15.21), pak pro kaZdé maximdlni Tesent y
rovnice (15.21) existuje mazimdlni veSent yo rovnice (15.22) tak, Ze plati

y=yty2.
Tvrzeni 15.5.4. Viechna mazimdlniteSeni rovnice (15.22) tvorilinedrni prostor.

Protoze nas tento linearni prostor (podprostor C(™((c,d))) zajimé, budeme
nejprve studovat linedrni nezavislost diferencovatelnych funkci.

Definice 15.5.5. Nechf v, ..., 9, € C""V((c,d)). Potom funkci !) definovanou
na (¢, d) predpisem

yl(x)a ) yn(x)
(), Yn(2)

Wlyt,....yn] (z) :=det | . : , z€(cd),
W@, e @)

1) Stejné byva nazgvan i determinant v néasledujici rovnosti na pravé strang.
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budeme nazyvat podle jejiho objevitele JOZEFA MARII HONE-WRONSKIHO (1776
1853) Wrdiiskiho determinantem funkei yy, ..., yn, resp. kratce, avSak nespisovné,
wronskianem funkci y1,. .., yn.

Tvrzeni 15.5.6. Necht y1,...,y, jsou linedrné zdvislé funkce z C"~V((c,d)).
Potom
Wiys,...,yn () =0, z € (¢,d),

tj. wronskidn téchto funkci je roven identicky 0.

Diikaz. Pokud jsou funkce yy, . . ., y, linearné zavislé, existuji konstanty cy, . . ., c,,
které nejsou vesmeés rovny 0 tak, ze plati

ciyr+ -+ cpyn =0

(jde o rovnost funkci na (¢, d)!). Zderivujeme tuto rovnost (n — 1)-krat, ¢imz do-
staneme pro vSechna x € (c,d)

a1y () + o+ cn¥n(T) = 0,
ayi(z)  + o+ cyle) = 0,
. . . (15.23)
ay @)+ o+ @) = 0.
Pro kazdé = ma tato soustava linearnich rovnic s nezndmymi ¢y, cs, . . ., ¢, netri-

vialni feSeni, a to dokonce nezavislé na x. Odtud ale plyne, Ze matice soustavy
mus{ byt singularni pro kazdé = € (¢, d), a proto plati

W[ylvvyn](‘r)zov .IE(C,CZ)-
Tim je diikaz dokoncen. O

Pfipomindme Dusledek 15.4.7 (pozor na zménu oznaceni!), z néhoz plyne exis-
tence a jednoznac¢nost maximalniho feseni rovnice (15.22) pro zo € (¢, d) a kazdou
pocatecni podminku tvaru

y(IO) =20, -0y y(n_l)(xo) = Zn—1-

Zvolime-li nyni postupné napf.

y(xo) =1, ¢ (xg)=0, ..., yE”fli(xo) =0,
y(xo) =0, y'(zo)=1, ..., y" P(x) =0,

v v o (15.24)
y(l'()) = 07 y/(iﬂo) = 07 cee y(nil)(x()) =1 )

pak tomuto systému n pocatecnich podminek odpovida n linedrné nezavislych
feSeni y1,. .., yn rovnice (15.22), protoze W{yi,...,yn J(x0) # 0.
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Tvrzeni 15.5.7. Necht yi,...,yn jsou linedrné nezdvislé funkce z C™((c,d)),
které jsou FeSenimi rovnice (15.22). Potom plati pro vSechna x € (c,d)

Wiy, .- yn] (z) #0.

Dikaz. Necht existuje néjaké x¢ € (¢, d) tak, ze

W[yla-"ayn](xo) =0.

Potom m4 soustava (15.23) pro x = zp netrividlni feseni (cy,. .., cy). PoloZme
Yy i=cayrt o+ el

Ziejmé je y*(xg) = 0. Jestlize vSak jsou y1, ...,y FeSeni (15.22), je i y* FeSenim
(15.22) a
Yy (20) =0, () (x0) =0,...,(y")" V(z0) = 0;

podle véty o jednozna¢nosti je y*(z) = 0, tj. y* je nulové FeSeni. Je tedy
cyr+ -+ cnyn =0

a tato rovnost plati véude v (¢, d). Odtud plyne, ze Wy, ..., y, | nemtze nabyvat
hodnoty 0 v Zddném bodé x € (¢, d), pokud jsou FeSeni y1,...,y, nezdvisld. O

Poznamka 15.5.8. Neni-li wronskian funkci y1,...,y, z C"~V((c, d)) identicky
roven 0, jsou tyto funkce linedrné nezavislé, coz plyne z jiz diive dokazaného
tvrzeni. Pfedchozi tvrzeni ukazuje, ze pro yi,...,y, € C™((c,d)), které jsou
feSenimi (15.22), nastava pravé jedna z moznosti:

1. Wly1,--.,yn](z) = 0 pro vSechna z € (c,d), nebo
2. Wly1,-..,yn](x) # 0 pro viechna z € (c,d).

Poznamka 15.5.9. Tvrzeni podstatné zavisi na vété o jednoznacnosti: jsou-li y1, ..., yn
pouze (dostate¢né hladké) funkce, pro které je wronskidn nulovy, pak neplyne z pod-
minky 1. jejich linearni zavislost. Doporucujeme ctenafi, aby se pokusil nalézt vhodny
ilustrativni priklad.

Tvrzeni 15.5.10. Dimenze prostoru vSech mazimdlnich teSeni rovnice n-tého
radu

(15.22) je prdvé n.

Dikaz. Vime jiz, jak lze nap¥. pomoci (15.24) nalézt n linedrné nezévislych maxi-
mélnich feSeni rovnice (15.22). Nyni dokézeme, Ze tato FeSeni tvoii bézi linedrniho
prostoru vSech maximélnich feSeni rovnice (15.22): Jestlize je y libovolné Feseni
rovnice L(y) = 0, pak zvolme zy € (c,d) a ozna¢ime

20 == y(wo), 21 :=y (70),..., 2n_1:= y("_l)(xo) ;
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Nyni ze soustavy rovnic

ayi(ro) + -+ +  caynl(z0) = 20,
-1 —1
an V@) + 4 et V(@) = oz
ur¢ime koeficienty ci, ..., c,. Matice soustavy je totiz ziejmeé regularni, takze koe-
ficienty c1, ..., c, jsou ureny jednoznac¢né. Potom je

y(.’L‘) = Clyl(x) + 1+ Cnyn(x) , T E (Cv d) ,

protoZe levd i pravé strana jsou maximélnimi FeSenimi (15.22) se shodnymi pocé-
te¢nimi podminkami v bodé zg. O

Rovnice (15.22) mé tedy pravé n linedrné nezavislych maximalnich FeSeni,
ktera tvoii bazi prostoru véech maximélnich feSeni (15.22); je vhodné si vSak uvé-
domit, ze pouze vime, Ze tato feseni ezistuji, ale nemame obecné zadnou metodu,
jak je spocitat.

Definice 15.5.11. Kazda n-tice linedrné nezavislych feSeni rovnice (15.22) de-
finovanych na intervalu (v,d) se nazyva fundamentdlni systém fFeseni rovnice
(15.22) na (v, d).

Ulohu Fesit rovnici (15.22) jsme pfevedli na tlohu nalézt jeji fundamentélni
systém mazimdlnich feSeni; potom lze kaZdé fesend rovnice (15.22) vyjadiit jako
restrikci vhodné linearni kombinace funkci z tohoto fundamentalniho systému.
Obecné Teseni rovnice (15.22) je tedy tvaru

y:Cly1+"'+Cnyn;

kde {y1,...,yn } je né&jaky fundamentalni systém maximélnich FeSeni rovnice
(15.22) a ¢y, ..., ¢, jsou libovolné (redlné) konstanty.

P#i hledani obecného FeSeni rovnice (15.21) postupujeme analogicky jako v p¥i-
padé rovnice 1.fadu, podle tvrzeni z Lemmat 15.5.1, 15.5.2 a Véty 15.5.3. Odtud
ihned plyne prakticky nadvod: Obecné Feseni rovnice (15.21) je soué¢tem obecného
feSeni rovnice (15.22) a jednoho libovolné zvoleného Feseni rovnice (15.21); tomuto
feSeni se opét Tika partikuldrni resend.

Uréeni obecného feSeni rovnice (15.22) neni v obecném piipadé lehké. Tak
napf. pro rovnice prvniho fddu umime ulohu zredukovat na hledani vhodné pri-
mitivni funkce. Umime-li néjaké partikuldrni feSeni rovnice (15.21) uhodnout, lze
feSeni nékdy prevést na FeSeni rovnice niz§tho faddu. N&kdy je rovnice (15.22)
specidlniho tvaru, a pak ji lze diky tomu rovnéz vytesit. Tyto metody nebudeme
podrobnéji rozebirat a ¢tenare, pokud by se tyto metody chtél naudit, odkazujeme
napf. na [3], [11], [15] a dalsi uéebnice.

Umime-li nalézt obecné feseni rovnice (15.22), existuje metoda, pomoci které
lze uréit potfebné partikuldrni feSeni rovnice (15.21). Je zobecnénim metody, se
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kterou se ¢tendr setkal v Poznadmce 10.1.13 a ktera je zaloZena na pfedpokladu,
ze se toto partikularni feseni da vyjadfit ve tvaru linearni kombinace fundamen-
talnfho systému feSeni s koeficienty, které jsou funkcemi na (c,d), tj.

y@) =c(@)y(z) + - -+ en(@)yn(z), 2z € (e, d). (15.25)

Historicka poznamka 15.5.12. Tato metoda se objevuje v jednoduché verzi v sou-
vislosti se studiem specilni rovnice 2. fadu poprvé u LEONHARDA EULERA (1707 — 1783)
r. 1739. V obecnéjsi podobé ji pfi systematickém studiu linedrnich diferencialnich rovnic
(s nekonstantnimi koeficienty) pouzil pozdéji JOSEPH Louls LAGRANGE (1736 — 1813);
ten se patrné inspiroval starsimi metodami vypocti v astronomii. Viz [6].

Provedeme nyni nasledujici vypocet: derivujeme y ve tvaru (15.25) a ve vyja-
dfeni y' polozme soudet ¢lentt obsahujicich ¢f, ..., ¢, roven 0; pak pocditame y” a

postupujme obdobné, atd. Klademe vyrazy ve druhé az predposledni rovnici zcela

vpravo v zavorkach, obsahujici derivace ¢, ..., ), vzdy rovny 0, ¢imZ dostaneme
/

(n — 1) rovnic pro neznamé ¢}, ..., c,,. Formalni iprava d4ava dobrou predstavu

o podstaté véci, pro struc¢nost vynechdvame proménnou x:

y=cayr+ - +caln,

y' =i+ ey (i oo )
S eyl et g (A )
(n—1) (n—1) ("

g =y ey (T ),
Y™ = eyl + o+ ey + o e Y

Upravme predchézejicich (n+1) rovnic tak, Ze vyndsobime prvou rovnici funkei a,,,
druhou rovnici funkci a,,_1 atd. Pfedposledni rovnici ndsobime funkci a;. VSechny
takto ziskané rovnice véetné posledni neupravované secteme. Protoze yi,...,yn
jsou FeSenimi (15.22), dostavame po snadné upravé s prihlédnutim k (15.21)

L(y) = erLys) + -+ enLlyn) + iy~ 4+ iy = b,
Prvych n scitanct se ziejmé anuluje; dostaneme tak posledni, tj. n-tou rovnici
Gyt 4y =,

Nalezena soustava

ayp + -+ dyn = 0,
ay, + -+ cy, = 0,
Gy 4 gy = b,
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pro nezndmé funkce ¢, ..., ¢, mé reguldrni matici, proto se problém redukuje na
nalezeni n primitivnich funkci k n spojitym funkcim, ¢imz ziskdme potiebné parti-
kularni feseni. Podotykame, zZe zde uzivame Cramerovo pravidlo znamé z algebry,
pomoci kterého vyjadiujeme cf,...,c, ve tvaru podild spojitych funkci (délime
wronskianem fundamentalniho systému feSeni).

Popsana metoda se nazyva metoda variace konstant. Jeji aplikace na konkrétni
ptripady mize byt velmi pracné, zejména pokud ji provadime ,rucné®.

15.6 Pripad konstantnich koeficienti

Vratme se k problému urcéeni fundamentalniho systému FeSeni rovnice (15.22). Ve
specidlnim pfipadé, kdy ma rovnice (15.21), resp. (15.22), za koeficienty a1, ..., a,
konstantni funkce na (¢, d), mizeme pievést tlohu nalézt fundamentdlni systém
FeSeni rovnice (15.22) na ryze algebraickou tlohu. Zdtraznéme, Ze nasim cilem je
najit pro p¥ipad takové rovnice (15.22) s koeficienty ay,...,a, € R redlné funkce
(na R), tvofici fundamentalni systém Feseni (15.22).

Pfedpokladejme, Ze rovnice (15.22), tj. L(y) = 0, m4 FeSeni tvaru

y(x) = e, (15.26)

a pokusme se nalézt podminky charakterizujici volbu takovych «. Po zderivovani
a dosazeni do (15.22) obdrzime

L(eam) — % (an + alan—l 4+ .. 4 anao) =0. (1527)

Staci tedy nalézt o € R, které je kofenem tzv. charakteristické rovnice prislusné
k (15.22)
Pla)=a"+aa" '+ +a,=0. (15.28)

a mame jedno (reilné) feSeni tvaru (15.26). Timto zpisobem pfifazujeme opera-
toru L charakteristicky polynom P.

Avsak rovnice (15.28) nemusi viibec mit rediné kotfeny: Zakladni véta algebry
o existenci kofene kazdé algebraické rovnice tvaru P(z) = 0, kde P je polynom
stupné st(P) > 1, ndm jako disledek dava pro rovnici stupné n, n > 1, existenci
prdavé n obecné komplexnich koreni, pocitanych véetné jejich nasobnosti.

Vznikaji prirozené otazky:
1. Je-li charakteristickd rovnice pfifazend operatoru L z rovnice (15.22) tvaru
P(a) =0, (15.29)

pak jeji vicendsobné kotfeny davaji pouze jedno ,pfirozené feseni“; jak lze
nalézt cely fundamentalni systém FeSeni rovnice (15.22)7

2. Co délat s komplexnimi kofeny rovnice (15.29) v pfipadé, Ze hledame rediny
fundamentdlni systém (P je polynom s realnymi koeficienty)?
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Vysledky jsou pruhlednéjsi, interpretujeme-li je z hlediska komplexnich funkci
redlné proménné. Jsou-li ay,...,a, (obecné komplexni) kofeny (15.29) a jsou-li
tyto kofeny navzajem riazné, jsou funkce

FeSenimi (15.22) a jsou navzdjem nezavislé, tj. tvofi fundamentélni systém. Pro
jejich wronskian dostaneme snadnym vypoctem

1, 1, |
Qaq, g, AR On
Wle™® ..., e*"]| = eloat tan)r . ,
—1 —1 n—1
251 y Qg ’ y Qg

pficemz determinant vpravo je tzv. Vandermondiv determinant; jeho hodnota
je rovna souéinu vSech dvojélentt (a; — ay) pro 1 < j < k < n, a je tedy nenu-
lova. Jsou-li tyto kofeny vesmeés redlné, ziskame tak fundamentalni systém slozeny
z n realnych funkci.

Poznamka 15.6.1. M4-li charakteristicky polynom P v (15.28) pouze redlné ko-
eficienty aq,...,a,, pak s kazdym kofenem o ma téz kofen a (¢islo komplexné
sdruzené). Je-li totiz P(«) = 0, je také

0=Pla)=a"+aa" 4+ +a,=@)" " +a (@ +--+a,. (15.30)

Kdyz nékteré koreny charakteristické rovnice nejsou redlné, dostavame feseni
rovnice (15.22), kterd jsou vSak komplexnimi funkcemi redlné proménné. Ta jsou
nad R nezavisla. Je-li a = 3 + iy, jsou feSeni tvaru

e’ (cosyz +isinyz), €’ (cosyx —isinyz) .
Prejdeme k jejich vhodnym linedrnim kombinacim, které daji redlnou a imaginarni
Cast:
e’ cosyx, e Tsinyx.

7 predchézejici ivahy nebo pfimym vypoctem snadno ovérime, Ze jsou to linearné
nezavislé funkce: Z rovnosti

c1e”® cos v + e’ sinyr = 0
dostaneme délenim e* # 0 a pak zderivovanim a délenim v # 0 dvojici rovnic:

c1cosyx +cagsinyr = 0,

—ci1sinyxr +cgcosyr = 0.

Tato soustava ma pouze trividlni feseni ¢; = co = 0.
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Poznamka 15.6.2. Zbyva vytesit pripad vicendsobnych kofenti. Motivaci nam bude
avaha: Jsou-li oy # a2 redlnd cisla, kterd jsou kofeny (15.29), je

R L e2® (e(a1*a2)x _ 1)

= x
a1 — as (a1 — a2)z

e

rovnéz feseni (15.22). Pfedstavime-li si, ze dvojndsobny kofen vznika ,splynutim“ dvou
kofenti, mizeme provést experiment: P¥i ac; — a2 mé zlomek vpravo ziejmé limitu ze®2”.
To nés vede k domnénce, ze tato funkce je rovnéz feSenim (15.22) a Ze toto FeSeni je
s ostatnimi ,zfejmymi“ linedrné nezavislé. Ovéreni spravnosti domnénky, ke které jsme

Tvrzeni 15.6.3. Jsou-li o, ..., q, navzdjem rizné koreny rovnice (15.29) s ndsob-
b b
nostmsi S1,...,8, a je s+ sg+ -+ 8- =n, pak
eoq;n, wea117 o xsl—lea117
ea2x, :Eeoqz7 . x527leo¢217
(15.31)
eo%;ﬂj xeakw7 xsy—leoww

)

tvori fundamentding systém teSeni (15.22).

Pokud ma charakteristicky polynom P redlné koeficienty, lze prechodem k vhod-
nym linedrnim kombinacim TesSeni prislusnych komplexné sdruZenym korenim do-
sahnout toho, Ze vznikly fundamentdlni systém je tvoren pouze redlnymi funkcems.

Pro dikaz Tvrzeni 15.6.3 je vhodné si pfipravit n€kolik jednoduchych lemmat.

Lemma 15.6.4. Necht operdtor v rovnici L(y) = 0 md charakteristickou rovnici
Q(a) =0 s kofenem oy = 0 ndsobnosti s, tj.

Q) =a" +ba" M -4 by sa® =0,
kde b,,_s # 0. Pak md rovnice L(y) = 0 linedrné nezdvisld tesent

1, z,...,z°" %,

Diikaz. Dosazenim se snadno presvédéime, ze funkce jsou fesenimi rovnice. Stejné

snadno zjistime, ze wronskian téchto funkei W[1,x, ..., 25"t # 0; jde totiz o de-
terminant trojuhelnikové matice, na jejiz hlavni diagondle jsou vesmés nenulové
prvky. Proto jsou tato feseni lineadrné nezavisla. O

Lemma 15.6.5. Necht operdtor v rovnici L(y) = 0 md charakteristickou rovnici
Q(a) =0 s obecnygm kofenem ag ndsobnosti s. Potom md rovnice L(y) = 0 fesend

1-eX0% gev® gsTletow
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Diikaz. Hledejme feSeni y rovnice L(y) = 0 ve tvaru soudinu: y(x) = z(x) e*?;
proménnou x budeme u funkce z pro zestruénéni zapisu vynechavat. Je

! aox

Yy =2e% o = e L zage®T ..,

takze po dosazeni dostaneme L(y) = L(ze®?®) = e®?M(z), kde M je linearni
diferencialni operator s konstantnimi koeficienty. Najdeme charakteristicky poly-
nom Q7 operatoru M. Z (15.27) dostavame

L(e°®) = e*®Q(a). (15.32)

Dale plati
M (eam)

eozw

e Q1 (o) = M(eaw) . tedy Qi) =
Odtud snadno spocteme

ax aT 00T (a+ap)x
Quiey = M) _E) 1 Loy,

eaT exoT e(a—i—ag)z

z ¢ehoz vyplyva: Méa-li charakteristicky polynom ) kofen ag nésobnosti s, mé
charakteristicky polynom ()1 kofen 0 nésobnosti s. Podle Lemmatu 15.6.4 jsou

funkce 1,z,...,2°"! feSenimi rovnice M (z) = 0, takze funkce
apx apx s—1_ ooz
1-e*% ge*® ... x° e
jsou FeSenimi rovnice L(y) = 0. O

Tim jsme ziskali ,stavebni prvky“ pro systém (15.31). Nyni dokdzeme plat-
nost tvrzeni, které je samo o sobé zajimavé, a pomoci kterého jiz diikaz snadno
dokoncime.

Lemma 15.6.6. Nechi a1, ag, ..., . jsou libovolnd navzdjem riznd (komplexnt)
cisla. Jestlize polynomy Hy, Ha, ..., H, vyhovuji rovnici

Z eakak(‘r) =0,
k=1

potom jsou Hy identicky nulové polynomy pro vsechna k=1,2,...,r.

Diikaz. Nejprve si povS§imneme, ze je-li p € C,  # 0 a H # 0 je polynom stupné
m, pak

(e"H(x)) = e uH(x) + " H'(x) = " (H'(z) + pH(z)) =: " K (z),

kde polynom K ma rovnéz stupen m. Dale postupujeme ,.kone¢nou* indukci vzhle-
dem k 7: Dokazeme, ze vzdy vSechny K} a tedy i Hj jsou identicky nulové. Pro
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r =1 je tvrzeni ziejmé, protoze exp nenabyva nikde hodnoty 0, a tak musi pla-
tit H; = 0. Dale ukézeme, Ze pokud plati tvrzeni pro r — 1 > 1, plati i pro r:
z rovnosti

r r—1
Zeo‘”Hk(:v) =0 plyne H.(z)=-— Z elov=ar)a (7).
k=1 k=1

Nyni derivujeme posledni rovnost tolikrat, abychom dostali (poprvé) vlevo iden-
ticky nulovou funkci; obdrzime tak rovnost

r—1
0= Ze(akiar)sz(x) ,
k

=1

pficemz stupné kazdych dvou polynomi Hy a K} jsou pro k = 1,2,...,r — 1
stejné. Vzhledem k tomu, Ze exponenty v exponenciale jsou vSechny rdzné, je
podle indukéniho predpokladu K = 0 a také Hy = 0 pro k = 1,2,...,r — 1.
Odtud plyne, ze také H, = 0, ¢imz je tvrzeni lemmatu dokéazano. O

Diikaz Turzeni 15.6.8. Protoze linedrni kombinace feSeni ze seznamu (15.31) ma
formalné tvar kombinace

> e Hy(z) =0,
k=1

kde Hj je polynom, ktery mé stupen sx_1, k = 1,2,...,r, dostdvame odtud, ze
funkce v seznamu (15.31) jsou linedrné nezavislé a tedy (15.31) je popis funda-
mentalniho systému feSeni rovnice (15.22).

Pokud m4 charakteristicky polynom P rovnice L(y) = 0 vSechny koeficienty
realné, postupujeme jako v Poznamce 15.6.1 a z ,parovych“ komplexnich Feseni
vytvofime feSeni redlnd. Tim je diikaz Tvrzeni 15.6.3 dokoncen. O

Priklad 15.6.7. Pro linearni diferencidlni rovnici 2. fadu

Li(y) =y" -3y +2y=0 (15.33)
mé jeji charakteristické rovnice tvar A2—3A+2 = 0. Jejimi réiznymi kofeny jsou é&isla 1 a 2,
proto je fundamentalni systém FeSen{ tvoFen funkcemi e® a € a jeji obecné Feseni obvykle
zapisujeme ve tvaru y = Cre” + Cae?®, O, C2 € R, co# je popis prvkil dvojrozmérného

prostoru generovaného funkcemi e* a e2®. Podobné v piipadé dvojnisobného korene
charakteristické rovnice pro rovnici

La(y) =y " =2y +y=0 (15.34)
je tvoren fundamentalni systém reSeni funkcemi e” a xe”. Konecné pro rovnici

Li(y) =y" +4y' + 13y =0, (15.35)
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jejiz charakteristické rovnice A% 4+ 4\ + 13 = 0 m4 dvojici komplexné sdrpien}']ch korent
—243i a —2 — 3i, dostaneme jim odpovidajici komplexni funkce el 723z 5 o(—2-3D)z
Ziejmé je

o~ 2k

_ e72x(

cos3z £isin3x).

Obé komplexni funkce realné proménné maji (az na znaménko) shodnou redlnou a imagi-
narni &ast e 2 cos 3z a e~ 2% sin 3x; tyto funkce rovnéz tvoii fundamentalni systém feseni
rovnice (15.35). O spravnosti téchto jednoduchych tvrzeni se lze piesvédcit pfimym vy-
poctem.

Existuje ,,jednoduchy trik*, ktery umozniuje snadno, bez pouziti dalsi inte-
grace, kterou bychom provadéli pfi uziti variace konstant, nalézt partikularni
feSeni rovnice (15.21) pro specidlni pravé strany. Je vhodné si pamatovat jeho
,komplexni verzi“, ze které snadno plyne postup v ,realném pripadé“. Jestlize je
pravd strana b(x) rovnice (15.21) tvaru

fla)er,

kde f je polynom stupné r (s komplexnimi koeficienty) a A € C, pak klademe
k = 0 pro pfipad P()\) # 0, respektive k =,nasobnost kofenu A charakteristického
polynomu P“, a rovnice (15.21)

md partikularni Tesent tvaru
e)\x

a* g(x)
kde g je polynom (s kompleznimi koeficienty) téhoZ stupné r jako f. Ostatni pfi-
pady pravych stran typu f(z)cosx, resp. f(z)sinz apod. jsou v tomto p¥ipadu
zahrnuty, ¢tendr si je vSak musi samostatné promyslet. Jelikoz pfi aplikaci me-
tody zarover ovéfujeme, ze predpokladané feseni je skuteéné partikuldrnim rese-
nim (15.21), nebudeme tento trik nijak teoreticky zdivodiovat; viz [11], str. 128,
[8], str. 52, nebo [15], str. 244. Praktickou ukézku poskytuje nésledujici ptiklad.

3

P¥iklad 15.6.8. Navazeme na predchazejici Ptiklad 15.6.7. Resme rovnici
Li(y) =y" - 3y' +2y =22 +3. (15.36)

Kofeny prislusné charakteristické rovnice pro (15.33) jsou ¢isla 1 a 2, prava strana (15.36)
mé tvar e”®(2x+3) a 0 nend kofenem charakteristické rovnice. Protoze 2243 je polynom
stupné 1, hleddme partikularni feseni rovnice (15.36) ve tvaru e*®(az +b) = ax + b, kde
a,b € R. Po zderivovani a dosazeni do (15.36) dostaneme rovnici

0—3a+2(ax+b)=2x+3,

ze které snadno spocteme a = 1, b = 3. Timto zptisobem jsme snadno urcili partikularni
feSeni y1 = = + 3 rovnice (15.36), a proto je jeji obecné FeSeni tvaru

y=Che” + Coe®® + 1+ 3.
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Pro rovnici Li(y) = 2%e** je situace nepatrné slozit&jsi, protoze 2 je (jednoduchym) ko-
fenem charakteristické rovnice pro (15.33); v tomto pfipadé hleddme partikuldrni feseni
ve tvaru

y1 = > (az® + b’ + cx).

Koneéné pro rovnici Li(y) = €® cos2z uvazime, Ze jeji pravd strana je redlnou Casti
funkce e(1+21)”, a protoze komplexni ¢islo 1 + 2i neni korenem charakteristické rovnice
pro (15.33), hleddme v tomto piipadé partikuldrni feseni ve tvaru

y1 = ae” cos 2x + be” sin 2z,

kde a,b € R. Podobné pro rovnici Lz(y) = e”(z+3) hleddme partikuldrni feSeni ve tvaru
y1 = e” (aac3 + bmz), protoze cislo 1 je dvojndsobnym korenem charakteristické rovnice
pro (15.34). Koneéné pro rovnici Ls(y) = x?e™ 2" sin 3z hleddme partikularni feseni ve
tvaru

2

y1 = (az® + bz’ + cx) e ** cos 3z + (dz® + fz* + ga)e **sin 3z,

kde a,b,c,d, f,g € R, protoze komplexni ¢isla —2 4 3i jsou jednoduchymi koreny cha-
rakteristické rovnice pro (15.35).

Poznamenejme, zZe je pak jiz jen zalezitosti pocetni praxe odhadnout, zda je vyhod-
néjsi pouzit variaci konstant nebo ,hadani“ tvaru reseni. Pokud se zbavime nutnosti
hledat primitivni funkce, neznamena to zdaleka, ze jiny postup je casové méné vyhodny.
Podrobny vyklad metody nalezne ¢tendf napt. v [11], str. 128.

Piiklad 15.6.9. Dostatek praktickych pfikladt na uziti rovnic vyssich radt poskytuje
napf. fyzika. Rovnice

y// + 2a]y/ + wzy -0
sw > 0 asa =0 jerovnice tzv. harmonického linedrniho oscilatoru. Jejim netrividlnim
obecnym Fesenim (c? + ¢3 > 0) jsou funkce

y(t) = crcoswt + cesinwt, tER. (15.37)
Polozime-li C' = (¢} + ¢3 )1/2 > 0, pak existuje to € R tak, ze je
y(t) = C'sin(wt + to) .
Cislo C je tzv. amplitudft a to fdze. Jestlize je a > 0, pak povaha FeSeni rovnice (15.37)
zavisi na vztahu w a a. ReSeni popisuji silné tlumené (a > w), kriticky tlumené (a = w)

¢ slabé tlumené (a < w) kmity. Viz napf. [10], str. 76 a nésl. V téchto skriptech nalezne
¢tenar mnoho priklada aplikaci teorie (obyé¢ejnych) diferencidlnich rovnic.

15.7 Systémy linearnich diferencialnich rovnic

Budeme se jesté kratce zabyvat systémy diferencidlnich rovnic. V této ¢asti budeme
uzivat jesté hlubsi poznatky z algebry. Nasledujici vyklad ukazuje jejich vyuziti. Ilustra-
tivni priklad nam ukaze, ze se budeme moci omezit, podobné jako jiz dfive, na systémy
(soustavy) rovnic prvniho fadu.
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Priklad 15.7.1. Mechanickou konfiguraci, v niZ je na pruziné o tuhosti k1 zavé-
Seno zédvazi o hmotnosti m1, na kterém je na pruziné o tuhosti ke zavéseno zavazi
o hmotnosti mg, popisuje systém

m1y) =mig —kiyr + k2(y2 — y1)
mayy = mag — ka(y2 —y1) -

Predpokladame, ze kromé gravitaéni sily neptisobi na systém zadné dalsi vnéjsi
sila. Funkce y; a y2 popisuji vychylky zavazi od rovnovazného stavu. Pomoci
substituce y; = (1/m1)ys, y5 = (1/m2)ys dostaneme systém prvniho fadu

v =(1/m)ys,

Yo = (1/m2)ya,

ys = mig — kiy1 + k2(y2 — y1) ,

Yy = mag — ka(y2 —y1) -

Predesly piiklad lze snadno zobecnit: kazdy podobny systém lze analogicky
prevést na systém prvniho fadu. Dale ukdzeme, jak ve specidlnich pripadech Tesit
systém (soustavu) diferencidlnich rovnic prvniho fddu

y;. = fl(‘ruyluy27" '7yn)7
y/2 = f2(‘r7y17y27 .o '7yn)7

y;z = fn(xay15y27 s ayn) )
ktery jsme zkracené zapisovali ve tvaru
Yy =f(zy),

a pro ktery jsme odvodili ,lokalni* existen¢ni Vétu 15.4.1. Chceme-li systém prak-
ticky Tesit, jsou zjednodusSeni nutna: omezime se proto na linedrni systémy. Obecné
jde totiz o slozity problém, avsak, stejné jako vyse, pro specialni piipady je k dis-
pozici pomérné jednoduché teorie. Budeme se tedy zabyvat systémem

Y (x) = an(x)yr + a12(@)y2 + - - - + a1n (@) yn + b1(z) ,
Ya(x) = a1 (x)yr + as2(x)y2 + - - - + agn () yn + b2(x),

: (15.38)
y;l(x) = an1()Y1 + an2(2)y2+ - + ann(T)yn + bn (),

ktery budeme zapisovat ,maticové“ ve tvaru

Y = A(2)y +b(2);
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zde y a b chapeme jako sloupcové n-rozmeérné vektory, A je Ctvercova matice typu
nxn, jejimiz prvky jsou (redlné) funkce. P¥itom budeme pfedpokladat, ze a;i a b;
jsou spojité funkce na otevieném intervalu I C R. V tomto pfipadé pro kazdy bod
[20,9°] € I x R™ existuje podle Véty 15.4.4 praveé jedno feseni ¢ = (p!,..., ")
definované na intervalu I, splitujici podminku ¢ (z0) = y°.
Neni ptilis pirekvapujici, ze budeme uvazovat opét dva systémy rovnic, a to
jednak systém
Yy =A(z)y + b(x), (15.39)

a pak systém
y=A()y. (15.40)

Postupné odvodime tvrzeni, kterd budou obdobna jako v pfipadé linearni di-
ferencialni rovnice n-tého Fadu.

Lemma 15.7.2. Viechna tesent systému (15.40) definovand na tomtéZ intervalu
tvori linedrni prostor. Specidlné to plati pro vSechna mazimdlni fesend.

Dikaz. Pro feSeni y,, y, systému (15.40) a ¢1, co € R zfejmé plati

(a1yy + 2yp) = A A(2)y; + 2 A(2)y, = A(z) (c1y) + 2s)
coz dokazuje tvrzeni. O

Nyni ukazeme, Ze tento prostor ma dimenzi n. Nejprve budeme fesit dtlezitou
otazku, kdy jsou n-rozmérné vektorové funkce g, (z) = (gi(x), gi(z),..., g (z)),
zel, k=1,... n, linedrné nezavislé na intervalu I C R. Jsou-li linedrné zavislé,
pak musi existovat netrividlni linedrni kombinace téchto vektort s koeficienty
c¢=(c1,¢,...,cy) tak, ze (vektorova) funkce

c1g,(xz) + -+ cng,(x) =0,

tj. tato kombinace je m-rozmérnym nulovym vektorem v kazdém bodé z € I.
K tomu je nutné, aby determinant matice, jejiz sloupce tvoii vektorové funkce
g1(x),...,9,(x), €I, byl na I nulovou funkci. Determinant funkéni matice,
jejiz sloupce tvoii funkee g (z),...,g9,(x), © € I, ma analogické vlastnosti jako
dfive zavedeny Wroénskiho determinant. To ndm bude voditkem pro dalsi postup.
Pomoci Véty 15.4.4 o jednoznacnosti najdeme n linedrné nezavisljch reseni

yl = (y:]l.7y%7"'7y’:’ll)7 MR yn = (yi?yi?"'?yz)?
kterd splituji rovnici (15.40) a pro n&jaké xg € I podminku
y(zo) =e€*, k=1,...,n; (15.41)

vektor e* je standardni soufadnicovy vektor (0,0,...,1,...,0), ktery ma k-tou
soufadnici rovnou 1, zatimco ostatni jsou rovny 0. ReSeni jsou opravdu linedrné
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nezavisl, protoze z Y ;_, ¢y, = 0 plyne dosazenim zo rovnost
chyk(:zro) = Z cre® =0.

k=1 k=1

Protoze €*, k = 1,...,n, jsou lineadrné nezavislé, plyne odtud ¢; = ¢y = -+ =
cn = 0.

Lemma 15.7.3. Vsechna mazimdini feseni systému (15.40) tvori linedrni pros-
tor dimenze n.

Diikaz. Z predchozi uvahy vyplyva, ze dimenze tohoto prostoru je alespon n.
Je-li y* libovolné feseni systému (15.40), je y*(zo) = h = (R, h%,...,h") a
y*(wo) = >_p_, h*e*. Pak podle véty o jednoznacnosti je y*(z) = >,_, h*y, ()
pro vSechna x € I. O

Jsou-li funkce g4,...,g,, resp. jejich slozky gf, ik =1,2,...,n, funkcemi
z C*(I), je i jejich determinant funkci z C*(I). P¥itom je pro linearné zavislé funkce
roven 0 vSude v I. Ukazeme, Ze v piipadé vektorovych funkci y,,y,, ..., y,,, které
jsou fesenimi systému (15.40), plati alternativa v ,silnéjsi“ podobé: je-li deter-
minant matice (yf) rizny od 0 alespori v jednom bodé intervalu I, je nenulovy
ve vsSech bodech I. Je-li totiz nulovy v néjakém bodé€ zy € I, existuje netrivi-
lni linedrni kombinace takova, ze c1y,(zo) + - - - + ¢ny,, (o) = 0. Pak podle véty
o jednoznacnosti je

ay (@) + -+ ey, (z) =0

pro vSechna x € I. Jestlize srovname dosud nalezené poznatky s tim, co jsme
odvodili pro linedrni rovnici n-tého fadu, vidime, Ze je tcelné i v tomto pripadé
zavést pojem fundamentalniho systému Tesent.

Definice 15.7.4. Mnozinu kazdych n lineadrné nezdvislych feseni systému (15.40)
na intervalu (c¢,d) nazyvame fundamentdlni systém teSeni soustavy (15.40) na
(¢, d). Matici, jejiz sloupce tvori fundamentalni systém maximélnich feSeni sou-
stavy (15.40), nazyvame fundamentdlni matict soustavy (15.40). Budeme ji znacit
Y ;=Y (x). Je tedy

Y@ :=|. 7 7 (15.42)
yroyz - Yn

Dusledek 15.7.5. Determinant fundamentdlni matice systému (15.42) je na I
vsude ruzny od 0.

Oznacime-li ¢ = (¢1,¢a, ..., ¢,) sloupcovy vektor, miZzeme zkracené zapisovat
obecné feseni jako maticovy sou¢in y(r) = Y (z)c. Snadno nahlédneme, Ze i
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v tomto ptipadé plati analogickd tvrzeni jako pro linearni rovnici n-tého fadu;
jejich dtkaz by byl jen opakovanim uvah, které jsme jiz jednou provadeéli a které
maji elementarni charakter. Shrneme tyto poznatky do jediného tvrzeni:

Tvrzeni 15.7.6. Obecné fesent systému (15.40) obdrzime jako mnoZinu vsech li-
nedrnich kombinaci fundamentdlniho systému TeSeni soustavy (15.40); zdvisi tak
na n parametrech, kterymi jsou koeficienty této linedrni kombinace. Rozdil kaz-
dych dvou teseni systému (15.39) je feSenim (15.40). Proto obecné feseni sys-
tému (15.39) obdrzime jako (mnoZinovy) soucet obecného tesent systému (15.40)
a (jednoho) partikuldrniho teSeni systému (15.39).

Jestlize zndme fundamentélni systém Feseni systému (15.40), mtZeme pro ur-
¢eni partikuldrniho feSeni systému (15.39) uzit metodu variace konstant. P¥i jejim
odvozeni pouzijeme s vyhodou maticovy zapis.

Budeme hledat feSeni systému (15.39) ve tvaru

y(x) = Y(z)e(),

kde sloupcovy vektor ¢(z) je (vektorovou) funkei na intervalu I a Y (z) je funda-
mentalni matice systému (15.40), kterd je tedy regularni v kazdém bodé z € T a
jejiz prvky jsou spojité funkce na I. Pro toto feseni dostaneme

Y'(z)e(x) + Y (z)c(z) = (Y(:c) c(a:))/ = A(x) Y (2) c(x) + b(x).
Protoze Y'(x) = A(x) Y (x), porovnanim vyrazi stojicich vlevo a vpravo vyplyva,
ze Y (z)c'(z) =b(z), x € I, a tedy

c(z) =Y '(z)b(z).
Inverzni matice Y ™! je regularni v kazdém bodé = € I a jeji prvky jsou spojité
funkce na I; to plyne z vlastnosti Y a ze vzorce pro vypocet prvkl inverzni ma-

tice. Proto na pravé strané predchazejici rovnosti stoji spojita vektorova funkce.
Integraci posledn{ rovnosti (v mezich g a x) dostaneme pro kazdé x € I vzorec

e(z) = e(zo) + / Syl b dt

Véta 15.7.7. Jestlize jsou maticova funkce A a vektorovd funkce b spojité na
otevieném intervalu I C R a je-li zy € I, md Cauchyho pocdtecni uloha pro
systém

y = A(x)y +b(z), y(zo) =19,

prdve jedno teseni na I pro kazdy bod y° € R™. Toto resent je popsdno vzorcem
y(@) =Y (2)Y Hzo)y° + Y(:c)/ Y 't)bt)dt, zel. (15.43)
zo

Diikaz. Pro diukaz spravnosti vzorce si stac¢i uvédomit, ze vyraz vpravo je v bodé
xo roven vektoru y°. O
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15.8 Systémy rovnic s konstantnimi koeficienty

Zatazeni této ¢asti mé pomérné ziejmy charakter. V predchozi ¢asti jsme poznali,
Ze jsme schopni nalézt metodou variace konstant obecné feseni soustavy linearnich
rovnic, pokud zname jeji fundamentdlni systém reseni. Ten vsak obecné nalézt
neumime. Ukazeme si vsak, jak je to mozné v pfipadé, ze jde o soustavu linearnich
rovnic s konstantnimi koeficienty.

V této casti musime vyuzit pomérné hlubokych poznatkt z lineadrni algebry.
Doporucujeme ¢tenéii, aby si tuto partii pfecetl napf. v [2], kde je vyloZena pravé
jako aplikace prislusnych poznatkt z linearni algebry.

Nejprve se sezndmime s tzv. eliminacni metodou. Budeme fesit systém rovnic

W) (@) = any' + a2y’ + - + a1 y™ + b (2),
(V%) (x) = a2ry' + azey® + -+ + a2y + b (2),

: (15.44)
(") (2) = ap1y' + an2y®+ -+ + anny™ + 0" (2),

ve kterém jsou koeficienty a i, konstantni a b® jsou spojité (redlné) funkce na inter-
valu (¢, d). V maticovém tvaru zapisujeme systémy, se kterymi budeme pracovat,
takto:

y =Ay+b, (15.45)

y = Ay. (15.46)

Posledni systém se Casto nazyva autonomni systém linedarnich diferencidlnich rov-
nic a uziva se k popisu fyzikalnich nebo technickych problémd, jejichz prvky nejsou
zéavislé na case.

Popisme nejprve nékteré mozné piistupy k feSeni systému (15.44). Jsou-li
funkce b’ € C ("_1)((0, d)), zvolme jednu z rovnic, napf. prvni a zderivujme vyrazy
na obou jejich stranich. Obdrzime rovnici

W (@) = a1 (y") + ar2(¥®) + -+ amn (™) + (0 (z),

do které dosadime za (y')’, (y2)', ..., (y")" ze systému (15.44). Rovnici upravime
na tvar
(") (2) = dory* + daoy® + -+ - + dony™ + 0°(2) .

V dalsim kroku zderivovanim dostaneme
W) (x) = dar (y") + da2(y?) + - + dan(y™) + (6%)' (),

do které opét dosadime za (y'), (y?),...,(y") ze systému (15.44). ObdrZenou
rovnici upravime na tvar

(") (x) = ds1y" + day® + -+ + dzny” + ().
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Po kone¢né mnoha krocich dostaneme rovnici
W (@) = dury + dnay® + -+ duny™ + 5(2).

Ziskali jsme tak soustavu rovnic pro (y')’, (y*)”, ..., (y")™, kterd je tvaru (v prv-
ni rovnici (y')'(z) = any' + a12y® + -+ + ary™ + b*(z) jen formalné zménime
oznaceni koeficient)

(W) () = duy' + diy® + -+ diny" + 6" (2),
(") (2) = dory" + dosy® + -+ - + dony"™ + 0°(2)

- (15.47)

7 téchto rovnic postupné vylouéime y2,...,y", a to tak, Ze napf. z prvni rov-
nice vypocteme y? a dosadime do zbyvajicich rovnic. Dostaneme tak (n — 1)
rovnic, které jiz neobsahuji y2. Tak postupné snizujeme pocet rovnic i nezna-
mych, az dospéjeme k jediné rovnici n-tého fadu pro y'. Vypoéteme jeji obecné
feseni (bude obsahovat n konstant c!, ..., c"). Pak dosadime do systému (15.47)
za (yV), (yM)", ..., (y")™ a dopocteme y',y?,...,y" z algebraického systému n
rovnic o n neznamych.

7 popisu metody vidime, Ze je sice pracnd, ale elementarni. Takto hladce vSak
nevede vzdy k cili. MiiZe se stét, ze nedojdeme az k systému (15.47), ale po mensim
poctu krokt se na pravé strané viechny neznamé y2, ..., y" zrusi. Dostaneme tak
pro y* linedrni rovnici s konstantnimi koeficienty niz$iho f4du nezli n. Jeji obecné
feSeni bude zaviset na méné nezli n konstantach. Pak lze dosadit y! do (15.44) a ze
vzniklého systému vytvorit novou diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty
pro 42 analogickym postupem, ktery jsme uzili pro y'. Tato situace miZe nastat
nékolikrat za sebou. Tak se FeSeni systému n rovnic muiize prevést na feseni nékolika
linedrnich rovnic s konstantnimi koeficienty fadd nizsich nez n (soucet jejich fadu
je m); viz napt. [7].

V dalsich odstavcich si pfipomeneme nékolik pojmi z linearni algebry. Dopo-
rucujeme ¢tenéfi, aby si piislusnou latku eventudlné prostudoval v [2]. Tento text
obsahuje totiz i kapitolu, v niz ¢tenaf nalezne aplikaci teorie na feseni systému
diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty tvaru (15.40).

Definice 15.8.1. Je-li A matice typu n X n, jejimiz prvky jsou realnd Cisla, tj.

A1p A2, ... QAnn
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nazyvédme polynom (symbolem E zna¢ime jednotkovou matici typu n x n)

ail — A a1 e anl
ai2 a29 — Ao an?2
P()\) =det(A — AE) = det
A1n Q2n cee Qpp — A

charakteristickym polynomem matice A?). Jeho koteny se nazyvaji vlastni ¢isla
nebo vlastni hodnoty matice A, rovnice P(A\) = 0 je charakteristickd rovnice
prislusnd k A. Mnozinu vSech vlastnich ¢isel matice A nazyvame spektrum matice
A a znalime ji o(A).

Piiklad 15.8.2. Matice

1 -1 4
A=(3 2 -1 (15.48)
2 1 -1

ma charakteristicky polynom

PO = —(1+N1=A)(2-\)+2+12— 82— N+
(=N =31+N)=01-NA-3)(A+2)
a jeji spektrum je tedy o(A) = {1, 3, —2}.

Definice 15.8.3. Je-li A vlastni ¢islo matice A, nazyvame kazdy nenulovy vektor
v vyhovujici rovnici Av = v vlastnim vektorem matice A prislusngm k vlastnimu
cislu \.

Poznamka 15.8.4. Vlastni vektory hraji dulezitou roli v mnoha aplikacich. Je-li A
vlastni ¢islo matice A, pro vlastni vektor v pfislusny k A\ je Acv = Acv, takze A
transformuje podprostor generovany v na tentyz podprostor, ktery je proto invariantni.
V predchézejici definici vlastniho vektoru jsme se omezili na nenulové vektory. Pro nulovy
vektor v je Av = Av pro kazdé A € C, coz je nezajimavy pfipad. Na druhé strané
pripoustime, ze jak vlastni cisla, tak i vlastni vektory mohou byt komplexni. Budeme
pracovat i s komplexnimi funkcemi v roli feseni, i kdyz je nasim cilem vyjadfit obecné
feSeni pomoci redlnych funkci.

Piiklad 15.8.5. Nyni navazeme na P¥iklad 15.8.2. Potom je vlastni vektor®) vy = v,
v = (v17v27v3), matice A odpovidajici vlastnimu ¢islu A1 = 1, netrividlnim feSenim

soustavy (A — 1E) v = 0, neboli soustavy
0 -1 4\ [

3 1 -1 2] =0.
2 1 -2 03

2) Pokud se zavadi charakteristicky polynom pomoci matice (AE — A), dostaneme stejné
vysledky; odpovidajici teorie se lisi jen nepodstatné.

3) Pfi vypoctu by se ndm dvoji indexy mohly plést, uzivime proto zjednodusené oznaceni
a pamatujeme si, Ze pocitame vektor v; prislusny k vlastnimu ¢&islu A\j. Tak postupujeme i pfi
vypoctu dalsich vlastnich vektora.
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Jejim feSenim obdrzime v = (v',v? v?) = ¢(—1,4,1), c € R, ¢ # 0, coZ je popis viech
vlastnich vektori odpovidajicich vlastnimu ¢islu A = 1.

Podobné dospéjeme k vyjadieni vSech vlastnich vektort odpovidajicich vlastnimu
islu A2 = 3, které jsou tvaru ve = v = (v',v?,v%) = d(1,2,1), d € R, d # 0, a viech
vlastnich vektori, které odpovidaji poslednimu vlastnimu ¢islu A3 = —2 a které jsou
tvaru vz = v = (v}, 0%, 0%) =e(-1,1,1), e € R, e £ 0.

Je vhodné si nyni ukazat, k cemu nam vlastni ¢isla a vlastni vektory bu-
dou. Poznamenejme, Ze u linearni rovnice n-tého fadu jsme hledali feSeni ve
tvaru y(z) = e* a timto obratem jsme pievedli problém na feseni algebraické
rovnice stupné n. Nyni budeme hledat feSeni ve tvaru (je to vektorova funkce!)
y(z) = e’ v, kde v je vektor s konstantnimi slozkami. Dosazenim do vysetiova-
ného systému dostaneme

MM =y (z) = Ay(z) = AeMv,
coz nas privadi ke hleddni ¢isel A a (netrividlnich) vektortt v, pro které plati
v = Aw, a tedy i (A — AE)v = 0. V pfipadé, Ze se ndm podaii takto najit

n linedrné nezavislych feseni, je tim problém nalezeni obecného feseni systému
y' = Ay vytesen.

Lemma 15.8.6. Necht v1,vs,...,v;, 1 < k < n, jsou nezavislé vlastni vektory,
prislusné (ne nutné rizngm) vlastnim cislim A1, Aa, ..., A\ matice A. Potom
Yy (z) = My, yy(z) = My, ..., y,(z) = Moy,

jsou linedrné nezdvisld Teseni systému y' = Ay.

Diikaz. Ovéfme jesté jednou, Ze takto dostavame FeSeni systému: je
Y (2) = \pe Ty, = M\ oy = M T Avy = AeM oy, = Ay, .

. k ; N . .o
Polozme }7;_, ¢;y; = 0. Dosazenim z = 0 do linedrni kombinace feSeni y; do-

staneme
k k k
_ N, — gy —
E ijj(x)zio_E Cae]"’axio—i ¢jv;=0.
j=1 - =1 - =1
S ohledem na nezavislost vy, vs,..., v, dostavame ¢y = co = --- = ¢ = 0 a tedy
i nezavislost feseni y;,Ys, ..., Y- (]

Piiklad 15.8.7. Pro rovnici

0 1 1
y=10 1]y (15.49)
1 1 0
ma4 rovnice P(\) = A% — 3\ — 2 = 0 kofeny A1,2 = —1 a A3 = 2. Dvojndsobnému kofeni

odpovida soustava rovnic ekvivalentni s jedinou rovnici pro slozky vlastniho vektoru

v1+v2+1)3:0,



15.8. SYSTEMY ROVNIC S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY 467

takze lze volit dva linearné nezavislé vlastni vektory odpovidajici vlastnimu d¢islu 1,
napf. v1 = (1,—1,0) a v2 = (0,1, —1). Snadno zjistime, ze k vlastnimu ¢&islu A3 = 2 lze
zvolit vlastni vektor vs = (1,1,1) a nalézt tak obecné feSeni rovnice (15.49) ve tvaru

1 0 1
ylz)=cre " | —1] +cze”” 1] +ee® (1], c,eo,c3€R, z€R.
0 —1 1

Naproti tomu jiz u jednoduché rovnice

, (31
Yy = _1 1 Y,

jejiz charakteristickd rovnice A> — 4\ + 4 = 0 mé dvojnasobny kofen ;2 = 2, exis-
tuje pouze jediny linearné nezavisly vektor odpovidajici tomuto kofeni a ktery ma tvar
v = (¢, —c), ¢ # 0. To signalizuje mozné obtize pii vyskytu vicendsobnych vlastnich ¢isel.

Povsimneme si, Ze problém nenastava v ptipadé, kdy vlastni ¢isla A\, k =1,...,n}
jsou navzajem rizna. Plati totiz nasledujici

Tvrzeni 15.8.8. Viastni vektory vi,vs,..., v, 1 < k < n, prislusné k riznym
vlastnim cislim A1, Ao, ..., \x matice A jsou linedrné nezavislé.

Dikaz. Budeme postupovat indukci. Pro £ = 1 je platnost tvrzeni ziejméa z de-
finice vlastniho vektoru. Pfedpoklddejme tedy, Ze tvrzeni plati pro (k — 1) a od-
vodme jeho platnost pro k. Jestlize pro c1,ca,...,cx € R je

c1v1+cave+ -+ v =0, (1550)
pak také plati

A(crvi+cava+ -+ cpvg) =0;
Protoze jsou v; vlastni vektory pfislusné k vlastnim ¢islim A;, j = 1,..., k, plyne
odtud
ClAl'Ul"’CQ)\Q'UQ"’"""Ck)\k'Uk:0. (1551)

Vynésobime rovnici (15.50) ¢islem A, a vzniklou rovnost odec¢teme od (15.51).
Dostaneme tak vztah

c1(M = Mp)vr +ca(Ae — Ap)va + -+ cp—1(Mg—1 — Ak) vi—1 = 0.

Podle indukéniho predpokladu jsou vektory vi,vo,...,vi_1 linedrné nezévislé;
protoze jsou vlastni ¢isla A1, A, ..., A\ navzajem vesmeés riznd, plyne z pfedcha-
zejici rovnosti ¢; = cg = -+ = ¢x—1 = 0. Odtud dostavame i ¢, = 0 a tvrzeni je
dokézano. O
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Piiklad 15.8.9. NavdZeme na predchézejici Priklad 15.8.5, ve kterém jsme nalezli tvar
vlastnich vektort prislusnych k jednotlivym vlastnim ¢islim. Zvolme ¢ = d = e = 1; pak
vektor v1 = (—1,4,1) pfislusi k A1 = 1, vektor v2 = (1,2,1) vlastnimu ¢islu A2 = 3 a
vg = (—1,1,1) vlastnimu &islu A3 = —2.

Mame-li tedy fesit soustavu, zapsanou v maticovém tvaru

1 -1 4
y=13 2 -1]uy, (15.52)
2 1 -1

ve kterém matici na pravé strané rovnice jsme vysetfovali v Ptikladech 15.8.5 a 15.8.2,
I1ze jeji obecné feSeni zapsat ve tvaru

-1 1 -1
y(z) =c1e” Al 1| 2] 4z 1], ci,c2,c3€R, z€R. (15.53)
1 1 1

K feSeni pocatecni tlohy neni tfeba dalsi vyklad, uvedeme proto jen jednoduchy ilustra-
tivni priklad:

Piiklad 15.8.10. Reste rovnici s danou pocateéni podminkou
r (1 4 (2
y = (1 1) ¥y,  y(0)= (3) : (15.54)

Snadno zjistime, Ze vlastnimu ¢islu A1 = —1 odpovidé napt. vlastni vektor vi = (—2,1) a
vlastnimu éislu A2 = 3 odpovid4 nap¥. vlastni vektor v2 = (2,1). Dosp&jeme tak k rovnici

1o (2 o2 2
we (e (1))

jejimz feSenim vzhledem k nezndmym c1, c2 obdrzime hledané feseni pocatecni tlohy

ylz)=e" (‘f) +26% (f) z€R.

vvvvvv

obecné komplexni kofeny. Hledame totiz feSeni vyjadfené pomoci realnych funkci.
Jsou-li prvky matice A realna ¢isla, ma i P realné koeficienty. Postupujeme pak
analogicky jako v Poznédmce 15.6.1. Kofeny P, které nejsou redlné, se vyskytuji
v parech a jsou komplexné sdruzené. Necht tedy jsou A = S+iy a A = f—ivy vlastni
¢isla matice s redlnymi koeficienty A. ProtoZe pro vlastni vektor v pfislusny k A
je Av = \v, dostavame rovnosti?)

Av=Av=)v=)\v,

4) Prouzek zde znadi u vektort pfechod ke komplexné sdruzenym &slim ,po slozkach.
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takze v je vlastni vektor piislusny k vlastnimu ¢islu A Tyto vektory jsou podle
Tvrzeni 15.8.8 linedrné nezavislé. Oznacime-li Rev = vy, Im v = v2, mé rovnice
y' = Ay nezévisla feseni

y,(z) = e’®(cosyx + isinyz)(vy + iva),

Yo(x) = eP%(cosyx — isinyz)(vy — ivg),
a tedy i nezavisla redind veseni (1/2)(y; + y,), (1/21)(y, — y2), ti-

e (vy cosyr — vosinyx), €% (vy sinyx + vy cosyr).

Tak mizeme nalézt ke kazdému paru komplexné sdruzenych (riznych) vlastnich
¢isel dvojici linearné nezavislych realnych feseni; pfi vypoctu pak jiz staci k jed-
nomu z komplexné sdruzenych rtiznych vlastnich ¢isel najit vlastni vektor a ze
ziskaného komplexniho feSeni vzit jeho redlnou a imaginarni ¢ast.

Priklad 15.8.11. Urcete obecné FeSeni rovnice

10
y=1[3 1 —2|y, (15.55)
2 2 1

Snadno uréime charakteristickou rovnici (1 — A)(A% —2A45) = 0 a jejim FeSenim koteny
A1 =1, A2,3 = 1 £ 2i. Pro A1 snadno spocteme, zZe lze za piislusny vlastni vektor volit
napf. v1 = (2,—2,3). Pro A2 = 1 + 2i dostaneme

—9i 0 0 vl
3 —2i -2 2| =0,
2 2 —2i 03

takze za vektor, pfislusny k A2 1ze volit vo = (0,1, —i). Jemu odpovida komplexni FeSeni

0
y(x) =7 [ 1] = e"(cos 2z + isin 2)((0,1,0) +i(0,0, —1))

—1i

a pfechodem k jeho realné a imaginarni ¢asti dostaneme dvojici redlnych feseni

0 0
yy(x) =e" | cos2z | , ys(z) =e” | sin2zx
sin 2z —cos 2z

Nyni jiz snadno napiSeme obecné Feseni rovnice (15.55):

2 0 0
y(x)=e€" |c1 | =2 +c2 | cos2z | +c3| sin2z , xT€ER, (15.56)
3 sin 2z —cos 2z

kde c1, c2, ¢3 jsou redlné konstanty (konstantni funkce).
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Ma-li matice A nasobnd vlastni ¢isla, je situace ¢asto jesté slozitéjsi: K jed-
nomu takovému vlastnimu ¢islu se ndAm nemusi podafit popsanym postupem najit
dostatecny pocet linearné nezavislych vlastnich vektort; viz Priklad 15.8.7. Na-
sledujici postup je motivovan FeSenim jednoduché rovnice y' = ay, kde a € R.
Jejim fesenim je kazda funkce y(x) = e*c s ¢ € R. Vedeni analogii miizeme se
pokusit hledat Feseni rovnice y' = Ay ve tvaru y(z) = eA%v, kde v je libovolny
prvek R™. K tomu vsak potfebujeme dalsi pojmy.

Definice 15.8.12. Je-li B libovolna matice typu n x n, kde n € N, definujeme

ooBk

Kl
k=0

1 1 1
B _ 2 3 R
F=E+ B+ B+ Bt = (15.57)

Predchozi definice vyzaduje komentar: nekoneény soucet matic chapeme ,,po
prvcich, jde tedy o matici, jejimiz prvky jsou soucty fad. Tyto fady konverguji,

protoze pro
B = (bﬂf )J k=1,..,n

a takové M € (0,00), ze |bjx| < M pro j, k=1,...,n, jsou absolutni hodnoty
prvki matice B odhadnuty pro vsechna k € Ny shora éislem n*~1A/*. Odtud
plyne konvergence fady, ktera je prvkem matice e srovnavacim kritériem; fada,
se kterou srovnavame, ma tvar

oo —
nk—1prk

ko7
k=0

a jeji konvergenci snadno ovérime napf. podilovym kriteriem. Podle definice do-
staneme

Ar _p T A T g _ g 15.58
M =E+ A+ +~-~_kzy : (15.58)
=0

Povsimnéme si, Ze pracujeme s matici, jejiz prvky jsou funkce, které jsou soucty
mocninnych fad. Odtud plyne legitimnost nasledujicich uprav.

Derivovanim (matice) e podle proménné = dostaneme z (15.58)
Ay Aot A% 48T A0 aT At =
(e)_+5 F3g AT AT A=
2 3
:A(E+%A+%A2+%A3+m):AeA””. (15.59)

Odtud vidime, Ze pro libovolny vektor v € R™ je y(x) = e“A?v fefenim systému
y' = Ay. Pro praktické vyuZiti tohoto poznatku je vSak nutné umét néjakym jed-
noduchym zptisobem uréit matici e4*. Obecné je t&zké matici eA® v konkretnim
pripadé urcit, nicméné ve specialnich pfipadech to mozné je. Pro nas problém je
dulezité to, ze vidy lze uréit n linedrné nezavislych vektort v tak, ze fada (15.58)
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Ax Ax

lze ve vyjadieni e?” secist. Dale ukazeme, jak mtizeme e
zndme n linedrné nezavislych feseni rovnice (15.46).

Pro matice, jejichz nasobeni je komutativni, tj. pro néz je AB = BA °),
snadno obdrzime (vyuZivdme stejnomérné konvergence mocninnych fad pro zé-
ménu pofadi séiténi)

exaktné urcit, pokud

> 1 21 Nk L

k=0 k=0 m=0

ook AmBk—m o0 Ak o0 B™
:szv(k_m)g 72 A Z m! =efle?,

k=0m=0 0 m=0

takze pro né dostaneme

e“e” =e =e ;
odtud vyplyva, ze je eA%e~ 4% = e = E, a také rovnost
-1
(eA;E) —e Ax .

Tak napf. vzorec (15.43) z Véty 15.7.7 pro konstantni matici A nabude pfehled-
néjstho tvaru
xT
y(z) = eAemmoly0 4 / AT p(t) dt . (15.60)
Zo
Vzhledem k tomu, Ze jiz vime, ze e4% je FeSenim rovnice y’ = Ay, lze urcit
e4? jako fundamentalni matici Y (x) ze sloupcovych vektort feseni y, (), odpo-
vidajicich poc¢éte¢nim podminkdm (15.41). Z véty o jednoznacénosti vyplyva, ze
tak (ponékud pracné) dostaneme matici eA?. K tomu se jesté vratime. Protoze

eAm,v _ e(A—)xE);E ekEw,U
a tipravou vyjadfeni e*F*v snadno obdrzime
A )\2 2 A )\2 2
ABTyy (E+1_T7E+ ; E_|_-~-)'U:E(]_—|—1—:'C—|— ; +...)v:emv,

vyplyva odtud eA*v = eMe(A"AE)T 4 7 ehoy s prihlédnutim k Definici 15.8.12
obdrzime

2

eA””'U:e’\I(E—F%(A—/\E)—F%(A—/\E)Z—!-"')v. (15.61)

PovSimneme si, ze pfi (A — AE)™v = 0 pro néjaké pevné m € N a v € R™ je pak
i pro vSechna [ € Ny

(A= AE)" "y = (A - AE)'[(A— \E)"v] = 0.

5) Pripominame, ze nasobeni matic obecné neni komutativni.
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Odtud vsak plyne, Ze pii (A—AE)™v = 0 pro n&jaké m € N je soudet ve vyjadreni
(15.61) konecny, tj. ze v rozvoji

xm—l

eva:ekm(E-i-E(A—)\E)-f—""Fm

- (A— )\E)m‘l) v (15.62)
jsou éleny, odpovidajici mocninam (A — AE)* s k € N, k > m, rovny O.

Neni-li mozné najit n nezévislych vlastnich vektor, je situace slozitéjsi. To na-
stava v ptripadé, ze nadsobnost nékterého vlastniho ¢isla A je vétsi, nezli je dimenze
prostoru feseni rovnice (A — AE)v = 0. Pak miiZzeme pracovat s tzv. zobecnéngmi
vlastnimi vektory, kterymi doplnime jiz nalezené nezavislé vlastni vektory na bazi
(vlastni vektory povazujeme zdroveii i za zobecnéné vlastni vektory).

Je-1i A\ vlastni ¢islo matice A nésobnosti k, ke kterému je tfeba doplnit dalsi
zobecnéné vlastni vektory, budeme postupovat takto: nalezneme nejprve vlastni
vektory v, které jsou linedrné nezavislymi feSenimi rovnice

(A-—AE)v=0.

Neni-li téchto vektorti jiz k, budeme hledat vSechny linedrné nezavislé vektory v,
pro které plati (A — AE)?v = 0, ale (A — AE)v # 0. Potom pro kazdy takovy
vektor je

eA%p = e e(ATAE) Ty — AT ('U + %(A - /\E)'U)
dalsim FeSenim rovnice (15.46). Analogicky pokrac¢ujeme dale. Z toho vyplyva
tento algoritmus:

1. Nalezneme vsechny vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A. Jestlize ma
A celkem n linedrné nezévislych vlastnich vektoril, ma rovnice y’ = Ay
odpovidajicich n linedrné nezavisljch feSeni tvaru e’ v. Vsimnéte si, ze pak
nekone¢nd fada pro e(A~*E)%y g vlastnim &slem A a vlastnim vektorem v
obsahuje jediny nenulovy clen.

2. Piedpokladejme, Ze A méa celkem 7, r < n, linedrné nezavislych vlastnich
vektorti. Odtud dostaneme pouze 7 linedrné nezavislych feseni tvaru e’ v.
Vyberme vlastni ¢islo A, pro které je pocet prislusnych vlastnich vektori
mensi nez jeho nasobnost a najdeme vSechny linedrné nezavislé zobecnéné
vlastni vektory v takové, Ze je (A — AE)?v = 0, ale (A — A\E)v # 0. Z nich
dostaneme dalsi feSeni rovnice y' = Ay tvaru

e ('U + %(A - /\E)v) .

To postupné udélame se vSemi odpovidajicimi vlastnimi ¢isly A.

3. Nedostaneme-li tak jiz vSsech n potfebnych feSeni, hledame déle pro pti-
slusnéa X vSechny dalsi linedrné nezavislé zobecnéné vlastni vektory v takové,
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7e sice je (A — \E)3v = 0, aviak (A — A\E)?v # 0. Pro kazdy takovy vektor
je

2
A (v + %(A _AE)v + %(A - )\E)Qv)
dalsim FeSenim rovnice y' = Ay.

4. Analogicky postupujeme dale, dokud takto neziskame oéekavanych n line-
arné nezavislych feseni ¢y’ = Ay.

Nésledujici ,algebraické“ tvrzeni, které nebudeme dokazovat, ukazuje, ze pravé
popsany algoritmus vede k nalezeni n linedrné nezavislych reseni vysetfované rov-
nice. Zaroven nam poskytuje i horni odhad poc¢tu krokt, které timto algoritmem
musime udélat, abychom dostali potfebnych n linedrné nezavislych feseni vyset-
fované rovnice.

Lemma 15.8.13. Necht charakteristicky polynom P pro rovnici y' = Ay md
r navzdjem ruznych korent A1, Az, ..., A\, s ndsobnostmi ki, ko, ..., k., takZe

PO =cA=2)F (A= X)F2 - (A= \)Fr

kde ¢ # 0 je rediné cislo. Predpoklddejme, Ze A md pro néjaké j € {1,2,...,r}
pouze £; < k; linedrné nezdvislych vlastnich vektori prislusnych k \j. Potom md
rovnice
(A — X\;E)?v = 0 alespori {; + 1 nezdvislyjch Feent.

Obecnéji, md-li rovnice (A — \;E)™v = 0 celkem m; < k; nezdvislych tesent,
pak md rovnice (A — \;E)™ v = 0 alespori m; + 1 nezdvislyjch Fesent.

7 Lemmatu 15.8.13 plyne existence takového d;, d; < k;, pro néz mé rovnice
(A — )\;E)%v = 0 alespoii k; lineArné nezavisljch feseni (zobecnénych vlastnich
vektorit). Tak lze ke kazdému vlastnimu ¢islu A, j = 1,2,...,r nalézt k; linedrné
nezavislych FeSeni rovnice y’ = Ay. VSechna tato feSeni maji tvar

y(a:):e)‘j””(v+£(A—)\E)v+~-~+m

. (A— /\E)df_lv).

Timto zptisobem lze ke k-nidsobnému vlastnimu ¢islu A nalézt k linedrné ne-
zavislych feseni. Déale 1ze ukazat, ze vSechna takto ziskana k1 + ke +---+ k. =n
feSeni rovnice y' = Ay jsou linedrné nezavisla.

Za zminku stoji, ze v ptipadé hermitovské matice, tj. matice, pro kterou trans-
ponovand matice k A je rovna A, jsou vSechna vlastni ¢isla matice A realna. Spe-
cidlné to plati pro redlné symetrické matice. Navic ndsobnost kazdého vlastniho
¢isla A je rouna dimenzi prostoru feSeni rovnice (A — AE)v = 0, takze takova
matice je jednoducha.
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Priklady 15.8.14. (1) Vsimneme si jevu, ktery nam pfi feSeni systémi pisobi obtize.
Jestlize fesime systém y’ = Ay s matici

-2 1 -2
1 -2 21,
1 -1 1
ma charakteristicka rovnice této matice jediny trojnasobny nulovy bod A = —1. Soustava
(A + 1E)v = 0 mé matici s hodnosti 1, a tedy dimenze prostoru feseni je 2 a je ostfe
mensi nez ndsobnost vlastniho ¢isla A = —1. Vlastni vektory v = (v1, v2,v3) vyhovuji

jediné rovnici v1 — v2 + 2v3 = 0; snadno nalezneme dva nezévislé vlastni vektory (1,1, 0)
a (0,2,1). Ctenaf mize porovnat efektivitu jednotlivych postupti nalezeni fundamentalni
matice.

(2) Na nasledujicim jednodussim piikladu ukdzeme pouziti metody zobecnénych vlast-
nich vektord a najdeme obecné feSeni systému

i = 1Tyr+ 9y,
ys = —25y1 — 13y2 .

Charakteristicka rovnice mé tvar
det(A —AE) =X -4 +4=(1—-2)°=0.
Pro vlastni vektory dostaneme rovnici (A — 2E)v = 0, tj. systém

150" + 90* =0,
—25vt — 1502 = 0.

Staci tedy nalézt feseni jedné z rovnic (jsou linedrné zavislé): dostaneme tak obecné feseni

v = (v', v?) = (=3¢/5, c) a dosazenim ¢ = 5 dostaneme vlastni vektor v = (-3, 5). Nyni

nalezneme zobecnény vlastni vektor z = (2, 2?) feSenim soustavy

1521 + 922 = -3,
—252' — 1522 = 5.

a dostaneme (2%, 2%) = (—(1 + 3d)/5, d), takze pro d = 3 dostaneme z = (-2, 3).
Fundamentalni systém obsahuje feSeni

_ 2z . 2z -3 _ 2z _ 2z -3z —2
n@) =eo = (D) wo) = avrn) = (T 00

takze obecné feseni y = (yl7 yz) rozepsané po slozkach ma tvar
y' = —3c1e® — (3z + 2) c26”",

yv* = 5ce’ + (5x + 3) cae® .
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Piiklad 15.8.15. (viz [3], str.325) Reste pocatecni problém

2 1 3 1
y=[(0 2 -1]y, y0)=1|(2]. (15.63)
0 O 2 1
Charakteristicky polynom matice
2 1 3
A=(0 2 -1
0 0 2

je P(\) = (2 — \)?, takze jedingm vlastnim &islem matice A nésobnosti 3 je A\; = 2.

Kazdy vlastni vektor v = (vl7 v?, US) matice A prislusny k A1 = 2 vyhovuje rovnici

01 3 vl
(A-2Ew=10 0 —1|[+*]|=0.
0 0 0 03

Odtud vyplyva, ze v2 = v* = 0 a za v" lze volit libovolné nenulové &slo. Proto

1
Y, (z) = e |0
0
je jednim netrividlnim FeSenim rovnice y’ = Ay. Matice A tak ma jediny linedrnd

nezavisly vlastni vektor pfislusny k A1 = 2. Hledejme proto feSeni rovnice

01 3\/0 1 3 0 0 -1 vl 0
(A-2EYv=(0 0 —-1||0 0 —1jv=[0 0 o][*]=]|0
00 0/\0o 0 O 00 0 03 0

1

Odtud dostavame v® = 0, pficemz v' a v? lze volit libovolné. Vektor

0
v=|1
0

vyhovuje rovnici (A — 2E)?v = 0 a pfitom (A — 2E)v # 0. Proto

0
yz(‘r) _ eAac 1 _ e2xe(A72E);c 1 _
0 0
. 0 01 3 0
:e21<E+—'(A—2E)> 1| =e*|E+z|0 0 -1 1] =
‘ 0 00 0 0
0 1 T
=% 1| +=x(0 =¥ |1
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Tak jsme ziskali druhé FeSeni rovnice y' = Ay, avSak rovnice (A — 2E)2’U = 0 mé pouze
dvé linedrné nezavisla feseni; budeme tedy postupovat podle vyse uvedeného algoritmu
déale. Budeme hledat vSechna feseni rovnice

0 0 -1 01 3 0 0 0 vl 0
(A-2Ev=|0 0 0|0 0 —-1]v=(0 0 o|[|*]=10
00 o0/\0o 0 O 00 0 03 0

Kazdy vektor v € R® je feSenim nalezené rovnice. Jestlize zvolime napt. v = (0,0, 1), je
(A —2E)?v # 0. Proto

0
yg(x) _ eAz 0 _ e2:ve(A72E)z 0 _
1 1
T ZL’Z 0
_ 2z 2 _
=e (E-’-ﬁ(A—QE)-i-i(A—QE)) i) =
0 3 2 [—1 3z —1a°
2z x 2z
=e O|4+z|-1]+ ? 0 =e€ —x
1 0 0 1

je tieti linedrné& nezavislé feSeni. Obecné feSeni rovnice y’ = Ay je popsdno rovnosti

o 1 x 3:0—%232
y(z)=e et |0 +c2| 1] +c3 —x ,

0 0 1

kde ci1,c2,c3 € R. Uzitim pocateéni podminky ur¢ime hodnoty ci, c2, c3 dosazenim do
ptredchézejici rovnice a obdrzime tak rovnici

1 1 0 0
2 =1 0 + co 1 + c3 0 H
1 0 0 1

jejim YeSenim dostaneme c; = 1, c2 = 2 a c3 = 1. Reseni pocatecni tlohy je tedy tvaru

1+5x—%:c2
2—x
1

y(x) =e

Je-li fundamentalni matice pro rovnici y’ = Ay, klidem k FeSeni rovnice, d4 se
oCekavat, ze znalost feSeni, pripadné fundamentalni matice, kterou jsme zavedli v
Definici 15.7.4, nam mutiZze pomoci k uréeni matice eA*. K diikazu tvrzeni o jejich
souvislosti budeme potfebovat nékolik jednoduchych lemmat:

Lemma 15.8.16. Matice Y je fundamentdini matici soustavy y' = Ay, prdvé
kdyz je
Y'(z) =AY (z) a det(Y(0)) #0.
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Dikaz. Necht yq,ys,...,y,, jsou sloupcové vektory matice Y. Ziejmé je

Y'(z) = (1 (2),95(2), ...y, (z), =R,

a také
AY (z) = (Ay,(z), Ayy(2),..., Ay, (z)), z€R. (15.64)

Vidime, ze splnéni n rovnic y)(z) = Ay,(z), x € Rak =1,2,...,n, je ekvi-
valentni se splnénim jediné ,maticové“ rovnice Y'(z) = AY (). Prvni ¢4st pod-
minky tedy zajistuje, Ze sloupce matice Y (z), = € R, jsou tvofeny FeSenimi rov-
nice. Druh4 ¢ast zajistuje jejich nezdvislost: podle Diisledku 15.7.5 je podminka
det (Y'(0)) # 0 ekvivalentni s podminkou det (Y(z)) # 0, z € R, a tedy i s
nezavislosti sloupctt matice Y. O

Lemma 15.8.17. Maticovd funkce €% je fundamentdlni matici soustavy po-
psané rovnici y' = Ay.

Dikaz. Tvrzeni popisuje obsah rovnosti (15.59), kterou jsme jiz dokézali. O

Lemma 15.8.18. Necht Y a Y* jsou fundamentdini matice soustavy popsané
rovnici y' = Ay. Potom existuje konstantni matice C, pro kterou je

Y'(z)=Y(@)C, zeR.

Diikaz. Sloupce yq,Ys, ..., Yy, matice Y jsou nezavisld feSeni rovnice y' = Ay.
Proto kazdé z feSeni y7,vy5, ..., vy, je linedrni kombinaci
Y; = ¢y tcipyYs + ey, J=1,2,...,n. (15.65)

Necht C je matice (c1,ca,...,¢y), kde
le
G=1:1;

Cjn

pak n rovnic (15.65) je ekvivalentnich maticové rovnici Y*(z) = Y (2)C, z € R,
¢imz je lemma dokézano. O

Véta 15.8.19. Necht Y = Y (x) je fundamentdlni matice systému popsaného
rovnici y' (z) = Ay(z), © € R. Potom

e =Y ()Y 1(0), z€R, (15.66)

tj. soucin libovolné fundamentdini matice Y rovnice y' = Ay s matici k ni in-
verzni vycislenou v bodé 0 ddvd vidy matici eA”.



478 KAPITOLA 15. Diferencidlni rovnice

Diikaz. Oznaéme Y fundamentalni matici rovnice y’ = Ay. Potom existuje podle
Lemmat 15.8.17 a 15.8.18 konstantni matice C' tak, ze je

e =Y (z)C.
Dosadme do této rovnosti z = 0. Z E = Y (0) C vyplyva, ze C = Y *(0), coz jiz
dava dokazovanou rovnost. (]
Az

Dalsi metody pro vypocet matice e
zeme si aplikaci dokdzaného tvrzeni.

nalezne ¢tenaf napf. v knize [8]. Uk4-

Piiklad 15.8.20. Reste diferencialni rovnici s po¢ateéni podminkou

1 1 -1 0
y=Ay=(-1 2 -1]y, y0) =11
2 1 4 0

Nejprve ur¢ime charakteristickou rovnici soustavy:

1-Xx 1 -1
PN =| -1 2-X -1 |=AX-2>*\X=-3)=0.
2 -1 4-2X

Resenim rovnice
-2 1 -1 vt
-1 -1 -1 v ] =0,
2 -1 1 08

kterou snadno upravime na ekvivalentni systém dvou nezavislych rovnic
200+ ¥ =¥ =0
30 +0° =0
uréime jeden (nezavisly) vlastni vektor v = (v', v, v?) p¥islugny k vlastnimu &islu A = 3:

v = (2, 1,—-3). Pro dvojnisobné vlastni ¢islo A = 2 dostaneme rovnici

-1 1 -1 vl
-1 0 -1 v ] =0,
2 -1 2 03

ze které ziskdme ekvivalentni systém rovnic

—vt 4+ =¥ =0

— ot —3=0
s jedinym dal$im linedrné nezavislym feSenim v = (1, 0, —1). Musime tedy sdhnout
k hledani zobecnéného vlastniho feseni: budeme fesit rovnici

-1 1 -1 -1 1 -1 vl -2 0 -2 vl
-1 0 -1 -1 0 -1 v ]l=1-1 0 -1 v2 | =o0.
2 -1 2 2 -1 2 03 3 0 3 08
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S touto rovnici ekvivalentni soustava se redukuje na jedinou linearni rovnici

vt +3=0

s dalsim linedrné nezavislym fesenim v = (1,1, —1). Piejdeme od nezavislych zobecné-
nych vlastnich vektorti k linedrné nezavislym fesenim rovnice y’ = Ay. Dostédvame

2 1
Y1 = e’ 1], y2= e 0],
-3 -1
1 0 0 -1 1 -1 1
ys=¢e* |10 1 0| +z[-1 0 -1 1] =
0 0 1 2 -1 2 -1
l—-z =z —x 1 1+
= | —z 1 —x 1| =e* 1
2x —x 142z —1 —1—=z
Fundamentalni matice mé tvar
2 eSx e2x (1 4 1’) e2x
e3cv 0 e2cv
_3e3x _er _(1 + m) eZac

Vypocteme jeji hodnotu v bodé 0 a k takto vzniklé matici spocteme matici inverzni:

-1 0 -1
2 -1 1
1 1 1

Ax

Dosadime do vzorce (15.66), ¢imz dostaneme e v ,juzavieném tvaru“, tedy nikoli ve

formé nekonec¢né rady:

—2e% 4 (34 2)e®™  ze®™ 2 4 (2+2)e™
eAac _ _e3:c 4 e2ac eZ:c _eSx 4 eZ:c
363 —(3+1x)e®® —ze®® 3% — (2+1)e™

Toho muzeme vyuzit k dofeseni tlohy (srovnejte s prvnim ¢lenem ve vzorci (15.60)):
hledané feseni y vyhovujici dané pocate¢ni podmince je popsano rovnosti

0 xe®®
,y(x) _ eAx 1 _ e2x
0 —ze?®

K tomuto prikladu se jesté jednou vratime; pro srovnani ho spocteme jinou metodou.

Poznamka 15.8.21. ProtoZe jsme prevadéli FeSeni linedrni rovnice n-tého fadu na fe-
Seni speciadlniho systému 1.7adu, lze tusit, Ze mezi obéma problémy je tzka souvislost.
To lze vyuZit i pfi vipoétu fundamentalni matice eA®. Vysledek uvedeme pro informaci
bez dikazu:
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Véta 15.8.22. Necht A je matice typu n X n a necht
N+ a N 4t an A an =0
je jeji charakteristickd rovnice. Necht y je Teseni diferencidlni rovnice

(n—1) 4+ 4 anflyl +any = 0

y(n) +a1y
splnugict pocatecni podminky
y(0) =y’ (0)=---=y""2(0) =0, " P(0) =1.

Potom plati
e = 21 (2)E + za(z) A+ - + 2, (z) A"

kde zi, = zi(x) obdrZime z Teseni y = y(x) transformact

Z1 an-1 Qn-2 ... a1 1 Y
z2 An—2 an—3 e 1 0 y'
Zn 1 0 ... 0 o0/ \ygv

Staci tedy umeét resit jen rovnice n-tého radu a znat tuto vétu. U systému rovnic je
situace v pripadé nasobnych kofent charakteristické rovnice ¢asto komplikovanéjsi nez
u jediné rovnice vyssiho fadu, kde je vysledek relativné jednoduchy.

Pro feSeni rovnice y' = Ay lze uzit také Jordanova kanonického tvaru ma-
tice A. To je vghodné vzhledem ke znalostem ziskanym eventualné jiz diive v ramci
studia algebry. Jak bylo jiz zminéno, tato partie je s mnozstvim ptikladi zpraco-
véna v [2], omezime se proto jen na zakladni popis metody, ktera je tam detailné
popséna. Poznamenejme, Ze trochu odlisny tvar Jordanovych bunék (s jedni¢kami
»pod diagonalou“) neni podstatny. Pfipomenme, ze dvé étvercové matice A, B
se nazyvajl podobné, existuje-li regularni matice C tak, Ze plati

A=C'BC.

Mezi vSemi maticemi podobnymi matici A hraje vyznamnou roli jeji Jordanuv
kanonicky tvar. Pfipomenme, Ze ¢tvercova matice tvaru

A1 0 ... 00
0O A1 ... 00
00 X ... 00
00 0 ... X1
00 0 ... 0 A

se nazyva Jordanova burika. Diagonalni blokova matice, bloky na jejiz diagondle
jsou Jordanovy buriky, se nazyva Jordanova matice. Je znamo, ze kazda matice
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s realnymi prvky je podobnad jisté Jordanové matici, avsak nad télesem komplex-
nich ¢isel. Tato Jordanova matice je urcena az na poradi Jordanovych bunék na
diagonale jednoznac¢né. Zkracené fikame, ze kazda takova matice ma Jordaniv ka-
nonicky tvar. Metoda nalezeni Jordanova kanonického tvaru matice A a pfislusné
transformacni matice C je soucésti latky probirané v zdkladnim kursu linearni
algebry.

Resime-li rovnici y' = Ay, nalezneme Jordantiv kanonicky tvar J matice A
spolu s matici C, pro kterou J = C *AC, resp. CJC~' = A. Polozime-li
z=Cly, je pak rovnost y' = Ay ekvivalentni s rovnosti

cly=clcicHyy=Jc 'y,

a tedy s rovnosti 2’ = Jz. Rovnice se tak rozpadne na mensi systémy, které
odpovidaji jednotlivym Jordanovym buiikkdm. Tyto soustavy jiz snadno fesSime.
Tak napi. Jordanové butice

A1 0 0
0 X 1 0
0 0 X 1
0 0 0 X
odpovida systém rovnic
21 = Az + 22,
2h = Azg + 23,
25 = A2z + 24,
Za = A24 )

jehoZ TeSeni je, jak se snadno pfesvéd¢ime pfimym vypoctem, tvaru (fesime zde
“
yodzadu®)
24 = ae’”,
23 = (azx + b)e™
2
ax
29 = (——|—bx+c)e)‘z,
2
3 2
ax bx
21 = (——|———|—cx+d)e)‘z.
6 2
Pro obecnou Jordanovu bunku si ¢tenaf snadno feseni predstavi. Tak postupné na-
lezneme feSeni, odpovidajici vSéem Jordanovym bunkam a sestrojime tak feseni z.
Tim ovSem feSeni systému nekonéi, musime jesté provést ,,zpétnou transformaci®
a prejit tak od Feseni systému z’ = Jz k feSeni systému y' = Ay. Protoze
z2=C 'y, jey=Cxz.

Priklad 15.8.23. Vratime se nyni k tloze, kterou jsme fesili v Piikladu 15.8.20 a spo¢-
teme matici e4® jinak, pomoci pfevodu na Jordantv tvar. Pfipomerime, Ze matice A
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byla dana ve tvaru

1 1 -1
A=|-1 2 -1
2 -1 4

a ze jsme urcili jeji vlatni ¢isla A = 3 s nasobnosti 1 a A = 2 s nasobnosti 2; vlastnimu
¢islu 2 odpovida jediny nezavisly vlastni vektor. Jordantiv tvar J matice A pak je (pofadi
bunék na diagondle si muzeme zvolit, avSak to ovlivni transformacni matici C, kterou
musime uréit %)
2 10
J=10 2 0
0 0 3

Tento tvar jsme urcili snadno téz diky rozmeéru matice (viz [3]), potfebujeme vSak jesté
transforma¢ni matici C a také i C~'. Z rovnice

c11 ci2 Ci13 1 1 -1 2 1 0 c11 ci2 C13
Cc21 C22 (23 -1 2 -1]=10 2 0 C21 C22  C23
C31 C32 C33 2 —1 4 0 0 3 C31 C32 C33
ur¢ime Gpravami zndmymi z algebry
3 0 2 1 0 -2
c=(1 11|, c'=(0 1 -1
1 0 1 -1 0 3
Protoze
eZac T e2ac 0
=0 e 0
0 0 e
plyne odtud
1 0 =2\ [/e* ze*™ 0 3 0 2
= 0 1 -1 0 e 0 11 1) =
-1 0 3 0 0 e 101
—2e% 4 (3+x)e®™  xe?™ 2% 4 (24 2)e™
— _eSx _|_62:c eZac _GS:C +e2x

3¢% — (3+x)e®®  —ze®™ 33 — (24 1z)e™

Ctenaf si miZze jen ztézi udélat obrazek o pracnosti jednotlivych uvedenych
postupti z nékolika malo piikladi, které jsme uvedli. Volba téchto postupi je vzdy
podminéna tim, co Fesitel lohy lépe ovlada. Radu Fesenych piikladt lze nalézt
napft. v [14].

Vyfesili jsme systém y' = Ay + b(x) pro specidlni p¥ipad b(z) = 0 a méme
k dispozici metodu variace konstant, pomoci niz mizeme fesit systém i v pripadé
obecné vektorové funkce b spojité na intervalu I C R. AvSak tento postup muze
byt velmi pracny; v pfipadé linedrni rovnice n-tého fadu jsme pro specialni tvar

6) Pokud zname vlastni ¢isla matice, nelze z nich u rozmérngjsich matic uréit tvar matice
J. Proto je dobré transformac¢ni matici ur¢ovat soubézné s pfevodem na Jordaniv tvar.
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,pravé strany“ rovnice b(z) pouzili ¢asto méné pracnou metodu porovnavani ko-
eficientti, ktera navic ,obchéazela“ integraci. I zde je takovy postup mozny a je
toru b = b(x) polynomy stupné nejvyse r-tého a jestlize 0 je k-ndsobngm kovenem
charakteristické rovnice matice A, pak existuje partikularni feseni systému

y' = Ay + b(x), (15.67)

jehoz slozky jsou polynomy stupné nejvyse (r + k)-tého. Poznamenejme, ze k = 0,
pravé kdyz determinant det(A) matice A neni roven 0. Proti p¥ipadu jedné li-
nearni rovnice n-tého fadu se mohou ve slozkach feSeni vyskytovat s nenulovymi
koeficienty i mocniny stupné mensiho neZ k. Rovnéz neni bez zajimavosti, Ze
tvrzeni plati i pro ,komplexni pripad“.

Nebudeme uvadét specidlni tvar partikuldrniho feseni pro pripad, Ze slozky
vektoru b obsahuji polynomialni nadsobky goniometrickych funkci a zformulujeme
vysledek jen pro ,komplexni pfipad“: Necht v rovnici (15.67) je vektor b tvaru
b(x) = e*Q,.(v), X € C, kde slozky vektoru Q,. jsou (obecné komplexni) polynomy
stupné nejvyse r-tého. Potom existuje fesent y systému (15.67) tvaru

y(z) = N Ryi(),

kde R,.\ je matice, jejimiZ proky jsou polynomy stupné nejvyse (r+k)-tého a
kde k je ndsobnost ¢isla A jakozto kotene charakteristického polynomu matice A.
Poznamenejme koneéné na zavér této Casti, ze i v tomto pripadé mizeme vyu-
zit princip superpozice k rozkladu b na takové vektory, na které lze aplikovat
predchazejici tvrzeni na kazdy zv1ast.

15.9 Autonomni systémy

V tomto odstavci se budeme kratce zabyvat stabilitou feSeni, avsak pouze pro tzv. au-
tonomni systémy. Jsou to systémy tvaru (15.17), v nichz prava strana nezavisi na pro-
ménné z. I v pripadé, Ze je neumime fesit, existuji moznosti, jak se o chovani jejich
feseni alespon ve specidlnich pripadech nékteré véci dozvédét.

Budeme tedy studovat autonomni systém

Y =fy). (15.68)

Pro potteby tohoto zavérecného odstavce dale predpokladame, Ze vSechna feseni,
se kterymi pracujeme, jsou spojité rozsifena do bodu 0 a jsou to tedy funkce
definované na neomezeném intervalu [0, +00). PopiSme otézky, které nas zajimaji:

(A) Existuje konstantni feseni, které reprezentuje rovnovding stav systému,
tj. takové y° € R™, pro které je y(z) = y° pro viechna x > 07
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(B) Necht y, je feSenim rovnice (15.68) a necht y, je takové feseni (15.68),
pro které je v bodé 0 norma rozdilu |ly;(0) — y5(0)| ,mald“. Bude y,(z) také
»blizko* y,(x) i pro vSechna = > 07

(C) Pokud feSeni (15.68) existuje na n&jakém intervalu (0, +0o0), jak se chova
pro  — 4oo? Existuje napt. néjaky rovnovazny stav y° tak, ze pro vSechna
feSeni y systému (15.68) je lim, o y(z) = y°?

Otézka (A) neni tézka. Ma-li y(z) = y° byt fesenim systému (15.68), pak je
y' =0, a tedy: y° je rovnovdzngm stavem systému (15.68), prdave kdyz je

fy’)=o0.

vvvvvv

poskytuje nasledujici definice:

Definice 15.9.1. Rekneme, Ze YeSeni y* systému (15.68) je stabilni, jestlize ke
kazdému £ > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro vSechna FeSeni y systému (15.68)
a vSechna z > 0 plati

) =y"(0) [ <é) = (y@) -y @) <e).
Reseni, které neni stabilni, se nazyva nestabilni.

Pro autonomni systém

y = Ay (15.69)
s konstantni matici A 1ze dokdzat nésledujici vysledky (viz napf. [12]):

Véta 15.9.2. (1) Jsou-li rediné édsti vsech vlastnich cisel matice A zdporné, je
kaZdé Teseni autonomniho systému y' = Ay stabilni.

(2) Ma-li alespori jedno vlastni éislo matice A kladnou redlnou édst, je kaZdé
fesend systému (15.69) nestabilni.

(3) Necht maji viechna vlastni &isla matice A zdpornou nebo nulovou redlnou
édst a necht A\j =1v;, j =1,...,m, jsou vSechna vlastni ¢isla matice A s nulovou
redlnou édsti. Necht vlastni ¢isla \; maji ndsobnost kj, j = 1,...,m. Potom
je kazdé teseni systému (15.69) stabilnd, md-li matice A pro kaZdé j celkem k;
linedrné nezdvislych vlastnich vektord prislusnych k ;.

Podstatné je, ze existuji metody, jak jednoduse zjistit, Ze popsana situace na-
stava, aniz je nutno hledat vlastni ¢isla matice A; stac¢i pouze znat jeji charakte-
risticky polynom. Napt. tzv. Hurwitzovo kritérium umoznuje relativné jednoduse
zjistit, zda vSechny kotfeny charakteristického polynomu maji zdporné redlné ¢asti.

Také pro (C) uvedeme jednu potfebnou definici. Otazka (C) je pro FeSeni

vvvvv

tém (15.68).
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Definice 15.9.3. Budeme fikat, ze feSeni y* systému (15.68) je asymptoticky
stabilni, jestlize je stabilni, tj. ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 tak, ze pro
v8echna FeSeni y systému (15.68) a vSechna = > 0 plati

(Iy(0) =y (0) | <6) = (ly(x) —y* (=) [ <e)
a zdroveri je || y(z) — y*(x) || — 0 pro z — +o0.

Maji-li v pfipadé systému (15.69) vSechna vlastni ¢isla matice A zapornou
redlnou ¢ést, ,,blizi se* zfejmé vSechna Feseni k 0, tj. plati tvrzeni (viz napt. [12]):

Véta 15.9.4. Resend systému (15.69) je asymptoticky stabilng, prdave kdyz maji
vSechna vlastni ¢isla matice A zapornou redlnou cdst.

Historické poznamky 15.9.5. V této kapitole jsme pouzili mnoha poznatkt z alge-
bry. K oblasti studia linearnich rovnic polozil zéklady GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ
(1642 — 1727) pracemi z r. 1678 a r. 1693. Metoda FeSeni soustav rovnic o dvou, t¥ech a
GtyFech neznamych pochézi z r. 1729 od COLINA MACLAURINA (1698 — 1746), byla vSak
publikovana po jeho smrti r. 1748. Svycar GABRIEL CRAMER (1704 — 1752), po ném# se
dnes postup (Cramerovo pravidlo) nazyvé, ho popsal r. 1750.

Vyznamnym algebraikem byl ALEXANDER-THEOPHILE CHARLES AUGUST VANDER-
MONDE (1735 — 1786). Pro prace z oblasti teorie FeSitelnosti algebraickych rovnic vyssich
stupnit byva oznacovan jako predchiidce NIELSE HENRIKA ABELA (1802 — 1829). Ne-
sporné je vSak tvircem teorie determinanti, ve které mu nélezi fada vysledkd.

Obycejné diferencidlni rovnice (ODE) tvoii vyznamnou partii matematiky, kterd je
vzhledem k Cetnym aplikacim velmi dilezita. Velmi podnétné jsou v tomto sméru uceb-
nice [3] a [6]. U vét o existenci a jednoznacnosti jsme se o hlavnich protagonistech vyvoje
jiz kratce zminili. Neprobirali jsme typy rovnic, které lze bez vétsi namahy vylozenym
nich feseni.

Rovnice druhého fadu byly v souvislosti s fyzikalnimi problémy studovany jiz r. 1691.
Studovali je JAcOB BERNOULLI (1655 — 1705) i JOHANN BERNOULLI (1667 — 1748).
Jednim z takovych problémi byl popis kmitani strun. Zde Johann Bernoulli navazal
na BROOKA TAYLORA (1685 — 1731). Dalsi vysledky v této problematice ziskali Euler
r. 1728 a DANIEL BERNOULLI (1700 — 1782) r. 1733, ktefi dospéli nejen k zakladni frek-
venci kmitani struny, ale i k vyssim harmonickym. Daniel Bernoulli r. 1734 jiz ispésné
fesil rovnici fadu 4. R. 1739 informoval Euler Johanna Bernoulliho o feseni obecnych
linearnich rovnic s konstantnimi koeficienty. Poznamenejme, Ze o stafi poznatki z této
oblasti svédc¢i napt. to, ze pojmy charakteristicky polynom nebo charakteristickd rov-
nice pochazeji patrné jiz od Eulera. Tato etapa vyvoje ODE spocivajici, zhruba fec¢eno,
v hledani obecnych metod integrace rovnic, trvala do r. 1775, pak doslo ve studiu této
problematiky na dlouhou dobu k jistému atlumu.

V pripadé komplexnich funkci komplexni proménné je feseni diferencidlnich rovnic
rovnéz rozvinutou partii matematické analyzy; poznamenejme alespon to, ze feSeni lze
napf. hledat ve tvaru mocninné fady. Témito fadami se budeme jesté jednou zabyvat
v Kapitole 16.

Priklad, ukazujici moznou nejednoznacnost reseni, jsme uvedli jiz v Kapitole 10.
Tzv. Lipschitzovu podminku zavedl poprvé Lipschitz r. 1864 pfi vySetfovani Fouriero-
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vych fad. Poznamenejme konecné, ze jedineCnym zdrojem poznatki z oblasti historie
ODE je kniha [6].

Poznamenejme jesté, ze studium problémil, vedoucich na systémy diferencidlnich
rovnic, lze stopovat az k Isaacu NEWTONOVI (1642 — 1727). V tomto sméru tvoril
hlavni objekt studia pohyb vzajemného gravitacniho pisobeni dvou a vice téles.

Otéazek stability jsme se pouze dotkli, avsak i ony patii ke klasickym partiim teorie
ODE. Jednim z téch, ktefi vyznamné prispéli ke studiu stability, byl rusky matematik
ALEKSANDR MICHAJLOVIC LJAPUNOV (1857 — 1918). Zabyval se praktickym problémem
existence rotujicich elipsoidalnich kapalnych ttvara pifi malych zménéach rychlosti rotace.
Popularné lze ideu stability popsat takto: Rovnovazny stav systému (15.68) je stabilni,
jestlize kazdé fesSeni, které je v Case t = 0 ,blizko“ rovnovazného stavu bude ,blizko*
i v libovolném budoucim okamziku.
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