cviceni z Nahodnych procesi 1 (NMSA334)

7. sestaveni matice intenzit, invariantni mira, posouzeni trvalosti stavu

Vektor a € [0, 1]° nazveme limitnim rozdélenim homogenntho Markovova fetézce (X;)i>o s maticemi
prechodu (P;);>0, pokud a"1g = 1 a pokud pro kazdé i € S plat{

a = tlg?o 1T{i}Pt’
kde 14 € {0,1}7 je i-ty kanonicky vektor v R® definovany predpisem 1 (j) = 1;—j.

Poznamka. Pokud existuje limitn{ rozdéleni a, pak je to staciondrni rozdéleni, tedy a" = a" P, t > 0.

U zprava spojitého homogenniho markovského fetézce (X;);>o se stavy v S C Ny je mozné kromé intenzit
prechodu také uvazovat intenzitu okamzité exploze

0 S 4,00 =

Qi — Zqij = lim lim +P;(X, >n), i€5,

— n—00 h—0+
J#

popisujici intenzitu prechodu retézce do okoli nekonecna. Ve skriptech se tento pojem nezavadi, pouze se
od urcité chvile pripoustéji jen takové fetézce, které splnuji podminku

q®) % (g, 0)ses = —Qlg = Og. (1)

Poznamka. Je-li (X;):>0 zprava spojity homogenni markovsky retézec s mnozinou stava S C Ny s matici
intenzit Q spliujici podminku (1) a je-li jeho vnoreny fetézec ()5, nerozlozitelny s trvalymi stavy, pak
existuje invariantni (staciondrnf) mira n € (0,00)° jednoznacné uréens az na multiplikativni konstantu
jako Teseni soustavy

n'Q = 0g|

Protoze matice prechodu Q* vnoreného tetézce spliuje rovnost

Q = diag(q)(Q" — Ts) |,

dostavame, ze v tomto piipadé existuje také staciondrni mira n* vnoreného fetézce (Y,,)°, takova, ze

n* = diag(q) n|,

nebot 0y = 7' Q = n'diag(q)(Q* — 1) = [diag(q)n]" (Q* — Ts).

Dusledek. Necht (Y,,)%2, je nerozlozitelny homogenni{ Markovuv fetézec s matici prechodu P s mnozinou
stavii S = Ny s trvalymi stavy. Pak existuje (néco jako) staciondrni mira n € (0,00)° splitujici n'P = 7",
pricemz staciondrni rozdéleni existuje prave tehdy, kdyz n'1g < oo.

Nahled: Staci uvazovat nezavisly Poissonuv proces N napf. s jednotkovou intenzitou a uvazovat proces
Xi =Yn,,t >0 a pro tento proces pouzit predchozi poznamku.

Priklady

1. Na stavbé pracuje N svarecu, kteri ndhodné a nezavisle odebiraji proud. Svarec, ktery v case t
neodebird proud, zacne v intervalu (¢,t + h] proud odebirat s pravdépodobnosti Ah + o(h); svarec,
ktery v ¢ase t proud odebiral, ukonéi odbér v intervalu (¢, ¢+ h] s pravdépodobnosti zh + o(h). Necht
X, znaci pocet svarecu, kteii v case t odebiraji proud. Najdéte matici intenzit Markovova Fetézce
(X¢)t>0 a urcete stacionarni rozdéleni.

2. V obchodé pracuji tfi prodavacky. Pokud prodavacka pravé nékoho obsluhuje, pak pravdépodobnost,
ze zékaznika doobslouzi v casovém intervalu (¢,t+ h] a nikoho obsluhovat nebude, je 3h+o(h). V in-
tervalu (¢, t+h| prijde jeden zdkaznik s pravdépodobnosti 2h+o(h), dva nebo vice s pravdépodobnosti



o(h) a zadny s pravdépodobnosti 1 — 2k + o(h). Pfedpoklddejme, ze zékaznici prichdzeji zaméstnavat
jednotlivé prodavacky nezavisle a rovnéz ony se chovaji nezavisle na svych kolegynich. Pokud vSechny
prodavacky obsluhuji, nové pifichozi zékaznik odchézi neobslouzen. Bud (X;);>o Markovuv fetézec
udavajici pocet prodavacek obsluhujicich zédkazniky v ¢ase t. Najdéte matici intenzit fetézce (Xi)i>o.
Urcete rozdéleni poctu obsluhujicich prodavacek v ustdleném rezimu (tj. limitni rozdéleni fetézce).
Jaka je pravdépodobnost, ze v ustaleném rezimu zadna z prodavacek neobsluhuje zakaznika?

. Na horskou chatu spolu vyjeli tfi kamaradi. Pii ptijezdu na chatu v ¢ase t = 0 je jeden z nich
nemocny. Vlastnosti nemoci jsou takové, ze jsou-li spolu zdravy a nemocny jedinec, pak ten nemocny
nakazi zdravého v casovém intervalu (¢, ¢+ h] s pravdépodobnosti 4+ o(h). Jedinec nemocny v case
t se naopak uzdravi v ¢asovém intervalu (¢,¢ 4 h] s pravdépodobnosti $h + o(h). Uzdravovéni a
infikovani jednotlivych jedincu probiha nezédvisle (nakazeny=infikovany=nemocny). Zdravy jedinec
nemuze nakazit nikoho. Necht Markovuv fetézec (X;);>o udédvéa pocet nemocnych kamarada na chaté
v ¢ase t. Urcete matici intenzit prechodu fetézce (X;);>0. Spoctéte matici pravdépodobnosti prechodu
vnoreného Tetézce. Spoctéte stacionarni rozdéleni fetézce. Jaka je stfedni hodnota doby setrvani
fetézce v pocatecnim stavu?

. Uvazujme matici

kde 0 < p <1 ap+q=1. Predpokladejme, ze Q je matice intenzit Markovova fetézce se spojitym
¢asem a spocetnou mnozinou stavi. Rozhodnéte, zda existuje stacionarni rozdéleni.

. Uvazujme Markovuv fetézec s matici intenzit

-1 1 0 0 O
1 -3 2 0 0
Q= 1 0 -4 3 0
1 0 0 -5 4

Urcete matici pravdépodobnosti prechodu ve vnofeném ftetézci. Rozhodnéte, zda vsechny stavy
vnoreného Tetézce jsou trvalé. Zjistéte, zda existuje stacionarni rozdéleni vnotfeného tetézce. Po-
kud ano, tak ho urcete. Zjistéte, zda existuje stacionarni rozdéleni fetézce s matici intenzit Q. Pokud
ano, tak ho urcete.

.V Karliné je stojan na pujcovani kol, ktery ma tii mista. Predpokladejme, ze v ¢ase t = 0 jsou ve sto-
janu vSechna tti kola. Cyklista, ktery ma v ¢ase t pujcené kolo, ho pfijede vratit v ¢casovém intervalu
(t,t + h] s pravdépodobnosti Ak + o(h), A > 0. Pravdépodobnost, Ze ptijede vice nez jeden cyklista
v (t,t+h] je o(h). Novy zdjemce o pujceni kola piijde v ¢asovém intervalu (¢, t+h] s pravdépodobnosti
puh+o(h), u > 0, kterd je stejnd pro vSechna t > 0. Pokud je stojan prazdny, ¢lovék necekd a odchézi
jinam. Pfedpoklddejme, Zze vypujcovani a vraceni kol probihd nezdvisle. Necht X, je pocet kol ve
stojanu v ¢ase t > 0. UrCete matici intenzit procesu (X;):>o a staciondrni rozdéleni (pokud existuje).
Jaka je sttedni doba setrvani v pocatecnim stavu?

. Na letisti uvazujme pét prepazek pro odbaveni cestujicich. Predpokladejme, ze ptichody cestujicich
k prepazkam tvori Poissonuv proces. Pokud jsou vSechny ptrepazky obsazeny, fadi se cestujici do
jedné fronty (na letisti je dost mista, takze fronta muze byt libovolné dlouhd). Déale predpokladejme,
ze doby odbaveni jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veliciny s exponencidlnim rozdélenim se
stfedni hodnotou 3 minuty. Najdéte limitni rozdéleni poctu cestujicich v systému (u prepézek i ve
fronté celkem), pokud cestujici pfichazeji v pruméru kazdou minutu.



8.

10.

11.

Uvazujme Markovuv fetézec s matici intenzit

2 1 1 0 1 1 0 0 11 0 0
0 -3 1 2 1 -3 0 2 9 —4 2 0

Q=1 , 0o -3 1 |’ Q=1 , 3 0 |’ Qs = 30 -9 6
0 1 -1 0 1 1 =2 40 0 -4

Urcete matici pravdépodobnosti prechodu ve vnoreném diskrétnim retézci. Najdéte stacionarni roz-
déleni ve vnoreném diskrétnim tetézci. Najdéte staciondrni rozdéleni v fetézci s matici intenzit Q.

Uvazujme postu, ve které jsou v provozu tii prepazky. U kazdé prepazky ma doba obsluhy klienta
exponencialni rozdéleni se stfedni hodnotou 5 minut, doby obsluhy jsou nezavislé. Ptichody klientu
tvori Poissonuv proces. Pokud jsou vsechny prepazky obsazeny, radi se zakaznici do jedné spolecné
fronty, kterd muze byt libovolné dlouhd. Zakaznici prichazeji na postu v prumeéru kazdé dvé minuty.
Najdéte limitni rozdéleni poctu klientu (u prepédzek a ve fronté dohromady).

V holi¢stvi pracuji 3 holi¢i. Kazdy z nich obsluhuje jednoho zakaznika prumérné 10 minut. Do
holi¢stvi prichdzi v pruméru 12 zdkazniku za hodinu. V piipadé, ze zadny z holici neni volny,
zakaznici ¢ekaji v jediné fronté, ptricemz zakaznik, ktery by se musel do fronty zaradit jako ¢tvrty,
odchézi neobslouzen. Predpokladédme, ze doby mezi ptichody zédkazniku i doby obsluhy jsou nezédvislé
ndhodné veliciny s exponencidlnim rozdélenim. Oznacme X; pocet zdkazniku v holicstvi (ve fronté i
v obsluze) v ¢ase t.

a) Urcete matici intenzit Markovova fetézce (X¢)i>o.
b) Najdéte stacionarni rozdéleni poc¢tu zakazniku v holi¢stvi (pokud existuje).

c¢) Urcete stfedni pocet zdkazniku ve fronté (pii staciondrnim rozdélent).

Uvazujme Markovuv fetézec s matici intenzit

-1 1 0 0 0 11 0 0 0
2 -4 2 0 0 —2 1 0
Q=3 0 -6 3 0 Q=] 0 2 -4 0
4 0 0 -8 4 0 0 3 —6 3

a) Urcete matici pravdépodobnosti prechodu ve vnoreném tetézci.
b) Rozhodnéte, zda vsechny stavy vnoreného fetézce jsou trvalé.
c) Zjistéte, zda existuje stacionarni rozdéleni vnotreného fetézce. Pokud ano, tak ho urcete.

d) Zjistéte, zda existuje stacionarni rozdéleni retézce s matici intenzit Q. Pokud ano, tak ho urcete.

-1 1 0 0 0 -1 1 0 0 0
2 =3 1 0 0 1 -2 1 0 0
Q; = 0 —4 0 . Qu= 0O 1 =2 0
4 0 0 -5 1 o o 1 -2 1

-1 1 0 0 0 -2 2 0 0 0
2 -4 2 0 0 1 =2 1 0 0

Q=] 4 0 =8 4 0 Q=] 3 0 -1 5 0
8 0 0 -—16 8 0 0 -

N[
N
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V jisté firmé je N pocitacu, o které se stara r spravceu. U kazdého pocitace muze dojit k problému,
pricemz vyskyt problému nezavisi na predchozim stavu pocitace ani na stavu ostatnich pocitacu.
V pripadé vyskytu problému je okamzité povolan jeden spravce na jeho feSeni. Pokud jsou vsichni
spravci zaméstnani, pocita¢ nepracuje a ¢eka na vyreseni problému. Predpoklada se, ze na jednom
pocitaci pracuje jen jeden spravce a spravci pracuji nezavisle. Dale predpokladejme, ze u kazdého
pocitace jsou doby mezi problémy nezavislé ndahodné veliciny s exponencidlnim rozdélenim s in-
tenzitou A > 0 a doby feSeni problému spravci jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s exponencidlnim
rozdélenim s intenzitou p > 0. Necht X, je pocet pocitactl, které v ase t nepracuji.

a) Urcete matici intenzit Markovova Fetézce (X;)i>o.

b) Najdéte staciondrni rozdéleni Fetézce (pokud existuje).

Predpokladejme, ze prichody tiskovych tloh odesilanych na tiskarnu tvoii Poissonuv proces s in-
tenzitou A > 0. Ulohy se tadi do tiskové fronty a jsou zpracovavany jedna po druhé podle poradi
prichodu. Doby zpracovani maji exponencidlni rozdéleni s intenzitou 1 > 0, jsou vzajemné nezavislé a
nezavislé na procesu prichodu tiloh. Necht X; znac¢i pocet tiloh v systému (¢ekajicich i zpracovdvanych
dohromady) v ¢ase t.

a) Urcete matici intenzit Markovova fetézce (X¢)i>o.

b) Zjistéte, za jakych podminek jsou vSechny stavy vnoreného tetézce trvalé.

c) Zjistete, kdy existuje stacionarni rozdéleni a urcete ho.

d) Spoctéte stiedni pocet uloh ¢ekajicich ve fronté v ustdleném provozu.

V dvoupokojovém byté bydli tfi kamarddi, pficemz se kazdy z nich ¢as od ¢asu rozhodne prestéhovat
do jiného pokoje. Predpokladejte, ze se vSichni tii rozhoduji nezavisle podminéné soucasnym a také
historickym rozmisténim v byté a to nasledovné. Je-li v ¢ase t v pokoji n-lidi, pak pro kazdého z nich

plati, ze se prestéhuje v casovém intervalu [t,t + h) s pravdépodobnosti n?h + o(h) pro h — 0.
Oznacéme X; pocet kamaradu okupujicich prvni pokoj v ¢ase t > 0.

a) Sestavte matici intenzit pfechodu fetézce (Xi)i>o.
b) Najdéte stacionarni rozdéleni fetézce (X)>o-

c) Predpokladejte, ze se na zacatku vsichni tfi kamarddi nastéhovali do prvniho pokoje. Napiste
stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku ndhodné veliciny oznacujici dobu, do kdy druhy pokoj
zustava prazdny.

Uvazujme Markovuv fetézec s matici intenzit

-2 1 1 0 0
1 =3 1 0
Q= 0 -3 1 0
o 0 0 -1 1
0 0 1 =2

Urcete matici pravdépodobnosti ptechodu ve vnoreném diskrétnim tetézci. Najdéte stacionarni roz-
déleni ve vnofeném diskrétnim fetézci. Najdéte stacionarni rozdéleni v fetézci s matici intenzit Q.



