
cvičeńı z Náhodných proces̊u 1 (NMSA334)

7. sestaveńı matice intenzit, invariantńı mı́ra, posouzeńı trvalosti stav̊u

Vektor a ∈ [0, 1]S nazveme limitńım rozděleńım homogenńıho Markovova řetězce (Xt)t≥0 s maticemi
přechodu (Pt)t≥0, pokud aT1S = 1 a pokud pro každé i ∈ S plat́ı

a
T

= lim
t→∞

1
T

{i}Pt,

kde 1{i} ∈ {0, 1}S je i-tý kanonický vektor v RS definovaný předpisem 1{i}(j) = 1[i=j].

Poznámka. Pokud existuje limitńı rozděleńı a, pak je to stacionárńı rozděleńı, tedy aT = aTPt, t ≥ 0.

U zprava spojitého homogenńıho markovského řetězce (Xt)t≥0 se stavy v S ⊆ N0 je možné kromě intenzit
přechodu také uvažovat intenzitu okamžité exploze

0 ≤ qi,∞
def
== |qii| −

∑
j 6=i

qij = lim
n→∞

lim
h→0+

1
h
Pi(Xh ≥ n), i ∈ S,

popisuj́ıćı intenzitu přechodu řetězce do okoĺı nekonečna. Ve skriptech se tento pojem nezavád́ı, pouze se
od určité chv́ıle připouštěj́ı jen takové řetězce, které splňuj́ı podmı́nku

q(∞) def
== (qi,∞)i∈S = −Q1S = 0S. (1)

Poznámka. Je-li (Xt)t≥0 zprava spojitý homogenńı markovský řetězec s množinou stav̊u S ⊆ N0 s matićı
intenzit Q splňuj́ıćı podmı́nku (1) a je-li jeho vnořený řetězec (Yn)∞n=0 nerozložitelný s trvalými stavy, pak
existuje invariantńı (stacionárńı) mı́ra η ∈ (0,∞)S jednoznačně určená až na multiplikativńı konstantu
jako řešeńı soustavy

ηTQ = 0T

S .

Protože matice přechodu Q∗ vnořeného řetězce splňuje rovnost

Q = diag(q)(Q∗ − 1S) ,

dostáváme, že v tomto př́ıpadě existuje také stacionárńı mı́ra η∗ vnořeného řetězce (Yn)∞n=0 taková, že

η∗ = diag(q) η ,

nebot’ 0T

S = ηTQ = ηTdiag(q)(Q∗ − 1S) = [diag(q)η]T (Q∗ − 1S).

Důsledek. Necht’ (Yn)∞n=0 je nerozložitelný homogenńı Markov̊uv řetězec s matićı přechodu P s množinou
stav̊u S = N0 s trvalými stavy. Pak existuje (něco jako) stacionárńı mı́ra η ∈ (0,∞)S splňuj́ıćı ηTP = ηT ,
přičemž stacionárńı rozděleńı existuje právě tehdy, když ηT1S <∞.

Náhled: Stač́ı uvažovat nezávislý Poisson̊uv proces N např. s jednotkovou intenzitou a uvažovat proces
Xt = YNt , t ≥ 0 a pro tento proces použ́ıt předchoźı poznámku.

Př́ıklady

1. Na stavbě pracuje N svářeč̊u, kteř́ı náhodně a nezávisle odeb́ıraj́ı proud. Svářeč, který v čase t
neodeb́ırá proud, začne v intervalu (t, t + h] proud odeb́ırat s pravděpodobnost́ı λh + o(h); svářeč,
který v čase t proud odeb́ıral, ukonč́ı odběr v intervalu (t, t+h] s pravděpodobnost́ı µh+o(h). Necht’

Xt znač́ı počet svářeč̊u, kteř́ı v čase t odeb́ıraj́ı proud. Najděte matici intenzit Markovova řetězce
(Xt)t≥0 a určete stacionárńı rozděleńı.

2. V obchodě pracuj́ı tři prodavačky. Pokud prodavačka právě někoho obsluhuje, pak pravděpodobnost,
že zákazńıka doobslouž́ı v časovém intervalu (t, t+h] a nikoho obsluhovat nebude, je 3h+o(h). V in-
tervalu (t, t+h] přijde jeden zákazńık s pravděpodobnost́ı 2h+o(h), dva nebo v́ıce s pravděpodobnost́ı
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o(h) a žádný s pravděpodobnost́ı 1−2h+o(h). Předpokládejme, že zákazńıci přicházej́ı zaměstnávat
jednotlivé prodavačky nezávisle a rovněž ony se chovaj́ı nezávisle na svých kolegyńıch. Pokud všechny
prodavačky obsluhuj́ı, nově př́ıchoźı zákazńık odcháźı neobsloužen. Bud’ (Xt)t≥0 Markov̊uv řetězec
udávaj́ıćı počet prodavaček obsluhuj́ıćıch zákazńıky v čase t. Najděte matici intenzit řetězce (Xt)t≥0.
Určete rozděleńı počtu obsluhuj́ıćıch prodavaček v ustáleném režimu (tj. limitńı rozděleńı řetězce).
Jaká je pravděpodobnost, že v ustáleném režimu žádná z prodavaček neobsluhuje zákazńıka?

3. Na horskou chatu spolu vyjeli tři kamarádi. Při př́ıjezdu na chatu v čase t = 0 je jeden z nich
nemocný. Vlastnosti nemoci jsou takové, že jsou-li spolu zdravý a nemocný jedinec, pak ten nemocný
nakaźı zdravého v časovém intervalu (t, t+h] s pravděpodobnost́ı 1

2
h+o(h). Jedinec nemocný v čase

t se naopak uzdrav́ı v časovém intervalu (t, t + h] s pravděpodobnost́ı 1
3
h + o(h). Uzdravováńı a

infikováńı jednotlivých jedinc̊u prob́ıhá nezávisle (nakažený=infikovaný=nemocný). Zdravý jedinec
nemůže nakazit nikoho. Necht’ Markov̊uv řetězec (Xt)t≥0 udává počet nemocných kamarád̊u na chatě
v čase t. Určete matici intenzit přechodu řetězce (Xt)t≥0. Spočtěte matici pravděpodobnost́ı přechodu
vnořeného řetězce. Spočtěte stacionárńı rozděleńı řetězce. Jaká je středńı hodnota doby setrváńı
řetězce v počátečńım stavu?

4. Uvažujme matici

Q =


−1 1 0 0 . . .

pq −p p2 0 . . .

p2q 0 −p2 p3 . . .
...

...
. . . . . . . . .

 ,

kde 0 < p < 1 a p+ q = 1. Předpokládejme, že Q je matice intenzit Markovova řetězce se spojitým
časem a spočetnou množinou stav̊u. Rozhodněte, zda existuje stacionárńı rozděleńı.

5. Uvažujme Markov̊uv řetězec s matićı intenzit

Q =



−1 1 0 0 0 . . .

1 −3 2 0 0 . . .

1 0 −4 3 0 . . .

1 0 0 −5 4
. . .

...
...

. . . . . . . . . . . .


.

Určete matici pravděpodobnost́ı přechodu ve vnořeném řetězci. Rozhodněte, zda všechny stavy
vnořeného řetězce jsou trvalé. Zjistěte, zda existuje stacionárńı rozděleńı vnořeného řetězce. Po-
kud ano, tak ho určete. Zjistěte, zda existuje stacionárńı rozděleńı řetězce s matićı intenzit Q. Pokud
ano, tak ho určete.

6. V Karĺıně je stojan na p̊ujčováńı kol, který má tři mı́sta. Předpokládejme, že v čase t = 0 jsou ve sto-
janu všechna tři kola. Cyklista, který má v čase t p̊ujčené kolo, ho přijede vrátit v časovém intervalu
(t, t + h] s pravděpodobnost́ı λh + o(h), λ > 0. Pravděpodobnost, že přijede v́ıce než jeden cyklista
v (t, t+h] je o(h). Nový zájemce o p̊ujčeńı kola přijde v časovém intervalu (t, t+h] s pravděpodobnost́ı
µh+o(h), µ > 0, která je stejná pro všechna t ≥ 0. Pokud je stojan prázdný, člověk nečeká a odcháźı
jinam. Předpokládejme, že vyp̊ujčováńı a vraceńı kol prob́ıhá nezávisle. Necht’ Xt je počet kol ve
stojanu v čase t ≥ 0. Určete matici intenzit procesu (Xt)t≥0 a stacionárńı rozděleńı (pokud existuje).
Jaká je středńı doba setrváńı v počátečńım stavu?

7. Na letǐsti uvažujme pět přepážek pro odbaveńı cestuj́ıćıch. Předpokládejme, že př́ıchody cestuj́ıćıch
k přepážkám tvoř́ı Poisson̊uv proces. Pokud jsou všechny přepážky obsazeny, řad́ı se cestuj́ıćı do
jedné fronty (na letǐsti je dost mı́sta, takže fronta může být libovolně dlouhá). Dále předpokládejme,
že doby odbaveńı jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s exponenciálńım rozděleńım se
středńı hodnotou 3 minuty. Najděte limitńı rozděleńı počtu cestuj́ıćıch v systému (u přepážek i ve
frontě celkem), pokud cestuj́ıćı přicházej́ı v pr̊uměru každou minutu.
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8. Uvažujme Markov̊uv řetězec s matićı intenzit

Q1 =


−2 1 1 0

0 −3 1 2

2 0 −3 1

0 0 1 −1

 , Q2 =


−1 1 0 0

1 −3 0 2

2 1 −3 0

0 1 1 −2

 , Q3 =


−1 1 0 0

2 −4 2 0

3 0 −9 6

4 0 0 −4

 .

Určete matici pravděpodobnost́ı přechodu ve vnořeném diskrétńım řetězci. Najděte stacionárńı roz-
děleńı ve vnořeném diskrétńım řetězci. Najděte stacionárńı rozděleńı v řetězci s matićı intenzit Q.

9. Uvažujme poštu, ve které jsou v provozu tři přepážky. U každé přepážky má doba obsluhy klienta
exponenciálńı rozděleńı se středńı hodnotou 5 minut, doby obsluhy jsou nezávislé. Př́ıchody klient̊u
tvoř́ı Poisson̊uv proces. Pokud jsou všechny přepážky obsazeny, řad́ı se zákazńıci do jedné společné
fronty, která může být libovolně dlouhá. Zákazńıci přicházej́ı na poštu v pr̊uměru každé dvě minuty.
Najděte limitńı rozděleńı počtu klient̊u (u přepážek a ve frontě dohromady).

10. V holičstv́ı pracuj́ı 3 holiči. Každý z nich obsluhuje jednoho zákazńıka pr̊uměrně 10 minut. Do
holičstv́ı přicháźı v pr̊uměru 12 zákazńık̊u za hodinu. V př́ıpadě, že žádný z holič̊u neńı volný,
zákazńıci čekaj́ı v jediné frontě, přičemž zákazńık, který by se musel do fronty zařadit jako čtvrtý,
odcháźı neobsloužen. Předpokládáme, že doby mezi př́ıchody zákazńık̊u i doby obsluhy jsou nezávislé
náhodné veličiny s exponenciálńım rozděleńım. Označme Xt počet zákazńık̊u v holičstv́ı (ve frontě i
v obsluze) v čase t.

a) Určete matici intenzit Markovova řetězce (Xt)t≥0.

b) Najděte stacionárńı rozděleńı počtu zákazńık̊u v holičstv́ı (pokud existuje).

c) Určete středńı počet zákazńık̊u ve frontě (při stacionárńım rozděleńı).

11. Uvažujme Markov̊uv řetězec s matićı intenzit

Q1 =



−1 1 0 0 0 . . .

2 −4 2 0 0 . . .

3 0 −6 3 0 . . .

4 0 0 −8 4
. . .

...
...

. . . . . . . . . . . .


, Q2 =



−1 1 0 0 0 . . .

1 −2 1 0 0 . . .

0 2 −4 2 0 . . .

0 0 3 −6 3
. . .

...
...

. . . . . . . . . . . .


a) Určete matici pravděpodobnost́ı přechodu ve vnořeném řetězci.

b) Rozhodněte, zda všechny stavy vnořeného řetězce jsou trvalé.

c) Zjistěte, zda existuje stacionárńı rozděleńı vnořeného řetězce. Pokud ano, tak ho určete.

d) Zjistěte, zda existuje stacionárńı rozděleńı řetězce s matićı intenzit Q. Pokud ano, tak ho určete.

Q3 =



−1 1 0 0 0 . . .

2 −3 1 0 0 . . .

3 0 −4 1 0 . . .

4 0 0 −5 1
. . .

...
...

. . . . . . . . . . . .


, Q4 =



−1 1 0 0 0 . . .

1 −2 1 0 0 . . .

0 1 −2 1 0 . . .

0 0 1 −2 1
. . .

...
...

. . . . . . . . . . . .



Q5 =



−1 1 0 0 0 . . .

2 −4 2 0 0 . . .

4 0 −8 4 0 . . .

8 0 0 −16 8
. . .

...
...

. . . . . . . . . . . .


, Q6 =



−2 2 0 0 0 . . .

1 −2 1 0 0 . . .
1
2

0 −1 1
2

0 . . .

1
4

0 0 −1
2

1
4

. . .
...

...
. . . . . . . . . . . .


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12. V jisté firmě je N poč́ıtač̊u, o které se stará r správc̊u. U každého poč́ıtače může doj́ıt k problému,
přičemž výskyt problému nezáviśı na předchoźım stavu poč́ıtače ani na stavu ostatńıch poč́ıtač̊u.
V př́ıpadě výskytu problému je okamžitě povolán jeden správce na jeho řešeńı. Pokud jsou všichni
správci zaměstnáni, poč́ıtač nepracuje a čeká na vyřešeńı problému. Předpokládá se, že na jednom
poč́ıtači pracuje jen jeden správce a správci pracuj́ı nezávisle. Dále předpokládejme, že u každého
poč́ıtače jsou doby mezi problémy nezávislé náhodné veličiny s exponenciálńım rozděleńım s in-
tenzitou λ > 0 a doby řešeńı problému správci jsou nezávislé náhodné veličiny s exponenciálńım
rozděleńım s intenzitou µ > 0. Necht’ Xt je počet poč́ıtač̊u, které v čase t nepracuj́ı.

a) Určete matici intenzit Markovova řetězce (Xt)t≥0.

b) Najděte stacionárńı rozděleńı řetězce (pokud existuje).

13. Předpokládejme, že př́ıchody tiskových úloh odeśılaných na tiskárnu tvoř́ı Poisson̊uv proces s in-
tenzitou λ > 0. Úlohy se řad́ı do tiskové fronty a jsou zpracovávány jedna po druhé podle pořad́ı
př́ıchodu. Doby zpracováńı maj́ı exponenciálńı rozděleńı s intenzitou µ > 0, jsou vzájemně nezávislé a
nezávislé na procesu př́ıchod̊u úloh. Necht’ Xt znač́ı počet úloh v systému (čekaj́ıćıch i zpracovávaných
dohromady) v čase t.

a) Určete matici intenzit Markovova řetězce (Xt)t≥0.

b) Zjistěte, za jakých podmı́nek jsou všechny stavy vnořeného řetězce trvalé.

c) Zjistěte, kdy existuje stacionárńı rozděleńı a určete ho.

d) Spočtěte středńı počet úloh čekaj́ıćıch ve frontě v ustáleném provozu.

14. V dvoupokojovém bytě bydĺı tři kamarádi, přičemž se každý z nich čas od času rozhodne přestěhovat
do jiného pokoje. Předpokládejte, že se všichni tři rozhoduj́ı nezávisle podmı́něně současným a také
historickým rozmı́stěńım v bytě a to následovně. Je-li v čase t v pokoji n-lid́ı, pak pro každého z nich
plat́ı, že se přestěhuje v časovém intervalu [t, t + h) s pravděpodobnost́ı n2h + o(h) pro h → 0+.
Označme Xt počet kamarád̊u okupuj́ıćıch prvńı pokoj v čase t ≥ 0.

a) Sestavte matici intenzit přechodu řetězce (Xt)t≥0.

b) Najděte stacionárńı rozděleńı řetězce (Xt)t≥0.

c) Předpokládejte, že se na začátku všichni tři kamarádi nastěhovali do prvńıho pokoje. Napǐste
středńı hodnotu a směrodatnou odchylku náhodné veličiny označuj́ıćı dobu, do kdy druhý pokoj
z̊ustává prázdný.

15. Uvažujme Markov̊uv řetězec s matićı intenzit

Q =


−2 1 1 0 0

1 −3 1 1 0

0 2 −3 1 0

0 0 0 −1 1

0 0 1 1 −2

 .

Určete matici pravděpodobnost́ı přechodu ve vnořeném diskrétńım řetězci. Najděte stacionárńı roz-
děleńı ve vnořeném diskrétńım řetězci. Najděte stacionárńı rozděleńı v řetězci s matićı intenzit Q.
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