cviceni z Nahodnych procesi 1 (NMSA334)

6. Perronuv vzorec, markovské fetézce se spojitym ¢asem, intenzita nahodné veli¢iny

Intenzitou nezaporné ndhodné veliciny X > 0 s hustotou f rozumime funkci (ur¢enou jednoznaéné sv.)

r(x) et _f(2)

Poznamka. Intenzita r ndhodné veliciny X > 0 uréuje jeji rozdéleni, nebot
P(X > z) = exp{— [, r(u)du}, z>0.

Intenzita ndhodné veli¢iny X > 0 je sv. rovna konstanté A > 0 pravé tehdy, kdyz X ~ ['(\, 1).

Bud (S,,)%°; ndhodnd prochdzka jdouci do oo pro n — oo s krokem X, % S, — S, 1 ~ T'(\,1),n € N,
kde A > 0. Pak ¢itaci proces

Ny & 220:1 Lisp<yy, t€ [0, 00),

nazveme Poissonovym procesem s intenzitou A > 0.

Poznamka. Poissonuv proces N s intenzitou A > 0 mé nezavislé prirustky Ny, — Ny ~ Po(Ah),h >0 a
spliiuje markovskou podminku

P(N; = j|Ns, =1, Ng, | = tg—1,...,Ng, = i0) = P(Ny = j|Ns, = 1),

kdykoli 0 < sp < ... < s <t a kdykoli méa jev v podmince na levé strané kladnou pravdépodobnost. Je-li
M Poissonuv proces s intenzitou x > 0 nezavisly s IV, pak N + M je Poissonuv proces s intenzitou \ + k.

Necht (X;);>0 je zprava spojity homogenni markovsky fetézec s mnozinou stavu S C Ny, pficemz existuje
matice intenzit pravdépodobnosti prechodu

Q L limh_>0+ %[Ph — 1]5] S [—OO,OO]SXS s kde Ph AL (P(XtJrh = j’Xt = Z))

1,j€S "’

kdykoli t € [0, 00). Pokud Q € R%*® splituje! podminku Qlg = 0Og, pak matice

Q" = (g;)ijes, kde |gfj <=

%1[1'#] pokud g;; # 0,
L) jinak (tj. @ je absorpéni stav),

je matici piechodu vnoreného Fetézce? Y 2 (X; ) kde Jo %L 0 a J,, 2= inf{t > J, 1; X; # X;,_, },

n:()?

n € N, jsou okamziky preskoku tetézce X. Pro doby mezi preskoky Ty < J, — Jp_1 pak plati, ze

Tk+1|Y07'"aY}€7T17-~-aTk;Jk<OONP(QYk71)7 k?GN(),

kde g; %L |gi;| je intenzita vystupu ze stavu i € S a kde I'(0,1) je zde tfeba vnimat jako rozdéleni
deterministické zobecnéné realné n.v. nabyvajici skoro jisté hodnoty co.

Poznamka. U zprava spojitého fetézce s mnozinou stavii S C Ny s matici intenzit Q € R5*S spliiujic
podminku Q1lg = 0g neposuzujeme periodicitu. Stav fetézce je trvaly (resp. prechodny), pokud je trvalym
(resp. prechodnym) stavem vnofeného Fetézce. Je-li navic fetézec nerozlozitelny a vSechny stavy trvalé,
pak existuje (az na multiplikativn{ nasobek pravé jedna) invariantni mira n € (0,00)° spliiujici (dle
definice) podminku ' (P; — 1g) = 0,t € [0, 00), kterou lze ziskat jako Fesenf rovnice

n'Q = 0.

Spliiuje-li invariantni mira 7 podminku n'1g = 1, pak ji také nazyvdme staciondrnim rozdélenim a
znacime symbolem 7r.

'Podmninka Qlg = Og je v tomto piipadé splnéna automaticky napiiklad, je-li mnozina S kone¢né.
2homogenniho markovského



Perroniuv vzorec Necht A € C™™ m§ celkem k ruznych charakteristickych ¢isel A; s ndsobnostmi m;.
Nechf R € (0,00), {\}}_; € Kgr 2 {x € C;|z| < R} a nechf f: Kp — C je holomorfni funkce. Pak

- (n) N def mj—1 m; —
Y A e f(A) = T by mr [ = W)™ (A — A) (V)]
n=0

A—Mj

Poznamka. Pokud (X});>0 je zprava spojity homogenni markovsky fetézec s kone¢nou mnozinou stavi
S ={1,...,m} as matici intenzit pravdépodobnosti pfechodu Q € R™*™ pak matici pravdépodobnosti
prechodu za ¢as t € [0, 00) lze ziskat z nasledujiciho vzorce

k
Pt:th:ZZOZO%!Qk'

Tento systém matic je jednoznacnym tesenim kazdé z nasledujicich soustav rovnic

%Pt - PtQ i %Pt = QPt

odpovidajici pocdtecni podmince Py = 1,,. Specidlné pak vektor absolutnich pravdépodobnosti p; = pP;
fesi soustavu rovnic

d_.T T
i Pt =p,Q},

nebot 4p; = IpiP, = py&P, = pyP,Q = p; Q plati pro kazdé ¢ > 0.
Priklady

1. Budte X,Y nezdvislé ndhodné veli¢iny s exponencidlnim rozdélenim s intenzitami po fadé \, x > 0.
(a) Ukazte, ze veli¢ina Z 2£ min{X,Y} ma také exponencidlni rozdéleni a urcete odpovidajici in-
tenzitu. (b) Spoctéte P(X < Y). (c) Urcete podminéné rozdéleni Pz x <y

2. Bud N, Poissoniiv proces s intenzitou £ > 0. Ukazte, Ze proces X; = LN, je tichg) = Ny mod 2,1 > 0 je
homogenni markovsky fetézec. Uréete matice pravdépodobnosti piechodu (P;):>0 a matici intenzit Q.
Urcete také matici prechodu vnoreného fetézce Q*. V obou fetézcich spoctéte staciondrni rozdéleni.

3. Reste predchozi piiklad s hodnotou 3 na misto hodnoty 2, tedy uvazujeme X, = N, mod 3.

4. Méjme dan homogenni Markovuv fetézec se spojitym ¢asem a mnozinou stavu {0,1}, ktery ma
matici intenzit prechodu
—K K

kde k, ;1 > 0. Predpoklddejme, Ze pocéatecni rozdéleni je pg = (0, 1)". Urcete absolutni pravdépodob-
nosti v case t > 0.

5. Uvazujme homogenni Markovuv fetézec se spojitym casem, ktery ma matici intenzit prechodu

-3 3 0
Q= 0 0 0
1 1 =2
Spoctéte odpovidajici matice pravdépodobnosti prechodu Py, ¢ > 0. Urcete matici pravdépodobnosti
prechodu piislusného vnoreného tetézce.

6. Urcete hodnoty parametru g € R, pro které je matice

—¢ 1 0
Q= 0 —-q¢ ¢
1 —q qg—1

matici intenzit prechodu pro néjaky homogenni Markovuv fetézec se spojitym ¢asem.



