
cvičeńı z Náhodných proces̊u 1 (NMSA334)

6. Perron̊uv vzorec, markovské řetězce se spojitým časem, intenzita náhodné veličiny

Intenzitou nezáporné náhodné veličiny X ≥ 0 s hustotou f rozumı́me funkci (určenou jednoznačně sv.)

r(x) def
==

f(x)
P(X>x)

.

Poznámka. Intenzita r náhodné veličiny X ≥ 0 určuje jej́ı rozděleńı, nebot’

P(X > x) = exp{−
∫ x

0
r(u) du}, x ≥ 0.

Intenzita náhodné veličiny X ≥ 0 je sv. rovna konstantě λ > 0 právě tehdy, když X ∼ Γ(λ, 1).

Bud’ (Sn)∞n=1 náhodná procházka jdoućı do ∞ pro n→∞ s krokem Xn
def
== Sn−Sn−1 ∼ Γ(λ, 1), n ∈ N,

kde λ > 0. Pak č́ıtaćı proces

Nt
def
==
∑∞

k=1 1[Sk≤t], t ∈ [0,∞),

nazveme Poissonovým procesem s intenzitou λ > 0.

Poznámka. Poisson̊uv proces N s intenzitou λ > 0 má nezávislé př́ır̊ustky Nt+h −Nt ∼ Po(λh), h ≥ 0 a
splňuje markovskou podmı́nku

P(Nt = j|Nsk = i, Nsk−1
= ik−1, . . . , Ns0 = i0) = P(Nt = j|Nsk = i),

kdykoli 0 ≤ s0 ≤ . . . ≤ sk ≤ t a kdykoli má jev v podmı́nce na levé straně kladnou pravděpodobnost. Je-li
M Poisson̊uv proces s intenzitou κ > 0 nezávislý s N , pak N +M je Poisson̊uv proces s intenzitou λ+ κ.

Necht’ (Xt)t≥0 je zprava spojitý homogenńı markovský řetězec s množinou stav̊u S ⊆ N0, přičemž existuje
matice intenzit pravděpodobnost́ı přechodu

Q def
== limh→0+

1
h
[Ph − 1S] ∈ [−∞,∞]S×S , kde Ph

def
==

(
P(Xt+h = j|Xt = i)

)
i,j∈S ,

kdykoli t ∈ [0,∞). Pokud Q ∈ RS×S splňuje1 podmı́nku Q1S = 0S, pak matice

Q∗ def
== (q∗ij)i,j∈S, kde q∗ij

def
==

{
qij
|qii|1[i 6=j] pokud qii 6= 0,

1[i=j] jinak (tj. i je absorpčńı stav),

je matićı přechodu vnořeného řetězce2 Y def
== (XJn)∞n=0, kde J0

def
== 0 a Jn

def
== inf{t ≥ Jn−1;Xt 6= XJn−1},

n ∈ N, jsou okamžiky přeskok̊u řetězce X. Pro doby mezi přeskoky Tk
def
== Jk − Jk−1 pak plat́ı, že

Tk+1|Y0, . . . , Yk, T1, . . . , Tk; Jk <∞ ∼ Γ(qYk , 1), k ∈ N0,

kde qi
def
== |qii| je intenzita výstupu ze stavu i ∈ S a kde Γ(0, 1) je zde třeba vńımat jako rozděleńı

deterministické zobecněné reálné n.v. nabývaj́ıćı skoro jistě hodnoty ∞.

Poznámka. U zprava spojitého řetězce s množinou stav̊u S ⊆ N0 s matićı intenzit Q ∈ RS×S splňuj́ıćı
podmı́nku Q1S = 0S neposuzujeme periodicitu. Stav řetězce je trvalý (resp. přechodný), pokud je trvalým
(resp. přechodným) stavem vnořeného řetězce. Je-li nav́ıc řetězec nerozložitelný a všechny stavy trvalé,
pak existuje (až na multiplikativńı násobek právě jedna) invariantńı mı́ra η ∈ (0,∞)S splňuj́ıćı (dle
definice) podmı́nku ηT (Pt − 1S) = 0, t ∈ [0,∞), kterou lze źıskat jako řešeńı rovnice

ηTQ = 0T

S.

Splňuje-li invariantńı mı́ra η podmı́nku ηT1S = 1, pak ji také nazýváme stacionárńım rozděleńım a
znač́ıme symbolem π.

1Podmńınka Q1S = 0S je v tomto př́ıpadě splněna automaticky např́ıklad, je-li množina S konečná.
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Perron̊uv vzorec Necht’ A ∈ Cm×m má celkem k r̊uzných charakteristických č́ısel λj s násobnostmi mj.
Necht’ R ∈ (0,∞), {λj}kj=1 ⊆ KR def

== {x ∈ C; |x| < R} a necht’ f : KR → C je holomorfńı funkce. Pak

∞∑
n=0

f (n)(0)
n!

An def
==: f(A) =

∑k
j=1

1
(mj−1)!

dmj−1

dλmj−1 [(λ− λj)mj(λ1m −A)−1f(λ)]
∣∣
λ→λj

.

Poznámka. Pokud (Xt)t≥0 je zprava spojitý homogenńı markovský řetězec s konečnou množinou stav̊u
S = {1, . . . ,m} a s matićı intenzit pravděpodobnost́ı přechodu Q ∈ Rm×m, pak matici pravděpodobnost́ı
přechodu za čas t ∈ [0,∞) lze źıskat z následuj́ıćıho vzorce

Pt = eQt =
∑∞

k=0
tk

k!
Qk .

Tento systém matic je jednoznačným řešeńım každé z následuj́ıćıch soustav rovnic

d
dt

Pt = PtQ , d
dt

Pt = QPt

odpov́ıdaj́ıćı počátečńı podmı́nce P0 = 1m. Speciálně pak vektor absolutńıch pravděpodobnost́ı pT

t = pT

0Pt

řeš́ı soustavu rovnic
d
dt

pT

t = pT

tQ ,

nebot’ d
dt

pT

t = d
dt

pT

0Pt = pT

0
d
dt

Pt = pT

0PtQ = pT

tQ plat́ı pro každé t > 0.

Př́ıklady

1. Bud’te X, Y nezávislé náhodné veličiny s exponenciálńım rozděleńım s intenzitami po řadě λ, κ > 0.
(a) Ukažte, že veličina Z def

== min{X, Y } má také exponenciálńı rozděleńı a určete odpov́ıdaj́ıćı in-
tenzitu. (b) Spočtěte P(X < Y ). (c) Určete podmı́něné rozděleńı PZ|X<Y .

2. Bud’ Nt Poisson̊uv proces s intenzitou κ > 0. Ukažte, že proces Xt = 1[Nt je liché] = Nt mod 2, t ≥ 0 je
homogenńı markovský řetězec. Určete matice pravděpodobnost́ı přechodu (Pt)t≥0 a matici intenzit Q.
Určete také matici přechodu vnořeného řetězce Q∗. V obou řetězćıch spočtěte stacionárńı rozděleńı.

3. Řešte předchoźı př́ıklad s hodnotou 3 na mı́sto hodnoty 2, tedy uvažujeme Xt
def
== Nt mod 3.

4. Mějme dán homogenńı Markov̊uv řetězec se spojitým časem a množinou stav̊u {0, 1}, který má
matici intenzit přechodu

Q =

(
−κ κ
µ −µ

)
,

kde κ, µ > 0. Předpokládejme, že počátečńı rozděleńı je p0 = (0, 1)T . Určete absolutńı pravděpodob-
nosti v čase t > 0.

5. Uvažujme homogenńı Markov̊uv řetězec se spojitým časem, který má matici intenzit přechodu

Q =

 −3 3 0
0 0 0
1 1 −2

 .

Spočtěte odpov́ıdaj́ıćı matice pravděpodobnost́ı přechodu Pt, t ≥ 0. Určete matici pravděpodobnost́ı
přechodu př́ıslušného vnořeného řetězce.

6. Určete hodnoty parametr̊u q ∈ R, pro které je matice

Q =

 −q3 1 0
0 −q q
1 −q q − 1


matićı intenzit přechodu pro nějaký homogenńı Markov̊uv řetězec se spojitým časem.
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