3. soutézni série — FeSeni

1. Hrany orientujme libovolné. Lichy pocet hran bude vychazet ze sudého poctu vrchola.
Vybereme libovolné dva, najdeme neorientovanou cestu mezi nimi a prohodime sméry vSech
hran na této cesté. Tim se vyméni parita poctu vychazejicih hran z konci cesty, ale zbylé
hrany se neovlivni. Opakujme dokud neziskdme vyhovujici orientovany graf.

2. Ukézeme, ze tada konverguje, pravé kdyz jedna souradnice vektoru v je v abso-
lutni hodnoté ostfe vétsi nez ostatni soufadnice. Piedpokladejme (BUNO), ze |v1| =
maxi<k<n |Vk| @ Ze maxo<i<n [Vk| = tjv1].

Pokud t < 1, pak

1, ne 1
ol = llolle < forl (14 (= D)7 1) = fou] (e OO 1) ~ (= 1)

a fada konverguje dle srovnavaciho kritéria.
Pokud naopak t = 1, pak divergence fady plyne ze srovnani

1, 1
lolly = lolloo > for] (277 = 1) = Jou] (3™ = 1) ~ Sin2.

3. BUNO predpokladejme, ze x < y < z. Protoze 4% je &tverec, ktery déli 4% + 4Y 4 47,
musi i 14 4Y7% + 4°7% byt ¢tverec. Proto mizeme docasné predpokladat, ze = 0 a tedy
ze 1+ 4Y + 47 je ¢tverec.

Protoze 1 4 4Y + 4% > (27)%, musi byt 1 +4Y +4% > (2 +1)% = 1+ 2°7' + 42 il
2y > z+ 1.

Pokud y = 0, je 4* + 2 &tverec. Ale protoze 4 dava po déleni ¢tyimi zbytek 1 (kdyz
z = 0) nebo 0 (jindy), je 4% + 2 kongruentni 2 nebo 3 modulo &ty¥i, coz nemize byt ctverec.
Tedy y > 0.

Diky tomu je 1+ 4Y + 47 liché ¢islo, tedy 1ze napsat jako

14+4Y 447 = (2t 4+1)° =at> + 4t + 1.
Z toho dostavame 4Y + 4% = 4¢(t + 1), neboli
TNV D) =1+ 1).

Kdyby y = z, pak 227! = t(t + 1), z &ehoz je t = 1 a tedy y = 1. To nam dava funkéni
feSeni y = z = 1. Dale predpokladejme, ze z > y.

Protoze z > ¥, je 4°7Y +1 liché a tedy nesoudélné s 4V !, Protoze zaroveii t a t + 1 jsou
nesoudélna &isla, plati diky rovnosti 41 (4*7Y +1) = t(t+1) bud 4" [tat+1 |4 Y +1,
nebo 4¥™1 | t+1at | 4> V+1. V prvnim pifpadé dostaneme 4Y™" <t < t+1 < 477V 41, ¢ili
V1 <477V Eli 2 > 2y — 1. V druhém pFipadé dostaneme 4V~ <t +1at < 477Y 41, &li
4v¥=1 < 4%7Y 1 2. ProtoZe rozdil mezi riznymi mocninami éytky je pokazdy rovny alespoii
tiem, je 4Y~1 < 4°7Y tedy opét z > 2y — 1. TakZe tak jako tak dostaneme z > 2y — 1. Ale
protoze uz jsme vyse ukazali, ze 2y > z+ 1, musi byt 2y = z + 1. VSimnéme si, Ze specidlné
pro y = 1 dostaneme i z = 1, ¢imz dostavame i specialni pfipad z varianty y = z.

Po zpétném pridani = a dostavame, Ze vSechna FeSeni jsou tvaru (z,y,2) = (k,k+n,k+
2n — 1) a libovolnych permutaci. Jednoduse ovéfime, ze tato vyhovuji, protoze 4F pghtn g
4k+2n—1 —_ (2k + 22n+k—1)2.

4. Neznamd funkce je tvaru f(z) = % = %7 an, by # 0. Existuje posloup-
1=0 "t

nost {z;}72, bodi, pro které f(z;) € Z. Specidlné q(z;) # 0, takze v bodech z; nebude



problém s délenim nulou. Bez Gjmy na obecnosti lim;_,o |z;| = oco. Zatim predpokla-
dejme, ze vSechny koeficienty v p(z) a ¢(z) jsou raciondlni. Délenim se zbytkem dostéavame
flz) = s(z) + Zgi;, kde degr < deggq. Rovnici vynasobime ¢islem N € N takovym, aby
Nr(z;) .
q(z;)
celd a pravé strana diky vy$$imu stupni jmenovatele konverguje k nule. Proto je r(z;) od
néjakého jo nulové, polynom s nekone¢né mnoha kofeny je nulovy a zkoumana funkce f
je polynom. Zbyva zdavodnit racionalitu koeficientl ao, ..., an,bo, ..., bm. Pro pevné x; z
rovnosti 3.1 a;xh = f(x;) Yo7, bizh dostdvame linedrni rovnici pro n+m -+ 2 nezndmych.
Téchto rovnic je nekone¢né mnoho, predem vime, zZe existuje nenulové feseni, a odtud plyne

polynom Ns(z) mél celociselné koeficienty. Pak leva strana N f(z;) — Ns(z;) =

existence polynomi p1, ¢1 s racionalnimi koeficienty spliujici Zig]; = f(z;) = SE?; zatim
J J

jen v bodech z;, j € N. Polynom pi(z)q(x) — p(x)q1 () mé nekoneéné mnoho kofent a tedy

flx) = zll—ég pro vSechna z € R kromé koneéné mnoha kofenti polynomu ¢ a ¢.




