1. soutéZni série — reseni
1. Uvazujme polynom ¢(z) = p(x) — 4. Tento polynom mé kofeny a, b, ¢, d, tedy jej lze vyjadiit jako

a(z) = (z — a)(z = b)(z — ¢)(z — d)r ().

Polynom r je vysledkem déleni polynomu g s celo¢iselnymi koeficienty monickym polynomem (z —a)(x —
b)(z —¢)(z —d) s celo¢iselnymi koeficienty, a proto ma r také celoéiselné koeficienty. Pro libovolné k € Z
je q(k) soucinem péti celych ¢isel k —a, k—b, k—c, k—d, r(k), z nichz prvni étyfi jsou navzajem rizna.
Pokud by ale platilo g(k) = 5, pak by nutné prvoéislo 5 muselo byt délitelné soucinem ¢ty riznych
celych cisel, coz neni mozné.

2. Necht ¢, znaé¢i pocet permutaci na {1,...,2n} s cyklem délky vétsi nez n; spoéteme, kolik to
je. Necht k je délka (jediného) cyklu delsiho nez n, pak prvky tohoto cyklus lze vybrat (an) zpusoby
a sefadit v cyklu (k — 1)! zpisoby. Zbyvajicich 2n — k prvkii mizeme libovolné permutovat, coz dava
(2n — k)! moznosti. Celkem tedy mame
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tedy pro pravdépodobnost g, ze permutace obsahuje cyklus délky > n, plati
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3. Dokazeme sporem, ze f musi byt stejnomérné spojita. Uvédomme si, ze
su%\f(z+h)f2f(m)+f(th)|<c (1)
zE

nam dévé odhad f(xz+h)— f(x) > f(z)— f(x—h) — ¢, iterovanim této nerovnosti pak mame f(x+kh)—
flx+ (k—=1)h) > f(z) — f(xz — h) — kc (snadno indukci) a sectenim téchto nerovnosti pro k=1,..., N
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[+ NB) = f(@) > N(f(@+h) = @) — e =~

; (2)

coz pro N velké a ¢ hodné malé ¥ikd, ze f(x+ Nh) je o hodné vétsi nez f(z), a to bude spor s omezenosti.

Nyni presnéji: Necht |f(x)| < K pro vechna z € R a € > 0 takové, Ze existuji poslounosti zn, yn,
|xn — yn| < La flyn) — f(xn) > €. Volme pevné n tak velké, aby pro vSechna h < L platilo (1) s

n n

konstantou ¢ = 1%2. Vezmeme-li x = xp, h = yn, —xn, a N € (%, % — >, pak (2) ndm dévéa
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coz je spor s |f(z)| < K pro vSechna z € R.

4. Polynomy P a z2+y2 —1 mizeme chapat jako polynom jedné proménné z nad okruhem polynomt
R[y] a provést déleni se zbytkem prvniho druhym. Zbytek musi mit v x nizsi stupen nez délitel, mame
tedy

P(z,y) = (=° +y* = 1)Q(z,y) +zf(y) + ()
pro né&jaké f,g € R[y]. Dle zadani mame pro z, y spliiujici 22 + y2 = 1 levou stranu nulovou, takZe pro
né plati zf(y) = —g(y). Umocnénim na druhou a Gpravou dostaneme

1-)A+9 W =9*®W), (*)

a protoze hodnot y je nekoneéné mnoho, shoduji se strany (*) jakozto prky R[y]. To je ale spor, jelikoz
ireducibilni polynom 1+ se na pravé strané vyskytuje v sudé mocniné, zatimco na levé strané je v liché
mocniné.



