4. soutézni série — FeSeni
1. Pravdépodobnost je % Nejprve zanedbejme ¢isla délitelna tfemi, ty mohou
byt na kterychkoli pozicich kromé prvni. Soucet vSech ¢isel méa zbytek 1 mod 3, proto
zbytky uvazovanych ¢isel musi byt v tomto pofadi: 1, 1, -1, 1, -1, ..., 1, -1 (konstruujme
odzadu). Nyni pfidame ¢isla délitelnd tfemi kamkoli kromé prvni pozice, to davéa (37:1)
moznosti. Poéet permutaci éisel se stejnymi zbytky je (n+ 1)!n!n! a pocet vSech permutaci
je (3n 4+ 1)!, coz dava hledanou pravdépodobnost:
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2. Konstantni funkce jisté vyhovuji. Ukdzeme, Ze ostatni funkce nikoli. Oznaéme g(x) =
f'(z) a predpokladejme g(zo) # 0 pro néjaké xo. [Z teorie diferencidlnich rovnic plyne, Ze
g musi utéct do nekone¢na v koneéném case. Aplikujme postup pro separované proménné:]
Pak ¢'(x) < —(g(x))?, tj. g je nerostouci. BUNO g(zo) < 0 (jinak budeme analogicky
pracovat s h(z) = —g(2xz¢ — x), ktera splituje stejnou nerovnost a h(zo) < 0). Pak g < 0 na
(z0, +00). Pak na tomto intervalu

Pfeintegrujme od x¢ do z > zo:
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Ale pro z = x9 — 1/g(x0) > xo je prava strana rovna 0, coz je spor s g(z) < 0.

A trikové Feseni: definujme g(z) = e/®. Pak g > 0 a ze zadéni g < 0, tj. je konkdvni.
To spliiuji jen konstantni funkce.

3. Nelze. Pro spor predpokladejme, Ze kruh lze rozdélit na dvé shodné ¢asti A a B a
necht T je shodné zobrazeni A na B. Ozna¢me kruh jako K a stied kruhu jako O. BUNO
O € A. Necht O1 = T(O). Pak celé B lezi uvniti kruhu o poloméru 1 se stiedem v O;.
Necht X,Y jsou prusec¢iky hranice K s kolmici na OO; v O. Pak | X — Y| = 2 a O je
stfed XY. Tedy pokud X; = T(X), Y1 = T(Y), pak | X1 —Yi| = 2 a O; je stfed X:1Yi.
Z trojuhelnikové nerovnosti 2 = |X; — V1| < | X1 — O| 4+ |O — Y1| < 2. Protoze tu nastava
rovnost, lezi X; i Y7 na hranici K a O lezi uvnitt tsecky X1Y7, tedy X1Yi. Ale protoze O
je stfed X1Y1, je O1 = O, coZ je spor.

4. Existuje. Uvazujme orientovany graf s n vrcholy odpovidajicim prvkim G a hranou
z a do b, pokud ga = b nebo ha = b. K nalezeni pozadované posloupnosti nam stac¢i najit
cestu délky 2n — 1. Dokonce existuje eulerovsky cyklus délky 2n. Stac¢i si uvédomit, ze graf
je souvisly a kazdy vrchol méa dvé vstupni a dvé vystupni hrany.
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