3. soutézni série — FeSeni

1. Pokud jsou vSechny vektory stejné, kruh musi obsahovat body 0 a 2024v;, a proto
musi mit polomér alespon 1012. Pro » = 1012 volme p = % 2122214 v;. Pak z trojuhelnikové

nerovnosti plyne

()

2. Necht pro néjaké k € Z mame p|f(k) — k, pak volbou n = k, m = p dostaneme
n = f(n)(mod m), spor. Tedy nutné musi platit |f(k) — k| = 1. Necht dale pro néjaké
k € Z plati f(k) =k+1a f(k+1) =k, pak pro n = k, m = 3 dostaneme spor. Vyhovovat
mohou pouze funkce fi(n) =n+1,n€Z; f-(n)=n—-1,n€Z; fa(n)=n+1,n >d,
fa(n) =n —1, n < d pro pevné d € Z. Snadno vidime, Ze tyto funkce vyhovuji.

(|S] 4 2024 — |S]) = 1012.
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3. Hledané infimum je log,, 9. Ozna¢me By mnozinu vSech k-mistnych ¢&isel neobsahu-
jicich devitku. T&chto &isel je 8 - 9¥~1 a lezi v intervalu [10~!, 10*]. Soudet pfes takovato
Cisla tedy mtizeme odhadnout shora a zdola takto:
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Jisté geometrické posloupnosti v této nerovnosti maji konecné soucty clent, pravé kdyz
9 < 107, tj. p > logy, 9.

4. Vyhréavajici strategii ma druhy hrac. Pozici ve hie reprezentujeme usporadanou
Gtvefici (k,l,m,n), kde i-té ¢islo znad¢i pocet tycek délky ¢, na zadatku tedy (1,0,0,4).
Oznaéme 1 = k+m mod2, s =1+ n mod3 at=s—1r € {0,1,2,—1}. Oznaéme
P={(k,l,m,n): t=0}aN ={(k,1,m,n): t+#0}. UkdZeme, Ze P je mnozina vyhernich
pozic, tj. ze kazdy tah z N vede do P a pro kazdou pozici v P existuje tah, ktery vede do
N a (evidentné) (1,0,0,4) € P, (0,0,0,0) € P.

Pokud jsme v P a odstrafiujeme tycky, zméni se bud k + m o lichy pocet, nebo [ +n o
dvé, tj. praveé jedno z Cisel r, s a skoncime v N. Pokud lameme, je tfeba nahlédnout, ze v
kazdém z pfipadd 2 - 1+1,3 - 14+2,4 — 14 3,4 — 2+ 2 se méni pravé jedno z Cisel r,
s a tah vede do N. Pokud jsme v N at = —1, tj. r = 1, s = 0, mtuzeme bud odebrat tycku
délky 1 (— r = 0,s = 0) nebo zlomit tycku délky 3 (— r = 1,s = 1), coz dava P. Pokud
t=1,tj. bud s =2, r=1,nebo s =1, r =0, rozlomime tycku sudé délky na dvé tycky
lichych délek a tim se dostaneme do P. Pokud t = 2, tj. s = 2, r = 0, bud odstranime 2
tycky délky 2 nebo (pokud tam nejsou) rozlomime tycku délky 4 na 2+ 2, ¢imz vynulujeme
s. Tim je dikaz hotov.
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