Kapitola 7

Linearni zobrazeni

Je-li A matice typu m X n s prvky z télesa T, pak pro kazdy vektor x € T"
je soucin Ax € T™. Matice A tak urcuje zobrazeni z aritmetického prostoru
T"™ do aritmetického prostoru T™. Toto zobrazeni méa dvé dilezité vlastnosti,
které ihned vyplyvaji z pravidel pro pocitani s maticemi.

e Plati A(x +y) = Ax + Ay pro libovolné dva vektory x,y € T",

e plati A(kx) = k(Ax) pro libovolny vektor x € T™ a libovolny skalar
keT.

Tyto dvé vlastnosti motivuji nasledujici definici.

Definice 7.1 Predpokliddme, Ze U a 'V jsou vektorové prostory nad stej-
nym télesem T. Zobrazeni A : U — V se nazyvd linedrni zobrazeni, pokud
platt

o A(x+y)=A(x)+ A(y) pro libovolné dva vektory x,y € U, a
o A(kx) = kA(x) pro libovolny vektor x € U a kazdy skaldr k € T.

Priklad 7.2 Pro libovolné dva vektorové prostory U a 'V nad télesem T je
linedrni zobrazeni O : U — V definované predpisem O(x) = 0 pro libovolny
vektor x € U. Toto zobrazeni nazgyvdme nulové zobrazeni.

Linedrni je také zobrazeni I : U — U definované predpisem I(x) = x
pro kazdy vektor x € U. Nazyvdme je identické zobrazeni.

Pro kaZdou matici A € T™*™ je linedrni zobrazeni A : T" — T™ defi-
nované predpisem A(x) = Ax.

Je-li U vektorovy prostor vsech diferencovatelnych redlngych funkci defi-
novangych na R a V prostor vsech redlnych funkci definovanych na R, pak
zobrazeni D : U — V definované predpisem D(f) = [’ je linedrni.

104
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Uloha 7.1 Dokazte, Ze slozeni G o F dvou linedrnich zobrazeni F : U — V
a G:V — W je linedrni zobrazent z prostoru U do prostoru W.

ResSeni. Pro libovolné dva vektory x,y € U plati

(GoF)(x+y) = GFx+y))=GEFX) +Fy))=

G(F(x)) + G(F(y))
= (GoF)(x)+(GoF)(y).

Podobné pro kazdy skalar k € T plati

(G o F)(kx) = G(F(kx)) = G(kF(x)) = kG(F(x)) = k(G o F)(x).

O

Nasledujici tvrzeni mimo jiné ukazuje, jak mtizeme zadat line4drni zobra-

zeni na kone¢né dimenzionalnim prostoru.

Tvrzeni 7.3 Predpokladime, Ze U a 'V jsou vektorové prostory nad téle-
sem T, U je konecné-dimenziondlni. Posloupnost A : uj,us,...,u, je bdze
prostoru U a z1,...,2, je libovolnd posloupnost prvki V. Potom plati

existuje prdvé jedno linedrni zobrazeni F' : U — V, pro ktere plati
F(u;) = z; pro kazdé i =1,2,...,n,

toto zobrazeni F' je na cely prostor V prdvé kdyz L(z1,...,z,) =V,
zobrazeni I je prosté prdve kdyzZ je posloupnost zi,...,Z, linedrné
nezavisld,

zobrazeni I’ je vzdjemné jednoznacné prdavé tehdy, kdyz je posloupnost
Z1,...,%Z, bdze prostoru V.

Dikaz. Libovolny prvek x € U vyjadiime jako linedrni kombinaci prvki
baze A:

n
X = E a; ;.
=1

Zobrazeni F': U — V mé byt linearni, musi proto platit

F(x) = Z a; F(w;) = Z ;i Z;.
i=1 i=1
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Pro hodnotu F'(x) tak mame podle tohoto vyjadfeni jedinou moznost. Line-
arni zobrazeni F' s vlastnosti F'(u;) = z; pro kazdé i = 1,2,...,n tak mize
existovat nejvyse jedno.

Zbyvéa dokazat, ze takto definované zobrazeni F' : U — V je skutecné
linearni. Je-li k£ € T libovolny skalar, pak

kx = Z ka;u;,
i=1
a proto
F(kx) = z ka;z; =k Z a;z; = kF(x).
i=1 i=1
A je-li

n
y =) b
i=1

néjaky jiny prvek prostoru U, pak

n
X+y= Z(az + bi)ui
=1

a tedy

n

Fix+y) =) (ai+b)z; =Y azi+ Y bz = F(x) + F(y).
i=1 i—1 i_1

Zobrazeni F' je proto linearni.

Pro ditkkaz druhé ¢asti budeme napted predpokladat, ze F' je zobrazeni
na cely prostor V. Zvolime libovolny vektor z € V. Protoze F' : U — V
je zobrazeni na cely prostor V, existuje vektor x € U takovy, ze F(x) =
z. Protoze posloupnost u,...,u, je baze prostoru U, mizeme vektor x
vyjadrit jako linedrni kombinaci vektort uy, ..., u,:

n
X = E a;u;.
=1

Podle definice zobrazeni F' potom plati

n
z=F(x)= Zaizi.
i=1
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Plati proto z € L(z1,...,2,) a tedy inkluze
V C L(z1,...,2p).

Protoze opa¢né inkluze plati vzdy, dostdavame rovnost V = L(z1,...,2y).
Plati-li naopak V = L(zi,...,2,), zvolime libovolny prvek z € V a
vyjadiime jej jako linedrni kombinaci vektort z1, ..., 2Zy:

n
z = Z diZi.
=1
Podle definice zobrazeni F' potom plati
n n
F(Z dlul) = Z diZi =z,
i=1 i=1

zobrazeni F' je proto na cely prostor V.
K dikazu tfeti ¢asti tvrzeni budeme predpokladat, ze F' je prosté zob-

razeni a
n
Z CiZz; = 0
i=1
pro néjaké skalary ci,...,c, € T. Polozime
n
vV = Z cu; € U.
i=1

Podle definice zobrazeni I’ plati
n
F(v) = Zcizi = 0.
i=1

Zobrazeni F je linearni, plati proto také F'(0) = 0. Z prostoty zobrazeni F'
odtud vyplyva rovnost

n
Z c;u; = 0.
=1

Posloupnost uj,us,...,u, je ale baze prostoru U, je proto linedrné neza-
visla. Odtud vyplyva, ze ¢; = co = -+ - = ¢, = 0. Linearné nezavisla je proto
také posloupnost zi, ..., z,.

Je-li naopak z1,...,2, linedrné nezavisla posloupnost v prostoru V a
F(x) = F(y) pro néjaké dva vektory x,y € U, vyjadiime oba vektory x a
y jako linedrni kombinace prvku baze uy, ..., u,:

n n
X:Zaiui, y:Zbiui.
i=1 i=1
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Podle definice zobrazeni F' pak plati

Y aizi=F(x)=F(y) =) bz,
i=1 =1

neboli

V disledku linearni nezavislosti posloupnosti z1, . . ., z, pak dostavame a; =
b; pro kazdé i =1,...,n, a tedy x = y. Zobrazeni F je proto prosté.
Posledni ¢tvrta cast plyne bezprostiedné z druhé a tieti ¢asti tvrzeni. O

Nasleduji priklady geometricky motivovanych linedrnich zobrazeni ve
dvoudimenziondlnim a tfidimenzionalnim redlném aritmetickém prostoru.
Ve vSech pripadech je jednoduché ovérit, ze uvedena zobrazeni jsou sku-
te¢né linearni.

Piiklad 7.4 Rotaci o uhel o rozumime zobrazeni Q : R? — R?2, které kazdy
bodu = (x,y)" € R? otoci kolem pocdtku soutadnic proti sméru hodinovych
rucicek o uhel a. Dd se spocitat, Ze v tom pripadé plati

T Trcosa — ysina cosa —sino T
Y T sina + y cos sina¢  cos«o Y

Projekce na pruni osu soutadnic je zobrazeni P : R?> — R? definované

predpisem
x x 10 x

pro libovolny vektor u = (x,y)" € R2.
Symetrie vzhledem k prvni ose soufadnic je zobrazeni S : R?> — R?
definované predpisem

sw=s(3)=(%)-(5 %) (5)

pro libovolny vektor u = (x,y)" € R2.
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Priklad 7.5 Tridimenzionélni rotace kolem osy z o thel o v kladném sméru
je zobrazeni Q : R® — R3 definované piedpisem

T rcosa — ysina cosa —sina 0 z
Q.| v | =| zsina+ycosae | = sina cosa 0 Y
z z 0 0 1 z

pro libovolny vektor (x,y,2)T € R3.
Projekce na rovinu xy v prostoru R3 je zobrazeni P : R3> — R3 defino-
van€ predpisem

T T 1 00 x
Ply|l=]lwy|=1010 Y
z 0 0 0O z

pro libovolny vektor (z,y, z)T € R3.
Podobné muzeme také definovat symetrii vzhledem k roviné zy jako zob-
razeni R : R® — R? definované predpisem

T T 1 0 O T
Ry |= Y =101 0 Y
z —z 0 0 -1 z

pro libovolny vektor (z,y, 2)T € R3.

To, Ze jsme v predchozich dvou prikladech vzdy nasli vyjadfeni linear-
niho zobrazeni ve tvaru F(x) = Ax pro vhodnou matici A, neni zadna
nédhoda. Ukazeme si ted, Ze kaZdé linedrni zobrazeni mezi dvéma koneéné-
dimenzionalnimi vektorovymi prostory lze vyjadiit pomoci matice. Zakla-
dem je nasledujici definice.

Definice 7.6 Predpokliddme, Ze U a 'V jsou dva konecné-dimenziondlni
vektorové prostory nad néjokym télesem T, posloupnost A : uq,...,u, je
baze prostoru U a posloupnost B : vi,...,v,, je bdze prostoru V. Ddle
predpokldddme, Ze F': U — 'V je linedrni zobrazeni. Pro kaZdy vektor u; €
A, 7 =1,2,...,n, existuje podle Ulohy 6.3 jednoznacné vyjddieni vektoru
F(uj) € V jako linedrni kombinace prvki baze B:

m
F(uj) = Zaijvi.
=1

Matici [F| ap = (aij) typu m X n nazgvdme matice linearniho zobrazeni F'
vzhledem k bazim A a B.
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Pokud oznacime [y]s soufadnice vektoru y vzhledem k bazi B prostoru
V, pak miZeme matici linedrniho zobrazeni F' vzhledem k bazim A a B
zapsat jako

[Flas = ([F(a)]s [ [F(u2)]s - - [F(a)]s - - [F(un)]5)-

Vsimnéte si, Ze v j-tém sloupci matice [F|4p jsou soufadnice obrazu
F(u;) j-tého vektoru u; baze A vzhledem k béazi B. Matice linearniho zob-
razeni F' : U — V vzhledem k bazim A, B tak zavisi nejen na samotném
zobrazeni F', ale také na zvolenych béazich A : ui,...,u, v prostoru U a
B:vi,...,vpy v prostoru V. Jedno a totéz linearni zobrazeni F : U — V
ma rizné matice vzhledem k riznym béazim prostorti U a V.

Cviceni 7.1 Najdéte matice linedrnich zobrazeni z Prikladd 7.4 a 7.5 vzhle-
dem k rizné zvolenym dvojicim bdzi v prostorech R? a R3.

Tvrzeni 7.7 Predpoklidame, Ze F' : U — V je linedrni zobrazeni mezi
dvéma vektorovymi prostory nad télesem T, posloupnost A : uy,...,u, je
baze prostoru U, posloupnost B : vi,..., V., je bdze prostoru V, [Fap =
(aij) je matice zobrazeni F' vzhledem k bdzim A a B, a [x]4 je vektor sou-
fadnic néjakého vektoru x € U vzhledem k bdzi A. Potom vektor F'(x) € V
md vzhledem k bdzi B soutadnice [F| ag[x]| 4, tj. plati rovnost

[F(x)] = [F]as[x] .

Diikaz. Oznaéime si vektor soufadnic [x]4 = (21,...,7,)T. Plati tedy

n
X = Z a:juj
j=1

podle Definice 6.11. Protoze F' : U — V je linearni zobrazeni, plati podle

Definice 7.1, ze
n n
= F(Z xjuj) = ijF u
j=1 J=1

Kazdy vektor F'(u;) mizeme podle Definice 7.6 vyjadiit ve tvaru

Po dosazeni do predchozi rovnosti dostaneme

n
Zw] =22 Zazm
]:
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Posledni vyraz roznésobime a pfeusporddame za pomoci komutativity sci-
tani ve V:

n n m
Z:L'j(z aijvi) = ZZZ’ Qi Vi = Z Zamx]
j=1 i=1 j=1l:i=1 i=1 j=1

Plati tedy

m

Z aijT;)v

i=1 j
To znamend, ze pro kazdé i = 1,2,...,m se i-t4 soufadnice vektoru F'(x)
vzhledem k bazi B rovna
n
> T,
=1

coz je rovnéz i-t4 soufadnice soucinu matice [F|ap = (ai;) s vektorem
(z1,...,2,)7 = [x]q. O

Nasledujici tvrzeni je dalsim, obecnéjsSim, odivodnénim pro¢ nasobit ma-
tice podle Definice 3.4.
Tvrzeni 7.8 Predpokladime, Ze U, V, W jsou vektorové prostory nad stej-
nygm télesem T, FF : U —- V a G : V — W jsou linedrni zobrazent.
Dadle predpokladdme, Ze A : wuy,...,u, je bdze prostoru U, posloupnost

B :vy,...,v, je bdaze prostoru V a posloupnost C : wi,..., W, je bdze
prostoru W. Potom plati

[G o Flac = [Glpc[F]as.
Dukaz. Oznacime [G]pc = (aij) a [F)as = (bjr). To znamena, ze plati
v ) = Zaijwi
i=1

pro kazdé j =1,2,...,n, a dale

n
wp) =Y bikvi
j=1

pro kazdé k=1,2,...,p.
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Pro vypocet matice slozeného zobrazeni G o F' vzhledem k bazim A :
ug,...,up aC:wiy,...,wy, potfebujeme najit souradnice kazdého vektoru
(Go F)(ug), k=1,2,...p, vzhledem k béazi C : wi, ..., w,. Plati

(GoF)(u) = G(F(wy) = G(Y buvi) = Y bpG(vi) =

n
Z }
j=1 i=1 j=1li=1
m n m n

= ZZaijbjkwi = Z(Z aijbjk)wi.
i=1j=1 i=1 j=1

To znamend, Ze i-ta4 soufadnice vektoru (G o F')(uy) vzhledem k bazi
C =wi,...,Wp, tj. prvek na misté (i, k) v matici [G o F] 4¢, se rovna

n
> aijbjk,
Jj=1

tj. rovna se prvku na misté (i, k) v souc¢inu matic [G|p¢[F].a8. Protoze tato
rovnost plati pro libovolné i =1,...,ma k =1,...,p, plati rovnost matic

(G o Flac = [G]pc|F)as-

O
Poéitani s linearnimi zobrazenimi

Definice 7.9 Jsou-li U,V dve vektorové prostory nad télesem T o F,G :
U — V linedrni zobrazeni, pak definujeme soucet linedrnich zobrazeni F +
G : U — V predpisem

e (F+ G)(x) = F(x)+ G(x) pro libovolny vektor x € U.

Ddle definujeme soucin prvku k € T a linedrniho zobrazeni F' jako zob-
razeni kF' : U — V urcené predpisem

o (kF)(x) = kF(x) pro libovolny vektor x € U.

MnoZinu vsech linedrnich zobrazeni z prostoru U do prostoru V budeme
oznacovat Z(U, V).
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Uloha 7.2 Dokaszte, ze mnozina Z(U, V) wvsech linedrnich zobrazeni z U
do V spolu s operacemi scitdni a nasobeni prvky télesa T definovangmi v
Definici 7.9 je vektorovy prostor nad télesem T.

Reseni. Musime ovéfit, Ze mnozina Z(U, V) spolu s uvedenymi opera-
cemi spliiuje axiomy vektorového prostoru podle Definice 5.2.

Jako prvni ovéfime axiomy uzavienosti (A0) a (NO). Pfedpokladame, ze
F,G : U — V jsou linearni zobrazeni. Jsou-li x,y € U libovolné dva prvky
prostoru U, pak plati

(F+G)(x+y) = Flx+y)+Gx+y)=
= F(x)+F(y) +Gx)+G(y) =
= F(x)+Gx)+F(y)+G(y) =
= (F+G)(x)+(F+G)(y).

Podobné dokézeme také platnost druhé podminky linearnich zobrazeni. Je-li
[ € T, pak pro libovolny vektor x € U dostavame

(F+G)(lx) = F(lx)+G(x)=1F(x)+1G(x) =
= I(F(x)+ G(x)) =I(F + G)(x).

Soucet F'+ G je tedy také linearni zobrazeni z U do V a mnozina Z(U, V)
tak spliiuje axiom (AO0).
Zcela stejné se dokaze také platnost axiomu uzavienosti (NO). Pro libo-
volny skalar k € T a kazdé dva vektory x,y € U plati
EF)(x+y) = kFxE+y)) =kFX) +Fy)) =
= kF(x)+kF(y) = (kF)(x) + (KF)(y),

a déle pro kazdé [ € T dostavame

(kF)(x) = k(F(Ix)) = k(IF(x)) = (kI)F(x) = (Ik)F(x) =
= (kF(x)) = I(kF)(x).

7 ostatnich axiomt vektorového prostoru si ukdzeme naptiklad axiom
distributivity (N4). Plati

E(F+G)(x) = k(F(x)+Gx))=EkF(x)+kG(x) =
= (kF)(x) + (kG)(x) = (kF + kG)(x)

pro kazdy vektor x € U, zobrazeni k(F + G) a kF + kG se proto rovnaji.
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Ostatni axiomy se dokazou analogicky. Nulové zobrazeni O : U — V
je neutralni prvek vzhledem ke s¢itani linearnich zobrazeni, opacny prvek k
zobrazeni F' je zobrazeni —F : U — V definované predpisem (—F)(x) =
—F(x) pro kazdy prvek x € U. O

Je-li F': U — V vzijemné jednoznacné zobrazeni, pak existuje inverzni
zobrazeni F~1 : V — U definované predpisem

Fl(x)=u pravé kdyz F(u)=x.

Uloha 7.3 Je-li F : U — V vzdjemné jednoznacné linedrni zobrazend, pak
inverzni zobrazeni F~' : V — U je také linedrni zobrazend.

Reseni. Jsou-li x,y € V libovolné dva vektory, pak v diisledku vzajemné
jednoznacnosti zobrazeni F' existuji jednozna¢né urcené vektory u,v € U,
pro které plati F'(u) = x a F'(v) =y. V dusledku linearity zobrazeni F' pak
také plati F(u+v) = F(u) + F(v) = x +y. To znamen4, ze F~!(x) = u,
FYy)=vaFl(x+y)=u+v.Proto

Flx+y)=u+v=F1x)+F(y)

Z linearity zobrazeni F plyne také F(ku) = kF(u) = kx, proto F~1(kx) =
ku. Proto také
Fl(kx) = ku = kF~1(x).

Inverzni zobrazeni F~1 : V — U je tak opravdu linedrni. O

Tvrzeni 7.10 Je-li F' : U — U wvzdjemné jednoznacné linedrni zobrazeni,
U je konecné-dimenziondlni vektorovy prostor nad télesem T, a posloupnosti
A:uy,...,u, a B:vy,..., v, jsou dvé baze prostoru U, pak plati

[F~ B4 = [F] 45

Diikaz. Protoze F~! o F = I, identické zobrazeni na prostoru U, plati
podle Tvrzeni 7.8, ze

Naa=[F o Flaa = [F'galF]as.

Zbyva dokazat, Ze pro identické zobrazeni plati [I] 44 = I,. To je ale dusled-
kem rovnosti I(u;) = u; pro kazdé j =1,...,n. Proto plati

[F Y alFlag = In,
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coz podle Tvrzeni 3.11 staci k dtikazu, ze plati rovnost

[F 54 = [F 5.
O

Pokud uvazujeme pouze linearni zobrazeni F' : U — U na konecné-
dimenzionalnim vektorovém prostoru U, obvykle zvolime jen jednu bazi
A :uy,...,u, a poditdme s matici [F]44. Tuto matici nazyvame matice
linedrniho zobrazeni F vzhledem k bdzi A a oznacujeme ji [F] 4.

Dusledek 7.11 Jsou-li F,G : U — U dv€ linedrni zobrazeni na konecéné-
dimenziondlnim vektorovém prostoru U a A : uy,...,u, je baze U, pak

plati
(G o Fla=[G]a[F)a.

Je-li linedrni zobrazeni F' navic vzdjemné jednoznacné, pak plati také
[F~1a=[F]3"

Pomoci Disledku 7.11 mtizeme vypocitat matici osové symetrie v pro-
storu R? vzhledem ke standardni bézi, je-li osou symetrie libovolné piimka
prochazejici pocatkem, a také matici projekce na libovolnou pifimku proché-
zejici pocatkem vzhledem ke standardni bazi. Ukazeme si to v nasledujicich
tlohéch.

Uloha 7.4 Najdéte matici osové symetrie v redlné roviné R? vzhledem ke
standardni bdzi, prochdzi-li osa symetrie pocdtkem a vektorem (cos a,sin )’
pro néjaky uhel a.

Reseni. V Piikladu 7.4 jsme nasli vyjadfeni rotace kolem pocatku o
tihel o v kladném sméru. Tato rotace @, zobrazuje vektor u = (z,y)? do
vektoru

_ r \ [ xcosa—ysina \ [ cosa —sina x
Qo‘(u)_@o‘<y>_(azsina+ycosa>_< sina  cosa > (y)
Protoze rotace @, zobrazuje prvni vektor standardni baze e; = (1,0)” do

bodu (cosa,sina)? = cosae; + sinae; a druhy vektor standardni baze
es = (0,1)7 do bodu (—sina,cos @)’ = —sinae; + cos a ey, je matice

Qule = < cosa —sina >

sinv  cos«
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matici rotace Q. vzhledem ke standardni bazi & : e1, es v realné roviné R2.
Ve stejném Piikladu 7.4 jsme také nasli vyjadfeni osové symetrie .S ur-
¢ené prvni osou souradnic

sw-s(2)=(5)-(4 %) (5)

Stejné jako v pfipadé rotace ovéfime, ze matice [S]¢ této symetrie vzhledem
ke standardni bazi £ se rovna

[5]5—<(1) _01>

Jak z téchto dvou matic ziskdme matici osové symetrie uréené osou pro-
chazejici poc¢atkem a vektorem (cos a, sin a)? vzhledem ke standardni bazi?
Napred otocenim @) _, tj. o tthel o po sméru hodinovych rucicek, dostaneme
vektor (cosa,sina)? do bodu (1,0)7 = e;. Toto otodeni ma vzhledem ke
standardni bazi matici

cos(—a) —sin(—a) cosa  sina
[Qfa]g = : = : .
sin(—a)  cos(—a) —sina  cosa
Timto otocenim tak premistime osu symetrie prochazejici pocatkem a vek-
torem (cos o, sina)” do prvni osy soufadnic. Poté udélame osovou symetrii
S vzhledem k prvni ose soufadnic a nakonec vysledek otocime zpatky o thel
a proti sméru hodinovych rucicek. Matice téchto dvou zobrazeni vzhledem
ke standardni bazi uz zname.

Matice sloZeného zobrazeni Q. o S o ()_, vzhledem ke standardni bézi &£
se proto podle Diisledku 7.11 rovna

[Qa 0 SoQ _ule = [Qule[Sle[Q-cle =

B cosa —sino 1 0 cosa sino B
sina  cos« 0 —1 —sina  cosa

cos? o — sin? « 2cosasina -
2 cos o sin « —cos? a+ sin® «

. cos2a  sin2a
sin2a —cos2a |-

)T v osové symetrii uréené osou prochazejici pocat-

T mé proto vzhledem ke standardni bazi sou-

Obraz vektoru (x,y
kem a vektorem (cos a, sin «)

Fadnice
cos2a  sin2a x \ [ wcos2a+ ysin2a
sin2a  — cos 2« y |\ zsin2a —ycos2a |’
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O

Uloha 7.5 Najdéte matici vzhledem ke standardni bdzi pro projekci v rediné
roviné R? na primku prochdzejici pocdtkem a vektorem (cosa,sina)? pro
néjaky uhel a.

Reseni. Budeme postupovat stejné jako v pfedchozim p¥ipadé. Napted
presuneme pomoci otoceni ()_, o thel a po sméru hodinovych rucicek
pfimku, na kterou projektujeme, do prvni osy soufadnic. Matici [Q—_4]¢ to-
hoto otoceni vzhledem ke standardni bazi jsme nasli v predchozi tloze:

[Q—a]g = (

7 Piikladu 7.4 zname vyjadieni projekce P na prvni osu soufadnic

ro-(32)(3)

pro libovolny vektor u = (z,y)?. Odtud plyne, Ze matice [P]g této projekce
vzhledem ke standardni bazi se rovna

[P]s=<(1) 8)

Projekce na pfimku prochézejici poc¢atkem a vektorem (sina,cosa)’ se
rovna slozeni Yy 05 0@ _,. Jeji matice vzhledem ke standardni bazi se proto
rovna

cosa  sina
—sina  cos«

)T

[Qa 0 S0Q_ole = [Qule[SlelQ-ale =

B cosa —sino 1 0 cosa  sina B
sina  cos« 0 0 —sina  cosa
( cos? o cos asin o >

cos o sin «v sin? «

Projekce vektoru (z,y)” na piimku prochézejici po¢atkem a vektorem
(cos a,sin a)? m4 tak vzhledem ke standardni bazi soufadnice

cos® o cos asin o x\ x cos? a 4 1 cos o sin o
cos asin « sin? o Y rcosasina +ysinfa )

Podobné miizeme spocitat také matice rotaci kolem dalSich os v ttidi-
menzionalnim prostoru R3.

O
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Uloha 7.6 Najdéte matice vzhledem ke standardni bdzi £ : ey, ez, ez pro
rotace kolem pruni a druhé osy soutadnic v redlném prostoru R>.

Reseni. Za¢neme rotaci kolem prvni osy soufadnic. Podobné jako v
ptedchozich dvou tlohach nejdiive “oto¢ime” prostor R? tak, aby se prvni
osa soutadnic pfesunula na misto tieti souradné osy, potom udélame rotaci
kolem treti soufadné osy o tthel a v kladném sméru, jak jsme se uz nau-
¢ili v Pfikladu 7.5. A nakonec “oto¢ime” prostor zpét do ptvodni polohy.
Pro vSechna uvedena lineadrni zobrazeni budeme hledat matice vzhledem ke
standardni bazi £.

Pr1i otoceni R, které pievede prvni osu souradnic do tieti souradné osy,
se zobrazi vektor e; do vektoru es, vektor es do vektoru es a vektor es do
vektoru e;. Matice linearniho zobrazeni R vzhledem ke standardni bazi se
proto rovna

[Rle = ([R(e1)le | [R(e2)le | [R(es)]e) =

= o O

1
0
0

oS = O

Inverzni oto¢eni R~! zobrazuje vektor e3 do vektoru e, vektor ey do vektoru
e3 a vektor e; do vektoru e;. Jeho matice je tedy

00 1
[R7'e = ([R ' (e)]e | [R™ M (e2)]e [ [R M (e3)]e) = 1 0 0
010

Snadno se presvédéime, Ze soucin obou matic se rovna I3, jak méa platit
podle druhé casti Dusledku 7.11.

V Piikladu 7.5 jsme nasli matici rotace ), vzhledem ke standardni bazi
kolem treti souradné osy:

cosa —sina 0
[Q:le = | sina cosa 0
0 0 1

Matice rotace (), kolem prvni souradné osy vzhledem ke standardni bazi se
proto podle Ditsledku 7.11 rovna

[Qzle = [R™ 0 Q. 0 Rle = [Re[Q:Je[Rle =
0 01 cosa —sina 0 010
= 1 0 0 sinaa cosa 0 001 |=
010 0 0 1 1 00
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1 0 0
= 0 cosa —sina
0 sina cosa

Pro vypocet matice rotace kolem druhé souradné osy napied otocime
prostor R3 tak, aby se druha soufadné osa premistila na misto t¥eti souradné
osy. K tomu mtizeme pouzit otodeni R~!. Poté udélame rotaci @, kolem
tfeti souradné osy, a nakonec pomoci otoceni R premistime zpét druhou
soufadnou osu na puvodni misto. Plati tak

[Qyle = [Ro Q.0 R e = [Rle[Q:]c[R e =

01 0 cosa —sina 0 0 0 1
= 0 0 1 sinaw cosa O 1 0 0 =
1 0 0 0 0 1 010

cosa 0 sina
= 0 1 0

—sina 0 cosa

O

Izomorfizmus prostoru

Definice 7.12 Vzdjemné jednoznacné linedrni zobrazeni F' : U — V se
nazyvd izomorfizmus prostort U a V. Prostory U a'V se nazyvaji izomorfni,
pokud existuje izomorfizmus F: U — V.

Uloha 7.7 Dokaste, e aritmeticky redlny prostor R"*1 a prostor R<,[7]
redlngch polynomd stupné nejvyse n jsou izomorfni.

Reseni. Potiebujeme definovat vzajemné jednoznacné linearni zobra-
zeni F : R"! — Rc,[z]. Kazdému vektoru a = (ag, a1, ...,a,)? € R*!
prifadime polynom

n
F(a) = Zaixl € R<,[z].
i=0

Napfted ovéfime, ze zobrazeni F' je linearni. Je-li b = (b, ...,b,) dalsi
vektor z prostoru R™*!, pak plati

F(a+b)=> (a;+ b = Zaixi + ) bz’ = F(a) + F(b).
0 =0 i=0

1=
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Je-li k£ libovolné realné ¢islo, pak

n n

F(ka) = Z(kai):ci = kZaixi =kF(a).

=0 i=0

Zobrazeni F' je tak skutecné linearni.

Linearni zobrazeni F’ zobrazuje standardni bazi eg, ey, . .., e, do posloup-
nosti polynomti 1,x,z2, ..., 2", kterd je lineArné nezavisla (pro¢?). Snadno
se overi, ze také generuje cely prostor R<y[z]. Je to tedy baze prostoru
R<,[z]. Podle posledni ¢asti Tvrzeni 7.3 je linearni zobrazeni F' vzajemné
jednoznaéné a proto je to izomorfizmus prostort R"*! a R<,[r]. O

Izomorfni prostory jsou z pohledu matematika stejné. Pocita se v nich
zcela stejné, pouze prvek a v jednom prostoru nazyvame F'(a) ve druhém
prostoru. Oba prostory R"! a R<,[r] maji stejnou dimenzi rovnou n + 1.
Skutecnost, ze jsou izomorfni, je velmi specidlnim ptipadem néasledujiciho
tvrzeni.

Tvrzeni 7.13 Kazdy vektorovy prostor U dimenze n nad télesem T je izo-
morfni s aritmetickym vektorovym prostorem T™ dimenze n.

Dukaz. V prostoru U zvolime libovolnou bazi A : uy,...,u,. Je-li nyni
x € U libovolny prvek prostoru U, pak definujeme

F(x) = [x]4 = (a1,...,a,)T € T,

kde [x]4 = (a1, .., a,)? jsou soufadnice vektoru x vzhledem k bazi .A. Podle
Cviceni 6.9 je zobrazeni F' linearni. ProtoZe navic zobrazuje bazi uy,...,u,
prostoru U do standardni baze prostoru T", je to podle Tvrzeni 7.3 izomor-
fizmus vektorovych prostori U a T". O

Dusledek 7.14 Dva konecné-dimenziondlni vektorové prostory nad stej-
nym télesem T jsou izomorfni prave kdyz maji stejnou dimenzi n.

Dukaz. Maji-li dva prostory U a V nad stejnym télesem T stejnou
dimenzi n, existuji podle pfedchoziho Tvrzeni 7.13 izomorfizmy F' : U — T"
a G :V — T". Slozené zobrazeni G~'oF : U — V je linearni podle Uloh 7.1
a 7.3. Protoze je sloZzenim dvou vzajemné jednoznacnych zobrazeni, je také
vzajemné jednoznacné a tedy izomorfizmus prostori U a V.

Je-li naopak H : X — Y izomorfizmus mezi prostory X a Y, zvolime v
X libovolnou bézi x1, . .., X,. Podle posledni ¢asti tvrzeni 7.3 je posloupnost
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H(x1),...,H(x;,) potom baze v prostoru Y a proto dim X =m = dim Y.
O

Tvrzeni 7.13 tika, ze kazdy vektorovy prostor U dimenze n nad télesem
T je v podstaté stejny jako aritmeticky vektorovy prostor T™. Proc¢ se tedy
zabyvat obecnymi vektorovymi prostory? Nestaci zkoumat pouze ty arit-
metické? Jeden duvod spociva v tom, Ze izomorfizmus, ktery jsme v dikazu
Tvrzeni 7.13 sestrojili, zavisi na volbé baze prostoru U. Rizné volby baze ur-
¢uji ruzné izomorfizmy. Obecné neexistuje zadny “pfirozeny” izomorfizmus
mezi prostorem U a aritmetickym prostorem T" téze dimenze. Zkoumat
pouze aritmetické vektorové prostory znamend vlastné zkoumat prostory s
pevné zvolenou bazi (standardni). A jak jsme vidéli pii feseni Ulohy 7.4,
rizné linearni zobrazeni je 1épe zkoumat vzhledem k rtizné zvolenym béazim,
které nejlépe odrazeji vlastnosti téchto zobrazeni.

V praxi to obvykle vypada tak, ze pfi feSeni konkrétnich dloh zvolime
vhodnou bazi a potom pocitdme s maticemi a vektory soufadnic vzhledem
ke zvolené bazi. Pokud ale odhadujeme, jak by mohlo feseni tilohy vypadat,
je lépe uvazovat bez pevné zvolené baze.

Zména baze

Nyni se budeme zabyvat otazkou, jak zména baze zméni matici linedrniho
zobrazeni. Klicem k odpovédi na tuto tazku jsou Tvrzeni 7.8 a Disledek 7.11.
Jsou-li A :uq,...,u, a B:vy,...,v, dvé baze vektorového prostoru U a
F : U — U linearni zobrazeni, pak podle Tvrzeni 7.8 plati

[Flpg = [I o FolI|pgg = [I|aB[F]|a4lI]BA;

kde I : U — U je identické linearni zobrazeni. PouZijeme-li oznaceni zave-
dené ptred Dusledkem 7.11, muzeme posledni formulku zapsat ve tvaru

[Flg = [l o Follg=[I]ag[F|alllga-

Pokud tedy zndme matici linedrniho zobrazeni vzhledem k bézi A a chceme
spocditat matici téhoz zobrazeni vzhledem k bazi B, potfebujeme znat ma-

tici [I]pa identického zobrazeni vzhledem k bazim B : vi,...,v, a A :
uj,...,u,. Stejné tak potfebujeme znat matici [I] 45 identického zobrazeni
vzhledem k bazim A :uy,...,u, a B:vy,..., v,

Podle Tvrzeni 7.8 plati
I asIlpa = [I oIl = [I]p =1,

tj. matice [I|p4 a [I]ap jsou vzajemné inverzni. Zname-li jednu, mizeme
dopocitat druhou. Protoze I(v;) = v; pro kazdé j =1,...,n, plati

s = ([vilal[vala-- - [Vala).
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To znamena, ze j-ty sloupec matice [I|g4 = (ai;) obsahuje koeficienty line-

arni kombinace
n
Vj = E aijui
i=1

vyjadiujici vektor v; jako linedrni kombinaci prvka baze A : uy,...,u,.

Definice 7.15 Jsou-li A:uy,...,u, a B:vy,...,v, dvé bdze vektorového
prostoru U, pak matici [I|p4 nazgvdme matice prechodu od baze A k bazi

B.

Jednoznacne urcen€ linedrni zobrazeni T’ : U — U splnugici
T(u;) = v,

pro kazdé j = 1,2,...,n (pro¢ existuje?!) nazjvime operator prechodu od
bdze A k bdzi B.

Uloha 7.8 V prostoru R<s[z] redingch polynomii stupné nejvyde 2 uvazu-
jeme dvé baze A:1,z,22 a B:1,1+x,14 x + 2%. Najdéte matici prechodu
P od bdze B k bdzi A. Najdéte souiadnice polynomu q(x) = 3 + 2x + 42?
vzhledem k obéma bazim A a B.

Reseni. Piedevsim je tieba ovéFit, ze obé posloupnosti A a B jsou baze
prostoru R<a[z]. To si udélejte sami. Abychom nasli matici pfechodu P =
[Ilap od baze B k bazi A, musime najit vyjadieni kazdého z vektori béze
A jako linedrni kombinace vektorti baze B5:

1 = 1(1)+0(1+z)+0(1+x+a?)

= —1(1)+1(1+2) +0(1 +z + 2?)
22 = 0(1) =11+ ) +1(1 +z + 2?).

Proto
1 -1 0
P=|0 1 -1
0 0 1

Soufadnice polynomu g¢(z) = 3 + 2z + 422 vzhledem k bazi A : 1, z, 22
jsou (3,2,4)”. Podle Tvrzeni 7.7 dostavame

lds =1(9)s = aslgdda=| 0 1 -1 2 | =] -2
0 0 1 4 4
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Soutadnice polynomu ¢(z) vzhledem k bazi B jsou tedy (1, —2,4)7.
Spravnost vypoctu si mizeme ovéfit zkouskou
1(1) — 2(1 4 z) +4(1 4+ 2 + 2°%) = 3 + 2z + 422 = q(x).

O

Vzhledem k dilezitosti matice pfechodu si ukazeme jesté dalsi vyjadieni
této matice pomoci matice operatoru prechodu od baze A k béazi B.

Uloha 7.9 Predpokldddme, e A:uy,...,u, a B:vy,...,v, jsou dvé bdze
vektorového prostoru U, a Ze T : U — U je operdtor prechodu od baze A k
bazi B. Dokazte, Ze plati

Upa=[T]a=[T5
Reseni. Plati

[TIa=[Tlaa = ([T(u)]al[T(u2)]a---[T(wn)]a) =
= ([vilal[ve]a---[vnla) =
[{]a-

Abychom dokézali rovnost [I|g4 = [T]s, vyjadiime prvky béaze B jako
linedrni kombinace prvki baze A:

n
Vj = Z aijui
i=1
pro j =1,2,...,n. Pak plati také
n n
T(vj)=> aT(w) = ayv;
i=1 i=1
Proto rovnéz

Tls=[Tlss = (T(v)ls|[T(v2)ls--[T(vn)ls) =
= ([vilal[va]la---[vala) =
= [pa-

Diskusi predchéazejici Definici 7.15 mtzeme shrnout do nasledujiciho tvr-
zeni.
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Tvrzeni 7.16 Je-li ' : U — U linearni zobrazeni, A : uy,...,u, a B :
Vi,...,Vn dvé bdze vektorového prostoru U, a P = [I|ga matice prechodu
od baze A k bdzi B, pak plati

[Flg = P [F]4P

a také
P[F]gP ! = [Fly,

kde P~ = [I] 45 je matice prechodu od bdze B k bdzi A. O

Obé formulky v Tvrzeni 7.16 velmi p¥ipominaji vipocty v Ulohéch 7.4,
7.5 a 7.6. Také tam jsme vzdy vypocitali matici pfislusného zobrazeni tak,
Ze jsme znadmou matici jiného zobrazeni vynasobili zprava néjakou regularni
matici Q a zleva matici k ni inverzni Q. To neni z4dné nihoda, naopak
je v podstaté véci, ze feSeni uvedenych tloh probihalo tak jak probihalo.
Cela véc spociva v tom, ze vzhledem ke vhodné zvolené bazi umime vSechna
linearni zobrazeni popsat uz znamymi maticemi. Potom pouze vypocitame
matice pfislusnych zobrazeni vzhledem ke standardni bézi.

Jiné ¥eseni Ulohy 7.4. Oznac¢ime vektory by = (cosa,sina)? a by =
(—sina, cos a)T. Posloupnost B : by, by je baze prostoru R?. Diilezité je, ze
vektory b; a bg jsou navzdjem kolmé a oba maji délku 1. Maji navzajem
stejnou polohu jako vektory standardni baze &£ : e, es. Zname také matici
osové symetrie S urcené osou prochézejici pocatkem a vektorem by vzhledem
k béazi B, nebot osa symetrie je prvni soufadnou osou. Plati proto

[S]B_<(1) _01>

Zbyva najit matici pfechodu [I|g¢p od béaze B ke standardni bazi £ nebo
k ni inverzni matici [/]ps pfechodu od baze £ k bazi B a potom pouzit
Tvrzeni 7.16. Snazsi je najit matici [/]ge pfechodu od standardni baze £ k
bazi B, protoze vektory baze B mame zadané pomoci soufadnic vzhledem
ke standardni bazi £. Plati proto

T]ss = < cosa —sina )

sina  cos«

a pfimym vypoctem najdeme

s = U]Eé: ( cosa  sina >

—sina cosa



KAPITOLA 7. LINEARNI ZOBRAZENI 125

Podle Tvrzeni 7.16 pak plati

[Sle = [HzslSlslles =

B cosa —sina 1 0 cosa  sina |
- ( sina  cosa ) ( 0 -1 ) ( —sina cosa ) N
- cos2a  sin2«
o ( sin2a  — cos 2« ) '
Viimnéte si, ze zobrazeni Q_,, pouzité pii prvnim feseni Ulohy 7.4 je opera-
tor prechodu od baze B ke standardni bazi £ a v souladu s Ulohou 7.9 plati
[Q—a]é‘ = [Q—a]B = [I]SB' u
Stejné matice pfechodu mtizeme pouzit také k jinému feseni Ulohy 7.5.
Jiné feSeni Ulohy 7.6. Kromé standardni baze € : e;, es, e3 budeme
v tomto piipadé uvazovat jesté bazi C : eq, e3, e; prostoru R3. Vzhledem k

této bazi umime napsat matici rotace () kolem tfeti souradné osy, tj. kolem
osy urcené pocatkem soufadnic a vektorem ej:

cosa —sina 0
Qe =| sina cosa 0
0 0 1

Zbyva najit matici pfechodu [I]gc od baze C k bazi £ nebo k ni inverzni
matici [[]ce prechodu od baze £ k béazi C. Také v tomto pfipadé je jedno-
dussi najit matici [I]ce, nebot zndme soufadnice prvkia baze C vzhledem ke
standardni bazi £. Proto

0 0 1
Hlece=]11 0 0
010
Dopoéitame matici [I]ec = [I]q2:
01
Lee=|0 0 1
1 00
Podle Tvrzeni 7.16 pak plati
Qe = [UeelQlel]ec =
0 01 cosa —sina 0 01 0
= 1 0 0 sinae cosa O 0 0 1 =
010 0 0 1 1 0 0
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1 0 0
= 0 cosa —sina
0 sina cosa

Také v tomto pripadé je zobrazeni R, které jsme pouzili pfi prvnim feSeni,
operator prechodu od baze C k bazi £. O

Podobné muzeme také spocitat matici otoceni kolem druhé souradné
osy vzhledem ke standardni bazi. Druhé fesSeni jsou jednodussi diky tomu,
Ze jsme si misto standardni baze vzdy zvolili néjakou jinou bazi, ktera byla
pro Teseni tlohy vhodnéjsi nez standardni baze. Mohli jsme pak snadno najit
matici pfislusného zobrazeni vzhledem k této jiné bazi. Pak uz jenom stacilo
najit prislusnou matici pfechodu a vypocitat matici zobrazeni vzhledem ke
standardni bazi. Skutecnost, Ze ndmi zvolené baze jsou pro vyjadieni matice
daného zobrazeni vhodnéjsi nez standardni baze, je vidét z toho, Ze vzhle-
dem ke zvolené bazi mé dané zobrazeni jednodussi matici nez vzhledem ke
standardni bazi.

Podobné bychom také mohli najit matice vzhledem ke standardni bazi
pro projekce na obecnou rovinu nebo pro symetrie uréené obecnou rovi-
nou v prostoru R3. Zvolili bychom vhodnou béazi prostoru R3 zévisejici na
roviné projekce nebo symetrie, vzhledem k této bazi bychom nasli matici
prislusného zobrazeni ve stejném tvaru jako jako jsme to udélali v pfipadé
specialné zvolené roviny v Ptikladu 7.5. Potom sta¢i uz jenom najit matici
prechodu od nové zvolené baze ke standardni bazi a vypocitat matici pri-
slusného zobrazeni vzhledem ke standardni bazi. Také v tomto pripadé bude
vzhledem ke vhodné zvolené jiné bazi.

Problém, jak moc Ize matici linedrniho zobrazeni F' : U — U zjednodusit
volbou vhodné baze prostoru U, je slozity a pro obecné line4drni zobrazeni
je vyfeSeny pouze pro prostory nad specidlnimi télesy, naptiklad nad kom-
plexnimi ¢&sly. Rekneme si o tom vice v jedné z pozdéjsich kapitol. Pokud
uvazujeme pouze specialni linearni zobrazeni, naptiklad zobrazeni, ktera v
prostorech nad redlnymi ¢isly zachovavaji tihly, mizeme najit vhodné baze
mnohem snadnéji. Také o tom si fekneme vice v jedné z pozdéjsich kapitol.

V této kapitole si ukdzeme pouze prvni a pomérné jednoduchy krok v
tomto sméru.

Invariantni podprostory

Definice 7.17 Predpokladame, ze F' : U — U je linedrni zobrazeni na
vektorovém prostoru U nad télesem T. Podprostor X prostoru U nazyvdme
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invariantni podprostor zobrazeni F', jestlize F(x) € X pro kazdy vektor x €
X (nebo jinak teceno, F(X) C X).

Cviceni 7.2 Linedrni zobrazeni F : R®> — R® md vzhledem ke standardni
bazi £ : e1, eq, €3 matici

4 4 4
-2 -2 =5
1 2 )

Definujeme podprostor X = L(x1,X2) C R3, kde vektor x; = (2,—1,0)T
a x3 = (—1,2,-1)T. Dokaste, %e X je invariantni podprostor linedrniho
zobrazent F'.

Je-li X C U invariantni podprostor linedrniho zobrazeni F' : U — U,
pak muzeme zuzit defini¢ni obor zobrazeni F' na podprostor X. Takto zizené
zobrazeni Fx : X — X je linearni zobrazeni na prostoru X. Nazyvame jej
restrikce zobrazeni F' na invariantni podprostor X.

Cviceni 7.3 Pro linedrni zobrazeni F' ze Cviceni 7.2 a tam definovany in-
variantni podprostor zobrazeni F mnajdéte matici restrikce Fx : X — X
vzhledem k bdzi x1, X9 prostoru X.

Existence invariantniho podprostoru linearniho zobrazeni F' : U — U
umoznuje najit bazi prostoru U, vzhledem ke které ma zobrazeni F' relativné
jednodusi matici.

Tvrzeni 7.18 Predpokliddime, e F' : U — U je linedrni zobrazeni na
prostoru U konecné dimenze n nad telesem T. Dale predpokladame, Ze X
je invarinatni podprostor zobrazeni F' a dim X = r. Potom existuje bdze
A:uy,... uy, prostoru U takovd, Ze pro matici [F] 4 zobrazeni F' vzhledem

k bazi A plati
A B

kde A je ¢tvercovd matice fddu r (a tedy B ma typ r x (n—r), nulovd matice
0 md typ (n —r) x r a C je ¢tvercovd matice fadu n — ).

Dukaz. Zvolime bazi uy,...,u, v podprostoru X a doplnime ji podle
Tvrzeni 6.7 do baze A : uy,...,u, celého prostoru U. Protoze pro kazdé
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j=1,...,rplati u; € X, dostavame tak F'(u;) € X, nebot X je invariantni
podprostor zobrazeni F'. Proto

I8
F(uy) =) agu
=1

proj =1,...,r. Toznamena, Ze v matici [F] 4 = (a;;) zobrazeni F' vzhledem
k béazi A jsou vSechny prvky a;; = 0 pokud j = 1,...,7 a soucasné i =
r+1,...,n. O

Podobné dokazeme i nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 7.19 Predpokldddme, Ze F': U — U je linedrni zobrazeni na pro-
storu U konecné dimenze n nad telesem T. Ddle predpokladdme, Ze X a Y
jsou invarinatni podprostory zobrazeni F', XNY = {0} adim X+dim Y =
n. Potom existuje baze A : uy, ..., u, prostoru U takovd, Ze pro matici [F] 4
zobrazeni F' vzhledem k bazi A plati

[F]A=<ﬁ g>,

kde A je ¢tvercovd matice fadu r (a tedy C je ¢tvercovd matice fadun—r).

Dukaz. Oznacime r = dim X. Potom dim Y = n — r. Zvolime bazi
ui,...,u, v podprostoru X a bazi u,4i1,...,u, v podprostoru Y. Diky
predpokladu X N'Y = {0} je posloupnost A : uj,uy,...,u, linedrné ne-
zavisla (proc¢?) a tedy podle Tvrzeni 6.9 je to baze prostoru U. Protoze
F(u;) € X pro kazdé j =1,...,r, plyne odtud, ze

.
F(u) =) agw
=1

proj =1,...,r. Toznamena, Ze v matici [F] 4 = (a;;) zobrazeni F' vzhledem
k béazi A jsou vSechny prvky a;; = 0 pokud j = 1,...,7 a soucasné ¢ =
r+1,...,n.

Stejné tak je u; € Y pro j = r+1,...,n, a protoze je Y invariantni
podprostor zobrazeni F, plati také F(u;) € Y pro j = r+1,...,n. To
znamena, ze

n
F(u]'> = Z Q3504
i=r+1
pro j =r+1,...,n. V matici [F]4 = (a;j) proto plati také a;; = 0 pokud
j=r4+1,...,nasoucasné 1 =1,...,r. O
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Hledani invariantnich podprostorid linedrniho zobrazeni F' : U — U je
hlavni nastroj pro zkoumani vlastnosti tohoto operatoru.

Soustava linearnich rovnic jako linearni zobrazeni

Vzajemny vztah mezi obecnym a konkrétnim pohledem na linearni tlohy
si ukazeme na prikladu soustav linearnich rovnic. Vektorovy zapis soustavy
m linedrnich rovnic o n neznamych s koeficienty v télese T je

Ax =D,

kde A je matice typu m x n s prvky v télese T, x € T" je neznamy vektor
a b € T™ je vektor pravych stran. Pfedpis A(x) = Ax, ktery kazdému
vektoru x € T" prifazuje vektor Ax € T™, definuje linedrni zobrazeni
A:T" — T™,

Pri feseni soustavy Ax = b miizeme postupovat tak, ze najdeme vSechna
feSeni prislusné homogenni soustavy Ax = 0 a potom néjaké konkrétni fe-
seni p € T" nehomogenni soustavy Ax = b. Obecné feSeni nehomogenni
soustavy pak dostaneme tak, ze k vektoru p pri¢teme obecné feseni homo-
genni soustavy Ax = 0 — viz Véta 2.7.

Podobné miizeme vyjadiit obecné feSeni operdtorové rovnice

F(x) =b,

kde F' : U — V je néjaké linearni zobrazeni mezi dvéma vektorovymi pro-
story U a V konecné dimenze, b € V je néjaky vektor, a hleddme vSechny
vektory x € U, pro které plati uvedend rovnost. Abychom ukézali, Ze mno-
zina vSech TeSeni obecné operatorové rovnice ma stejné vlastnosti jako mno-
zina v8ech FeSeni soustavy linedrnich rovnic, zavedeme si nasledujici definici.

Definice 7.20 Je-li F': U — V linedrni zobrazeni mezi dvéma vektorovymi
prostory U a 'V nad stejnym télesem T, pak definujeme nulovy prostor nebo
také jadro zobrazeni F' jako mnoZinu

Ker(F)={xeU: F(x)=0} CU,
a ddle obor hodnot nebo také obraz zobrazeni F' jako mnoZinu
Im(F)={yeV:y=F(x) pronéaké xc U} CV.

Cviceni 7.4 Dokazte, Ze pro kazdé linedrni zobrazeni F' : U — 'V je nulovy
prostor Ker (F') podprostor prostoru U a obor hodnot Im (F') je podprostor
V.
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Tvrzeni 7.21 Predpokladime, Ze F : U — V je linedrni zobrazeni a b €

Im (F). Je-li z néjaké Teseni operdtorové rovnice F(x) = b, pak miZeme

jakékoliv Teseni u této rovnice vyjadrit ve tvaru u = z+v, kde v € Ker (F).
Naopak, pro kazdy vektor u =z + v, kde v € Ker (F'), plati F(u) = b.

Dukaz. Je-li F(u) = b, pak vzhledem k tomu, ze také F'(z) = b, plati
Flu—-z)=F(u)— F(z)=b—-—b=0,

tj. vektor v=u—z € Ker (F). Platiu=z+ (u—2z) =z +v.
Naopak, pokud u = z + v, kde v € Ker (F'), pak dostavame

Flu)=F(z+v)=F(z)+ F(v)=b+0=Db.

O

Dtikaz Tvrzeni 7.21 je mnohem jednodussi nez diikaz stejné vlastnosti
mnoziny vSech Teseni soustavy linedrnich rovnic, ktery jsme uvedli pti di-
kazu Veéty 2.7.

Definice 7.22 Je-li P podprostor vektorového prostoru U a z € U, pak
mnozinu
z+P={z+v:veP}

nazyvdme afinni mnozina v prostoru U.

Podprostory vektorového prostoru R" jsou primky, roviny. .., které pro-
chézeji po¢atkem. Afinni mnoZiny tak popisuji vsechny primky, roviny, atd.
v prostoru R”.

Ptedchozi Tvrzeni 7.21 tak fika, Ze mnozina vSech feSeni operatorové
rovnice F(x) = b, kde F : U — V je linearni zobrazeni, je afinni mnozZina
v prostoru U. Specidlné plati, Ze mnozina vSech feseni soustavy linearnich
rovnic Ax = b s koeficienty z télesa T, jejiz matice A je typu m X n, je
afinni mnozina v aritmetickém prostoru T".

Naopak muzeme také z vlastnosti matic ziskat obecné poznatky o li-
nearnich zobrazenich. Tak naptiklad obecnd formulace vlastnosti matic z
Véty 6.18 je nasledujici.

Véta 7.23 Je-li U vektorovy prostor dimenze n nad telesem T a F : U —
V linedarni zobrazent, pak plati

dim Ker (F') + dim Im (F) = dim U.
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Dukaz. Protoze jadro Ker (F') je podprostor prostoru U, dostéavame z
Véty 6.10 dim Ker (F') < dim U = n. Libovolnou bézi uy,...,u, podpro-
storu Ker (F') mtizeme doplnit do baze uy,...,u,, uy41,...,u, prostoru U.
Dokéazeme, ze posloupnost F(u,41), ..., F(u,) je baze obrazu Im (F) line-
arniho zobrazeni F.

Je-li y € Im (F'), pak existuje prvek x € U, pro ktery plati F(x) =y.
Protoze je uy,...,u, baze prostoru U, existuje vyjadieni

n
X = E a; u;
i=1

vektoru x jako linearni kombinace prvkia této baze. Protoze je F' linedrni
zobrazeni, plati

n n
Yy = F(X) = F(Z aiui) = ZCLZF(U_l)
i=1 i=1
Protoze vektory uy,...,u, € Ker (F), tj. F(w;) =0 proi=1,...,r, dosta-

vame
n

y = Z a; F(u;).

i=r+1

Posloupnost F(u,41),- .., F(u,) proto generuje prostor Im (F').
Abychom dokézali, ze je také linearné nezavisla, budeme predpokladat,

i sz(ul) =0

i=r+1

v

ze

Protoze je F' linedrni zobrazeni, plati
Z biF(u;) Z biu;),
i=r+1 i=r+1
tj. >ierq1 biu; € Ker (F). Existuje tedy vyjadreni
Z bu; = Z b;u;.
i=r+1

Plati proto

Z bu; + Z =0.

i=r+1
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Protoze je posloupnost uy, ..., u, linedrné nezévisla, plyne odtud, ze b; =0
pro vSechna ¢ = 1,...,n. Posloupnost F(u,41),...,F(u,) je tak rovnéz
linedrné nezavisla a tedy baze prostoru Im (F"). Plati proto

dim Im (F) = n —r = dim U — dim Ker (F).

O

Jiny dikaz posledni véty vyplyva pfimo z véty 6.18. Staci zvolit bazi A
v prostoru U, bazi B v prostoru S(F) a pouzit vétu 6.18 na matici A =
[F'] 4B zobrazeni F' vzhledem k bazim A a B. Potfebujete k tomu nasledujici
jednoduché cviceni.

Cvicéeni 7.5 Pro matici A tvaru m x n s prvky z télesa T oznacime F
zobrazend, které kazdému vektoru x € T" pfiradi vektor F(x) = Ax € T™.
Takto definované zobrazeni F' : T™ — T™ je linearni. Ovérte, Ze plati

e Ker (F)=N(A),
e Im(F)=S5(A).

Ukazeme si rovnéz, jak z véty 7.23 plyne formulka pro hodnost souéinu
matic z tvrzeni 6.22.

Novy dukaz tvrzeni 6.22.

Predpokladame, Ze A je matice typu m x n a B je matice typu n x p,
obé s prvky z télesa T. Definujeme zobrazeni Aj : S(B) — T pfedpisem

Ao(y) = Ay
pro libovolny vektor y € S(B) C T". Podle véty 7.23 plati
dim Ker (Ap) + dim Im (Ap) = dim S(B).
Podle véty 6.16 a tlohy 6.4 plati
dimS§(B) = dim R(B) = rank (B).

Spocitdme dale ¢emu se rovnaji dim Im (Ap) a dim Ker (Ap). Pro vypo-
¢et prvni z obou dimenzi dokazeme rovnost

Im (4y) = S(AB).



KAPITOLA 7. LINEARNI ZOBRAZENI 133

Je-li z € Im (Ap), existuje y € S(B) tak, ze z = Ayp(y) = Ay. Podminka
y € §(B) fika, ze existuje x € TP tak, ze y = Bx. Proto z = Ay = ABx,
tj. z € S(AB) a Im (4p) C S(AB).

Jestlize naopak z € S(AB), existuje vektor x € TP takovy, ze plati
rovnost z = ABx. Oznac¢ime y = Bx. Potomy € S(B)az = ABx = Ay =
Ap(y). Proto z € Im (Ap) a tedy plati i opaénd inkluze S(AB) C Im (Ay).

Z pravé dokazané rovnosti Im (Ap) = S(AB) pak vyplyva

dim Im (Ap) = dim S(AB) = rank (AB).
K vypoctu dim Ker (Ap) dokazeme rovnost
Ker (4p) = N(A) N S(B).

Je-liy € Ker (Ap), plati y € S(B) a 0 = Ap(y) = Ay, tj. rovnéz y € N(A).
Tedy y € N(A)NS(B) a proto Ker (4p) C N(A)NS(B).

Jestlize naopak y € N(A)NS(B), plati Ay = 0ay € S(B), tj. zobrazeni
Ay je definovano v bodé y € S(B) a Ap(y) = Ay = 0. Proto y € Ker (Ay)
a tedy N(A)NS(B) C Ker (Ap).

Z rovnosti Ker (49) = N (A) N S(B) tak vyplyva

dim Ker (4p) = dim N (A) N S(B).

Dosazenim vSech t¥i formuli do rovnosti dim Ker (A4g) + dim Im (4p) =
dim S§(B) pak dostaneme

dim NV(A) N S(B) + rank (AB) = rank (B).



